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Теория Выпуклых поверхностей — это раздел геомет¬ 
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получены советскими геометрами. Предлагаемая моно¬ 
графия содержит изложение этих результатов. Она яв¬ 
ляется как бы продолжением известной книги акаде¬ 
мика А. Д. Александрова «Внутренняя геометрия вы¬ 
пуклых поверхностей» (1948 г.). 

Чтение книги не предполагает специальной геометри¬ 
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подготовка в смежных разделах математики, В Допол¬ 
нении к книге сформулирован ряд нерешенных вопро¬ 
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дых геометров. В ряде случаев указаны реальные под¬ 
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Вопросами теории выпуклых поверхностей, преимущественно 
вопросами геометрии «в целом», издавна занимались многие 
известные математики (Коши, Миндинг, Христоффель, Мин¬ 
ковский, Либман, Вейнгартен, Гильберт, Вейль, Бернштейн, 
Бляшке, Кон-Фоссен, Г. Леви и др.). Поставленные ими проб¬ 
лемы, разработанные методы исследования и полученные ре¬ 
зультаты не потеряли своего значения и в настоящее время. 

Один из первых результатов теории выпуклых поверхностей 
был получен Коши, который доказал равенство замкнутых вы¬ 
пуклых многогранников, одинаково составленных из конгруэнт¬ 
ных граней. Эта теорема и знаменитая лемма, лежащая в осно¬ 
вании доказательства, послужили предпосылкой для получения 
многих фундаментальных результатов современной теории. 
В частности, этот результат используется в доказательстве су¬ 
ществования выпуклого многогранника, реализующего задан¬ 
ную многогранную метрику, и в других теоремах существования 
и единственности для многогранников. 

Миндинг высказал гипотезу о неизгибаемости сферы. До¬ 
казательство этой гипотезы (Либман, Минковский, Гильберт, 
Вейль) привело к постановке общей проблемы о неизгибаемости 
и однозначной определенности произвольной выпуклой поверх¬ 
ности. Проблема для случая регулярных поверхностей была 
решена Кон-Фоссеном. Разработанные при этом методы, осно¬ 
ванные на исследовании индекса специальных векторных полей 
на поверхности, исследовании экстремума инвариантно по¬ 
строенных вспомогательных функций и интегральные формулы 
нашли широкое применение в работах геометров следующих 
поколений. 

Минковский поставил и решил проблему существования 
замкнутой выпуклой поверхности с данной гауссовой кривиз¬ 
ной. Это решение в его аналитическом истолковании дает 
обобщенное решение некоторого дифференциального уравнения 
и естественно ставит вопрос о регулярности обобщенного ре¬ 
шения. 

Г. Вейль поставил и наметил решение проблемы существо¬ 
вания замкнутой выпуклой поверхности с данной метрикой. 
Эта проблема послужила предметом исследования многих 
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геометров и получила исчерпывающее решение в самой общей 
постановке для общих метрик и общих пространств. 

К началу тридцатых годов нашего века возможности анали¬ 
тического аппарата для исследования выпуклых поверхностей 
«в целом» были в значительной степени исчерпаны. В качестве 
примера можно привести упомянутую проблему Вейля. Реше¬ 
ние этой проблемы, намеченное Вейлем, было завершено только 
20 лет спустя Г. Леви с использованием тонких результатов 
теории аналитических уравнений типа Монжа — Ампера. Стано¬ 
вилось ясно, что для дальнейшего развития теории необходимо 
привлечение новых средств исследования: теории функций Be* 
щественного переменного, функционального анализа, теоретико¬ 
множественной топологии, теории дифференциальных уравне¬ 
ний с обобщенными решениями. Применение этих средств 
потребовало обобщенного объекта исследования. Так, вместо 
выпуклой поверхности как поверхности с положительной гаус¬ 
совой кривизной объектом исследования стала выпуклая по¬ 
верхность как граница выпуклого тела (или ее часть). Выпук¬ 
лые поверхности в таком общем определении и стали предметом 
исследования советских геометров начиная с 30-х годов. 

В 1948 г. вышла в свет монография А. Д. Александрова 
«Внутренняя геометрия выпуклых поверхностей». Эта книга 
•представляет собой систематическое изложение построенной ее 
автором теории общих выпуклых поверхностей. Как следует 
из названия книги, она содержит результаты, относящиеся 
в основном к внутренней геометрии поверхности. Венцом тео¬ 
рии А. Д. Александрова является общая теорема, формулирую¬ 
щая необходимые и достаточные условия того, чтобы заданная 
метрика была метрикой выпуклой поверхности. Этой теоремой 
в основном завершается построение внутренней геометрии вы¬ 
пуклых поверхностей. Вместе с тем она ставит новые проблемы, 
относящиеся уже к «внешней» геометрии, к изучению формы 
поверхности, реализующей заданную метрику. 

В этой связи приобретает особое значение проблема един¬ 
ственности выпуклой поверхности с данной метрикой (проблема 
однозначной определенности). Решение этой проблемы, данное 
Кон-Фоссеном, было недостаточно не только потому, что в тео¬ 
реме Кон-Фоссена рассматривается регулярная (трижды диф¬ 
ференцируемая) поверхность, но главным образом потому, что 
класс поверхностей, в котором решается проблема, ограничен 
тем же условием регулярности. Применение теорем однознач¬ 
ной определенности в соединении с теоремами реализации 
А. Д. Александрова эффективно лишь тогда, когда единствен¬ 
ность гарантируется в классе общих выпуклых поверхностей, 
без предположения о регулярности априори, даже если мет¬ 
рика поверхности достаточно регулярна. 
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Так же, как и в других разделах современной математики, 
исследование нерегулярного объекта, в данном случае общей 
выпуклой поверхности, является не целью, а главным образом 
средством глубже Понять и изучить регулярный объект. Теория 
общих выпуклых поверхностей хорошо иллюстрирует это поло¬ 
жение. Проблема изгибаний регулярных поверхностей была 
предметом многочисленных исследований геометров 19 и 20 ве¬ 
ков. Однако до работ А. Д. Александрова все известные ре¬ 
зультаты в этой области выглядели довольно скромно. Только 
постановка этой проблемы для общих выпуклых поверхностей 
привела к ее принципиальному решению и свела ее к задаче 
весьма простого содержания. Правда, как это бывает и в дру¬ 
гих разделах математики, решение проблемы в общей поста¬ 
новке приводит, вообще говоря, к обобщенному решению. 
В этой связи, естественно, возникает вопрос степени регуляр¬ 
ности обобщенного решения задачи с регулярными данными. 
В нашем случае речь идет о регулярности выпуклой поверх¬ 
ности с регулярной метрикой. Решение этой проблемы откры¬ 
вает широкие возможности применения методов и результатов 
теории общих выпуклых поверхностей к решению задач в клас¬ 
сической постановке. 

С проблемой изгибания поверхностей тесно связана другая 
проблема, которая привлекала внимание многих геометров,— 
это проблема бесконечно малых изгибаний, в частности пробле¬ 
ма жесткости выпуклых поверхностей. Необходимость решения 
этой проблемы диктуется потребностями теории упругих обо¬ 
лочек. Дело в том, что условия прочности конструкции, содер¬ 
жащей в качестве элементов упругие оболочки, требуют, как 
правило, геометрической жесткости последних. Реальная обо¬ 
лочка, проектируемая в форме регулярной поверхности, на са¬ 
мом деле никогда не является таковой. Что же касается условия 
выпуклости, то оно достигается легко. Поэтому проблему жест¬ 
кости, — если стремиться использовать ее в приложениях, — 
следует решать в классе нерегулярных общих выпуклых поверх¬ 
ностей. Таким образом, можно считать обоснованной поста¬ 
новку и этой проблемы общих выпуклых поверхностей. 

Теория общих выпуклых поверхностей А. Д. Александрова 
распространяется без труда на выпуклые поверхности в про¬ 
странствах постоянной кривизны — эллиптическое пространство 
и пространство Лобачевского. Поэтому и для этих пространств 
возникают указанные проблемы однозначной определенности, 
регулярности и существования бесконечно малых изгибаний. 
Их решение в этих более общих пространствах позволяет глуб¬ 
же понять результаты и раскрыть возможности применяемых 
методов исследования. 
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Глубокое понимание результатов теории выпуклых поверх¬ 
ностей в евклидовом пространстве и пространствах постоянной 
кривизны, а также совершенствование методов исследования 
позволяют распространить постановку основных проблем на 
выпуклые поверхности в общем римановом пространстве и при¬ 
менить к их решению методы, отточенные на объектах указан¬ 
ных простейших пространств. Здесь, как и в случае евклидова 
пространства, естественно ставятся проблемы изометрического 
погружения, проблема однозначной определенности, проблема 
изгибаний и жесткости. 

Все рассмотренные до сих пор проблемы теории выпуклых 
поверхностей были связаны с метрикой поверхности. Если гово¬ 
рить о регулярных поверхностях, то эти проблемы связаны 
с первой квадратичной формой поверхности — ее линейным 
элементом (ds 2 ). Существует и другая проблематика, которая 
для случая регулярных поверхностей связана с третьей квад¬ 
ратичной формой — линейным элементом сферического изобра¬ 
жения. Здесь речь идет о поверхностях, поставленных в такое 
точечное соответствие, при котором внешние нормали поверх¬ 
ностей в соответствующих точках параллельны и одинаково на* 
правлены. Исторически первыми проблемами такого сорта 
являются проблема Христоффеля о существовании и единствен¬ 
ности замкнутой выпуклой поверхности с данной суммой глав¬ 
ных радиусов кривизны и упомянутая проблема Минковского 
о существовании и единственности замкнутой выпуклой по¬ 
верхности с заданным произведением главных радиусов кри¬ 
визны. Естественное обобщение этих проблем состоит в реше¬ 
нии вопроса о существовании и единственности замкнутой вы¬ 
пуклой поверхности с заданной произвольной функцией главных 
радиусов кривизны. 

В теории выпуклых поверхностей широко применяются ме¬ 
тоды исследования и результаты смежных областей математи¬ 
ки. Обратно, многие геометрические методы исследования ока¬ 
зываются в свою очередь применимыми в этих смежных об¬ 
ластях, а геометрические результаты допускают аналитическое 
толкование. В частности, многие вопросы теории выпуклых 
поверхностей в их аналитическом истолковании приводят к во¬ 
просам существования и единственности решения дифферен¬ 
циальных уравнений в частных производных. Часто это бывают 
уравнения Монжа — Ампера эллиптического типа. Общие тео¬ 
ремы существования и единственности выпуклых поверхностей 
позволяют построить геометрическую теорию уравнений Мон¬ 
жа — Ампера эллиптического типа с теоремами существования 
и единственности весьма общего содержания. 

Естественным обобщением метрики выпуклой поверхности 
является метрика ограниченной кривизны. Метрика ограничен- 
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ной кривизны находится в таком же отношении к метрике 
выпуклой поверхности, как метрика произвольной регулярной 
поверхности к метрике регулярной поверхности с положитель- 
ной гауссовой кривизной. Вопрос о реализации метрики ограни« 
ченной кривизны на поверхностях евклидова пространства 
с сохранением достаточно сильных связей между внутренней 
метрикой и внешней формой поверхности пока не решен. В этой 
связи, конечно, разумно поставить вопрос об изучении доста- 
точно общих классов поверхностей, имеющих метрику ограни¬ 
ченной кривизны. 

Мы аргументировали постановку ряда проблем, естествен¬ 
но возникающих на пути построения теории выпуклых по¬ 
верхностей. Решению этих проблем, в большинстве случаев 
достаточно полному, и посвящена предлагаемая книга. Ее на¬ 
звание— «Внешняя геометрия выпуклых поверхностей», — от¬ 
ражая содержание, в то же время подчеркивает ее связь с 
монографией А. Д. Александрова «Внутренняя геометрия выпук¬ 
лых поверхностей», и в некотором смысле она является продол¬ 
жением книги А. Д. Александрова. 

Чтение книги не предполагает специальной геометрической 
подготовки. Однако ввиду разнообразия применяемых методов 
исследования требуется известная подготовка в смежных раз¬ 
делах математики. Книга рассчитана прежде всего на геомет¬ 
ров — студентов старших курсов, аспирантов и научных работ¬ 
ников. Некоторые главы книги могут быть интересными и для 
математиков других специальностей. 

В Дополнении к книге сформулирован ряд нерешенных 
вопросов, которые могут быть предметом исследования моло¬ 
дых геометров. Задачи эти разной трудности, но почти во всех 
случаях к их решению указаны реальные подходы. 
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Внутренняя геометрия 
выпуклых поверхностей 


Внутренняя геометрия поверхности изучает фигуры на по* 
верхности и связанные с ними геометрические величины, инва¬ 
риантные при изометрических преобразованиях, т. е. при дефор¬ 
мациях, сохраняющих длины кривых на поверхности. Если по¬ 
верхность регулярна, то это будут преобразования, сохраняющие 
первую квадратичную форму, т. е. линейный элемент поверх¬ 
ности. В случае регулярных поверхностей угол между кривыми, 
площадь поверхности, гауссова кривизна поверхности, геодези¬ 
ческая кривизна кривой и геодезические линии — все это 
объекты внутренней геометрии. 

При переходе к общим, нерегулярным поверхностям многие 
из указанных понятий, по крайней мере в их классическом опре¬ 
делении, теряют смысл. В связи с этим в теории нерегулярных 
поверхностей прежде всего возникает проблема определения 
основных понятий внутренней геометрии, естественно обобщаю¬ 
щих понятия классической теории регулярных поверхностей. 

Основным средством исследования регулярных поверхностей 
является применение анализа бесконечно малых. Эффектив¬ 
ность этого средства в применении к регулярным поверхно¬ 
стям связана с тем, что эти поверхности допускают достаточно 
регулярное аналитическое задание. Возможности применения 
анализа при изучении нерегулярных поверхностей весьма 
ограничены, так как функции, входящие в уравнения таких 
поверхностей, нерегулярны. В связи с этим возникает вторая 
проблема, которая состоит в разработке метода исследования 
нерегулярных поверхностей. 

Многие теоремы внутренней геометрии регулярных поверх¬ 
ностей при переходе к нерегулярным поверхностям теряют 
смысл, так же как и понятия, к которым они относятся. В связи 
с этим при построении внутренней геометрии нерегулярных 
поверхностей возникает третья проблема. Она состоит в форму¬ 
лировке и доказательстве содержательных теорем, естественно 
обобщающих соответствующие теоремы классической теории 
поверхностей. 

Все эти проблемы в применении к общим выпуклым по¬ 
верхностям и даже к нерегулярным поверхностям более общего 
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вида (многообразия ограниченной кривизны) были решены 
А. Д. Александровым. 

Прежде всего А. Д. Александров определил основные поня¬ 
тия: выпуклой поверхности, кратчайшей, угла между кривыми, 
кривизны поверхностей, площади поверхности и поворота кри¬ 
вой. Далее А. Д. Александров разработал метод исследования. 
Сущность этого метода состоит в приближении общей выпук¬ 
лой поверхности выпуклым многогранником, а абстрактно за¬ 
данной выпуклой метрики — многогранной метрикой. Приме¬ 
няя этот метод, А. Д. Александров распространил на случай 
общих выпуклых поверхностей основные интегральные теоремы 
классической теории поверхностей. В частности, им установлено 
общее свойство взаимного расположения кратчайших (неналега- 
ние кратчайших). Доказано существование угла между крат¬ 
чайшими. Изучена внутренняя кривизна поверхности и распро¬ 
странена на общие выпуклые поверхности известная теорема 
Гаусса о равенстве интегральной кривизны и площади сфериче¬ 
ского изображения. Изучен поворот кривой и распространена 
на общие выпуклые поверхности теорема Гаусса — Боннэ. 
Найдены необходимые и достаточные условия существования 
выпуклой поверхности, реализующей абстрактно заданную 
метрику. 

Исследования А. Д. Александрова по внутренней геометрии 
выпуклых поверхностей подытожены им в монографии [2] 
«Внутренняя геометрия выпуклых поверхностей». Настоящая 
глава представляет собой конспективное изложение содержа¬ 
ния этой книги. Изложение последующих глав существенно 
использует понятия и результаты внутренней геометрии выпук¬ 
лых поверхностей. 

§ 1. Выпуклые тела и выпуклые поверхности 

Множество М в трехмерном евклидовом пространстве назы¬ 
вается выпуклым, если оно вместе с любыми двумя его точ¬ 
ками X и Y содержит соединяющий их прямолинейный отрезок 
(рис. 1). Замкнутое плоское выпуклое множество с внутрен¬ 
ними точками называется выпуклой областью. 

Связная часть границы выпуклой области называется вы¬ 
пуклой кривой. Граница конечной выпуклой области называется 
замкнутой выпуклой кривой. Замкнутая выпуклая кривая го- 
меоморфна окружности. 

Прямая g, проходящая через точку X границы выпуклой 
области G, называется опорной, если вся область располагается 
в одной из полуплоскостей, определяемых этой прямой (рис. 2). 
Через каждую граничную точку выпуклой области проходит по 
крайней мере одна опорная прямая. 
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Если выпуклая кривая у является границей выпуклой области 
G или частью ее границы, то опорная прямая в каждой точке кри¬ 
вой у к области G называется также опорной прямой кривой у. 

Точки выпуклой кривой подразделяются на гладкие и угло¬ 
вые. Именно, точка X выпуклой кривой у называется гладкой. 



Рис. 1. Рис. 2. 


если через эту точку проходит единственная опорная прямая. 
В противном случае точка X называется угловой точкой. В уг- 
ловой точке опорные прямые заполняют некоторый вертикаль* 
ный угол с вершиной в этой точке, при¬ 
чем стороны этого угла тоже являются 
опорными прямыми (рис. 3). 

Всякая выпуклая кривая является 
спрямляемой, т. е. имеет определенную 
длину. Если замкнутая кривая у охва¬ 
тывает выпуклую кривую у, то длина у 
не превосходит длины у. 

Выпуклым телом называется замкну¬ 
тое выпуклое множество в пространстве, 
имеющее внутренние точки. Для того, 
чтобы замкнутое выпуклое множество 
было выпуклым телом, необходимо и до¬ 
статочно, чтобы не существовало плоскости, содержащей это 
множество. Пересечение (общая часть) любой совокупности вы¬ 
пуклых тел, если оно содержит внутренние точки, тоже является 
выпуклым телом. 

Область (связное открытое множество) на границе выпук¬ 
лого тела называется выпуклой поверхностью. Связная компо¬ 
нента границы выпуклого тела называется полной выпуклой 
поверхностью. Если исключить два тривиальных случая, когда 
выпуклое тело есть все пространство или область между двумя 
параллельными плоскостями, то полную выпуклую поверхность 
можно определить просто как границу выпуклого тела. Граница 
конечного выпуклого тела гомеоморфна сфере и называется 
замкнутой выпуклой поверхностью. Всякая полная выпуклая 
поверхность гомеоморфна либо плоскости, либо сфере, либо ци- 
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линдру. В последнем случае поверхность сама является ци¬ 
линдром. 

Подобно тому как в случае выпуклых плоских областей, для 
выпуклых тел вводится понятие опорной плоскости. Именно, 
плоскость о, проходящая через граничную точку X тела К, на¬ 
зывается опорной в этой точке X, если все точки тела располо¬ 
жены по одну сторону от плоскости а, т. е. в одном из опреде¬ 
ляемых ею полупространств. Через каждую граничную точку 
выпуклого тела проходит по крайней мере одна опорная пло¬ 
скость. Единичный вектор, перпендикулярный опорной плоскости 
и направленный в полупространство, не содержащее точек тела, 
называется внешней нормалью к этой опорной плоскости. 

Выпуклое тело V, составленное из полупрямых, исходящих 
из точки S, называется выпуклым конусом-, при этом исклю¬ 
чается тот случай, когда тело V совпадает со всем простран¬ 
ством. Определяемое таким рбразом понятие выпуклого конуса 
содержит в себе как частный случай дву¬ 
гранный угол и полупространство. По¬ 
верхность выпуклого конуса обычно так¬ 
же называют выпуклым конусом. В ука¬ 
занных двух частных случаях говорят 
о вырождении конуса как поверхности 
в двугранный угол или плоскость. 

С каждой точкой S границы выпукло¬ 
го тела К естественным образом связыва¬ 
ется некоторый конус V(S), образуемый 
полупрямыми, исходящими из точки S и 
пересекающими тело К по крайней .мере 
в одной точке, отличной от 5 (рис. 4). Этот конус называется 
касательным конусом в точке S, а его поверхность — касатель¬ 
ным конусом выпуклой поверхности, ограничивающей тело. 

В зависимости от вида касательного конуса точки выпуклой 
поверхности подразделяются на конические, ребристые и глад¬ 
кие. Именно, точка X выпуклой поверхности называется кони¬ 
ческой, если касательный конус Ѵ(Х) в этой точке не выро¬ 
ждается. Если же касательный конус Ѵ(Х) вырождается в дву¬ 
гранный угол или плоскость, то X называется ребристой или 
соответственно гладкой точкой. Негладкие точки на выпуклой 
поверхности представляют собой в некотором смысле исключе¬ 
ние. Именно, множество ребристых точек имеет меру нуль, 
а множество конических точек не более чем счетно. 

Простейшим нетривиальным выпуклым телом является вы¬ 
пуклый многогранник — пересечение конечного числа полупро¬ 
странств. Поверхность выпуклого многогранника составлена из 
выпуклых плоских многоугольников и тоже называется выпук¬ 
лым многогранником. Многоугольники, из которых составлена 
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поверхность многогранника, называются гранями многогранни¬ 
ка, их стороны — ребрами многогранника, а вершины — верши¬ 
нами многогранника. 

В теории выпуклых тел важную роль играет понятие вы¬ 
пуклой оболочки. Выпуклая оболочка множества М предста¬ 
вляет собой пересечение всех полупространств, содержащих М. 
Следовательно, она является выпуклым множеством и притом 
наименьшим среди всех выпуклых множеств, содержащих М. 
Каждый выпуклый многогранник есть выпуклая оболочка своих 
вершин (конечных и бесконечно удаленных), и поэтому одно¬ 
значно ими определяется. 

Для последовательности выпуклых поверхностей опреде¬ 
ляется понятие сходимости. Говорят, что последовательность 
выпуклых поверхностей F n сходится к выпуклой поверхности F, 
если любое открытое множество G одновременно пересекает 
или не пересекает поверхность F и все поверхности F n при 
n>N(G). Любую выпуклую поверхность можно представить 
как предел выпуклых многогранников или регулярных выпук¬ 
лых поверхностей. 

Бесконечные совокупности выпуклых поверхностей обла¬ 
дают важным свойством компактности , которое состоит в том, 
что из любой последовательности полных выпуклых поверхно¬ 
стей, не удаляющихся в бесконечность, всегда может быть 
выделена сходящаяся подпоследовательность с пределом в виде 
выпуклой поверхности, может быть, вырождающейся (в дважды 
покрытую плоскую область, прямую, полупрямую или отрезок). 

В заключение отметим весьма употребительное свойство 
сходимости опорных плоскостей сходящейся последовательности 
выпуклых поверхностей. Пусть F n — последовательность выпук¬ 
лых поверхностей, сходящаяся к выпуклой поверхности F, 
Х п — точка на поверхности F n и а п — опорная плоскость в этой 
точке. Тогда, если последовательность точек Х п сходится к точ¬ 
ке X поверхности F и последовательность опорных плоскостей 
«п сходится к плоскости а, то эта плоскость является опорной 
для поверхности F в точке X. Отсюда, в частности, следует, что 
если последовательность точек Х п на выпуклой поверхности F 
сходится к точке X этой поверхности и опорные плоскости а„ 
в точках Х п сходятся к плоскости а, то эта плоскость будет 
опорной в точке X. 

§ 2. Многообразия с внутренней метрикой 

Пусть R — метрическое пространство, т. е. множество эле¬ 
ментов любой природы, в котором для каждой пары элемен¬ 
тов X, Y определено число р(Х, У), именуемое расстоянием и 
удовлетворяющее условиям; 
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1. р(Х, У)>0. 

2. р(Х, К) = 0 тогда и только тогда, когда У. 

3. р(Х, У) + р(У, Z)^p(X, Z) (неравенство треугольника). 

Например, евклидово пространство с обычным расстоянием ме¬ 
жду точками, очевидно, является метрическим. Кривой в мет¬ 
рическом пространстве R называется непрерывный образ лю¬ 
бого отрезка. Подобно тому как в обычном пространстве, дЛя 
кривых в метрическом пространстве вводится понятие длины. 
Если кривая у задается отображением Х=Х(/), то 

за длину кривой у принимают число 

/ѵ = sup 2 р (X (4-і), * (/*)), а < и < t 2 ... < Ь, 

где р (.Y(4-i), X(th)) —расстояние между точками X(tk-i) и 
X(th) в пространстве R, а верхняя грань берется по всем ко¬ 
нечным разбиениям отрезка (а, Ь) точками 4- Определяемое 
таким образом понятие длины кривой обладает характерным 
для нее свойством аддитивности. Именно, если кривая у соста¬ 
влена из кривых уі и Y 2 , то длина кривой у равна сумме длин 
кривых Yi и Y 2 - 

Подобно тому как для кривых евклидова пространства, 
множество кривых ограниченной длины в компактной области 
метрического пространства компактно, т. е. из любой бесконеч¬ 
ной последовательности таких кривых можно выделить сходя¬ 
щуюся подпоследовательность. При этом длина предельной 
кривой не больше нижнего предела длин кривых этой подпо¬ 
следовательности. 

Допустим, что любые две точки X, У метрического простран-, 
ства R можно соединить спрямляемой кривой. Тогда в про¬ 
странстве R естественно определяется внутреннее расстояние, 
р*(Х, Y) между точками X, Y как нижняя грань длин кривых, 
соединяющих эти точки. Легко видеть, что это расстояние удо¬ 
влетворяет условиям 1—3 метрического пространства. Опреде¬ 
ляемая таким способом метрика р* называется внутренней мет¬ 
рикой пространства R. Если р(Л', У)=р*(Х, У) для любых X и. 
У, то пространство R называется пространством с внутренней 
метрикой. Всюду в дальнейшем рассматриваемое пространство 
предполагается двумерным многообразием с внутренней мет¬ 
рикой. 

Пусть R — многообразие с внутренней метрикой; кривая у 
в многообразии R называется кратчайшей, если ее длина равна 
расстоянию между ее концами и, следовательно, не больше 
длины любой другой кривой, соединяющей те же точки. Ка¬ 
ждый отрезок кратчайшей также является кратчайшей. Пре¬ 
дельная кривая для сходящейся последовательности кратчай¬ 
ших есть кратчайшая. 


2 А. В. Погорелое 
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В общем случае не всякие две точки в многообразии можно 
соединить кратчайшей, но каждая точка многообразия имеет 
окрестность, любые две точки которой допускают соединение 
кратчайшей. Если многообразие R метрически полно, т. е. лю¬ 
бое замкнутое ограниченное множество в нем компактно, то 
любые две точки такого многообразия можно соединить крат¬ 
чайшей. 

Говорят, что в многообразии с внутренней метрикой выпол¬ 
няется условие неналегания кратчайших, если любые две не¬ 
совпадающие кратчайшие с общими концами не имеют других 
общих точек, кроме концов. При условии неналегания для 
взаимного расположения двух кратчайших могут быть только 
следующие возможности (рис. 5): 1) они не имеют общих то¬ 
чек, 2) они имеют только одну общую точку, 3) они имеют 

тУУ Г 


только две общие точки, и тогда эти точки суть их концы, 
4) одна из кратчайших содержится в другой, 5) кратчайшие 
совпадают на некотором отрезке, одним концом которого 
является конец одной кратчайшей, а другим концом — конец 
другой кратчайшей. Из этих свойств взаимного расположения 
кратчайших как следствие получается, что если AB — кратчай¬ 
шая и С — ее внутренняя точка, то существует только одна 
кратчайшая, соединяющая точки А и С — отрезок кратчайшей 
AB между этими точками. Если точки А п и С„ сходятся к Л и 
С соответственно, и если существует кратчайшая, соединяющая 
точки А„ и С„, то при п —* оо эти кратчайшие сходятся к от¬ 
резку АС кратчайшей AB. 

Множество G в многообразии с внутренней метрикой назы¬ 
вается выпуклым, если любые две его точки можно соединить 
кратчайшей, целиком содержащейся в G. Выпуклые области 
в многообразии с внутренней метрикой при условии неналегания 
кратчайших обладают рядом свойств, аналогичных свойствам 
выпуклых областей на плоскости. Отметим некоторые из них. 

1) Если точки А и В принадлежат выпуклой области G, и 
точка А является внутренней точкой, то всякая кратчайшая AB 
проходит целиком внутри G (исключая, может быть, точку В, 
если она лежит на границе G), 
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2) Если пересечение двух выпуклых областей имеет вну¬ 
тренние точки, то оно выпукло. 

3) Если кратчайшая, проходящая внутри выпуклой области, 
разбивает ее на части, то каждая из частей будет выпуклой. 

Многоугольником в многообразии с внутренней метрикой 
называется компактное множество с внутренними точками, 
граница которого состоит из конечного числа кратчайших 
(рис. 6). При условии неналегания кратчайших пересечение лю¬ 
бых двух выпуклых многоугольни¬ 
ков, если оно содержит внутренние 
точки, есть выпуклый многоуголь¬ 
ник (рис. 7). Каждая из частей, на 

О 

Рис. 6. Рис. 7. 

которые выпуклый многоугольник разбивается кратчайшей, так¬ 
же является выпуклым многоугольником. Любой многоугольник 
допускает сколь угодно мелкие триангуляции, т. е. разбиения на 
сколь угодно малые треугольники. 

Каждая точка многообразия с внутренней метрикой при 
условии неналегания кратчайших имеет гомеоморфную кругу 
окрестность в виде выпуклого многоугольника. 

Нетривиальным примером многообразия с внутренней мет¬ 
рикой, в котором выполняется условие неналегания кратчай¬ 
ших, является выпуклая поверхность (см. § 3). Поэтому для 
выпуклых поверхностей имеют место все отмеченные выше 
свойства таких многообразий. 

§ 3. Свойство выпуклости внутренней метрики 
выпуклой поверхности 

Основным средством исследования внутренней метрики вы¬ 
пуклой поверхности в теории А. Д. Александрова является при¬ 
ближение общей выпуклой поверхности выпуклыми многогран¬ 
никами. При этом важную роль играет следующая теорема 
о сходимости метрик. 

Если последовательность замкнутых выпуклых поверхностей 
F n сходится к замкнутой выпуклой поверхности F и две после¬ 
довательности точек Х п и Y n на F n сходятся соответственно 
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к точкам X и У на F, то расстояния между точками Х п и Y n , 
измеренные на поверхностях F n , сходятся к расстоянию между 
точками X и Y, измеренному на F, т. е. 

Jimp Рп {Х а , Y n ) = р Р (Х, Y). 

Эта теорема усиливается в том смысле, что указанная в ней 
сходимость оказывается равномерной. Именно: 

Для каждой замкнутой выпуклой поверхности F и любого 
е>0 можно указать такое б>0, что , как только отклонение вы¬ 
пуклой поверхности S от F меньше б *) и расстояния каких-либо 
точек X и Y на F от точек А и В на S тоже меньше б, то 

\Pr(X, Y)-P S (A, В) I <е, 

где рр и p s — расстояния на F и S соответственно. 

Как следствие теоремы о сходимости метрик получается сле¬ 
дующая теорема о сходимости кратчайших. 

Если последовательность замкнутых выпуклых поверхностей 
F„ сходится к поверхности F и последовательность пар точек Х п 
и У„, лежащих на F n , сходится к паре точек X и Y на F, то из 
всякой последовательности кратчайших у(Х п , У„) на поверхно¬ 
стях F n можно выделить подпоследовательность, сходящуюся 
к кратчайшей у ( X , У) на F. 

Важнейшим свойством внутренней метрики выпуклой поверх¬ 
ности является свойство выпуклости. Оно состоит в следующем. 

Пусть у и у' — две кратчайшие, исходящие из точки Ö на 
выпуклой поверхности F, X и X' — переменные точки на этих 
кратчайших, х и д/ — расстояния точек X и X' от точки О, 
г(х , д/) — расстояние между X и X', причем все расстояния бе¬ 
рутся на поверхности F. Пусть а(х, х') — угол в плоском тре¬ 
угольнике со сторонами х, х', г(х, х'), лежащий против стороны 
г(х, х'). Тогда а(х, х') является невозрастающей функцией х 
и х' на всяком интервале значений 0<дс<Хо, 0<д/<х 0 ', на кото¬ 
ром существует кратчайшая XX'. 

Оказывается, свойство выпуклости дает исчерпывающую ха¬ 
рактеристику внутренней метрики выпуклой поверхности. Вся¬ 
кое двумерное многообразие с внутренней метрикой, обладаю¬ 
щее этим свойством, локально изометрично выпуклой поверх¬ 
ности. 

Свойство выпуклости метрики доказывается сначала для 
замкнутых выпуклых многогранников. Доказательство в суще¬ 
ственной части опирается на следующие свойства кратчайших, 
представляющие и самостоятельный интерес: 


*) Это значит, что S содержится в б-окрестности поверхности F, а Е 
в свою очередь содержится в б окрестности поверхности S. 
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1. Кратчайшая, исходящая из точки О на выпуклом много- 
граннике, в окрестности точки О представляет собой прямоли- 
нейный отрезок. 

2. Кратчайшая на выпуклом многограннике не может про* 
ходить через его вершины. 

3. Если точки А и В не являются вершинами, многогранника, 
то соединяющая их кратчайшая у (Л, В) на многограннике имеет 
окрестность, которую можно развернуть на плоскость. При этом 
сама кратчайшая переходит в прямолинейный отрезок. 

4. Для кратчайших на выпуклом многограннике выполняется 
условие неналегания кратчайших. 

Основанное на этих свойствах доказательство выпуклости 
внутренней метрики замкнутого выпуклого многогранника затем 
распространяется на общую выпуклую поверхность путем при* 
ближения ее Многогранниками и переходом к пределу. Соответ- 
ствующая теорема гласит: 

На всякой замкнутой выпуклой поверхности выполняется ус¬ 
ловие выпуклости в целом. 

Для незамкнутых поверхностей свойство выпуклости их вну¬ 
тренней метрики устанавливается путем включения данной по¬ 
верхности или ее части в замкнутую выпуклую поверхность. Та¬ 
ким образом получаются теоремы: 

У каждой точки на выпуклой поверхности (вообще говоря, 
незамкнутой) существует окрестность, в которой выполняется 
условие выпуклости. 

Метрика бесконечной полной выпуклой поверхности удовле¬ 
творяет условию выпуклости в целом. 

Свойство выпуклости метрики общей выпуклой поверхности 
позволяет естественным образом ввести понятие угла между 
кратчайшими, который определяется как предел угла а(х, х'), 
фигурирующего в условии выпуклости, при х, х' —► 0. Угол ме¬ 
жду кратчайшими в смысле этого определения, очевидно, всегда 
существует. 

Выпуклость метрики имеет своим следствием выполнение 
условия неналегания кратчайших на общей выпуклой поверх¬ 
ности. Именно, если две кратчайшие у и у', исходящие из точки 
О на выпуклой поверхности, совпадают на некотором от¬ 
резке ОА, то одна из них является частью другой. 

Как следствие свойства выпуклости получается, что углы 
треугольника, образованного кратчайшими на выпуклой поверх¬ 
ности, не меньше соответствующих углов плоского треугольника 
со сторонами той же длины. 

На свойстве выпуклости метрики основано доказательство 
следующей теоремы о сходимости углов между кратчайшими: 

Если последовательность выпуклых поверхностей F n сходится 
к выпуклой поверхности F (в частности, может быть F n =F) и 
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кратчайшие у', у", исходящие из точки О п на F n , сходятся 
к кратчайшим у' и у", исходящим из О на F, то угол а (у', у") 
не превосходит нижнего предела угла а (у', У") при п-> оо, т. е. 

а{у', у")<_Пта(у', у" п ). 


§ 4. Основные свойства угла между кратчайшими 
на выпуклой поверхности 

Пусть F — выпуклая поверхность, О — точка на ней, уі и 
у 2 — кратчайшие, исходящие из точки О. Возьмем на кратчай¬ 
ших точки Хі и Х 2 и построим плоский треугольник со сторо¬ 
нами pf(0, Xi), р F (0, Х 2 ), p F (X u Х 2 ). Пусть а(Хі , Х 2 ) — угол 
этого треугольника, противолежащий стороне, равной р*(ХіД 2 ). 
По определению углом а(уі, у 2 ) между кратчайшими уі и у 2 в 
точке О называется предел угла а(Х и Х 2 ) при Х и Х 2 ^>-0. Опре¬ 
деляемый таким образом угол существует для любых двух крат¬ 
чайших, исходящих из одной точки. 

Имеет место следующая теорема о сложении углов между 
кратчайшими, исходящими из одной точки. 

Пусть из точки О на выпуклой поверхности исходят три крат¬ 
чайшие уі, у 2 , у 3 ; а і2 , агз и a t3 — углы между этими кратчай¬ 
шими. Тогда, если для точек Х\ и Х 3 кратчайших уі и у 3 , сколь 
угодно близких к точке О, кратчайшая ХіХ 3 пересекает кратчай¬ 
шую у 2 , то 

аі 3 = аі г+ссгз. 

Аналогичная теорема имеет место для п кратчайших, исходящих 
из одной точки. Доказательство основано на свойстве нена- 
легания кратчайших и выпуклости метрики выпуклой поверх¬ 
ности. 

В силу свойства неналегания кратчайших две кратчайшие у 
и у', исходящие из одной точки О на выпуклой поверхности, 
разбивают окрестность этой точки на два сектора. Пусть V — 
один из секторов, ограниченных кратчайшими. Проведем в этом 
секторе из точки О кратчайшие уі .у п , занумерованные в по¬ 

рядке их следования от у к у'. Пусть а 0 , аі, ..., а„ — углы ме¬ 
жду соседними кратчайшими, т. е. у и уі, уі и у 2 .у„ и у'. 

Углом сектора V называется точная верхняя грань суммы углов 
сбо+аі+ ... +а„ по всем конечным совокупностям кратчайших у { 
внутри сектора. 

Угол сектора V, ограниченного кратчайшими у и у', исходя¬ 
щими из одной точки О, не меньше угла между самими крат¬ 
чайшими у и у'. Если же кратчайшая XX', соединяющая точки X 
и Г на у и у', при X и X', сколь угодно близких к О, проходит 
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в секторе V, то угол сектора V равен углу между кратчайшими у 
и у'. Следовательно, всегда угол одного из двух взаимно допол- 
няющих секторов равен углу между ограничивающими его крат* 
чайшими. 

Углы секторов складываются точно так же, как углы секто¬ 
ров на плоскости. Именно, если сектор W составлен из секто¬ 
ров U и V, то его угол равен сумме углов секторов U и V. От¬ 
сюда следует, что сумма углов двух взаимно дополняющих сек¬ 
торов не зависит от этих секторов, а зависит только от точки, 
являющейся их общей вершиной. Это позволяет определить пол¬ 
ный угол вокруг точки О на выпуклой поверхности как сумму 
углов двух взаимно дополнительных секторов с вершиной в этой 
точке. 

Полный угол вокруг точки на выпуклой поверхности всегда 
4^ 2я. Для выпуклых многогранников утверждение очевидно. 
В случае общей выпуклой поверхности оно доказывается пре¬ 
дельным переходом от выпуклых многогранников путем исполь¬ 
зования теоремы о сходимости углов между кратчайшими. 

Если точка О делит кратчайшую у на части у' и у", то угол 
каждого из секторов, образованных кратчайшими у' и у", не 
меньше п. А так как сумма этих углов не больше 2я, то каждый 
из углов в точности равен я. Отсюда следует, что кратчайшая не 
может проходить через точки выпуклой поверхности, в которых 
полный угол меньше 2я. 

Теорема о сходимости углов между кратчайшими (§ 3) по¬ 
зволяет доказать аналогичную теорему о сходимости углов сек¬ 
торов. Именно: 

Пусть секторы Ѵ п на выпуклых поверхностях, сходящихся 
к F, сходятся к сектору V. Тогда, если а и а п — углы секто¬ 
ров V и Ѵ п соответственно, то 

а < lim а„. 


Как следствие, отсюда получается, что если точки О п , лежа¬ 
щие на выпуклых поверхностях F n , сходящихся к выпуклой по¬ 
верхности F, сходятся в точке О на F, то полный угол Ь в 
точке О на F не превосходит нижнего предела полного угла Q n 
в точке О п поверхности F n , т. е. 


Ф lim ■&„. 


Отсюда в свою очередь вытекают два важных следствия: 
а) Пусть секторы Ѵ п па выпуклых поверхностях Р п , сходя¬ 
щихся к выпуклой поверхности F, сходятся к сектору V на этой 
поверхности, и пусть полные углы вокруг вершин секторов Ѵ п 
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сходятся к полному углу О вокруг вершины сектора V. Тогда, 
если а„ка -углы секторов Ѵ„ и V соответственно, то 
- 1) существует lima „и 

2) lim а„ = а. 

б) Пусть секторы Ѵ п на выпуклых поверхностях F n , сходя¬ 
щихся к F, сходятся к такому сектору V на F, угол вокруг вер¬ 
шины которого равен 2л. Тогда, если а и а п означают углы сек¬ 
торов V и Ѵ п , то 

1) существует 1іта я и 

2) lim а я = а. 

Из этих двух теорем вытекают аналогичные свойства углов 
между кратчайшими. Именно: 

Пусть выпуклые поверхности F n сходятся к выпуклой по¬ 
верхности F и кратчайшие у' и у’, исходящие из точек 0„ на 
поверхностях F n , сходятся к кратчайшим у' и у", исходящим из 
точки О на F, причем О п сходятся к О. Тогда, если полные углы 
вокруг точек 0„ сходятся к полному углу вокруг точки О, или 
если полный угол вокруг точки О равен 2л, то углы между крат¬ 
чайшими у' п и у' сходятся к углу между предельными кратчай¬ 
шими у' и у". 

В частности, если кратчайшие у' и у', исходящие из одной и 
той же точки О на выпуклой поверхности F, сходятся к крат¬ 
чайшим у' и у", то 

1) углы между кратчайшими у' и у" сходятся к углу между 
кратчайшими у' и у" и 

2) углы обоих секторов, ограниченных кратчайшими у' и у', 
сходятся соответственно к углам секторов, ограниченных крат¬ 
чайшими у' и у". 

Существование полукасательных в каждой точке кратчайшей 
(§ 1 гл. II) позволяет выяснить пространственный смысл угла 
между кратчайшими на выпуклой поверхности в их общей точке. 
Дело в том, что касательному конусу выпуклой поверхности F 
в точке S, который мы определили как поверхность телесного 
конуса, образованного полупрямыми, исходящими из S и иду¬ 
щими внутрь тела, ограниченного поверхностью F, можно дать 
следующее эквивалентное определение. 

Подвергнем поверхность F преобразованию подобия относи¬ 
тельно центра S с коэффициентом подобия k. При k -* оо по¬ 
строенная так поверхность F h сходится к конусу V, который и 
является касательным конусом поверхности F в точке S. 

Если из точки S на поверхности F исходят кратчайшие у' 
и у", то при указанном подобном преобразовании поверхности F 
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они переходят в кратчайшие Y* и Y* на F h , которые при k —> оо 
сходятся к полукасательным V и t" кратчайших у' и у" в 
точке S. 

Так как полный угол в точке S на поверхности F h , очевидно, 
не зависит от k, то угол сектора, ограниченного кратчайшими 
y' k и Y* на Fk, равен углу сектора, ограниченного кратчайшими 
у' и у" на F, и одновременно равен углу сектора, ограниченного 
образующими V и t" на развертке касательного конуса. 

Отсюда следует, что если точка 5 гладкая (касательный ко¬ 
нус вырождается в плоскость), то угол между кратчайшими у' 
и у", исходящими из точки S, равен углу между полукасатель¬ 
ными к ним в этой точке. 

§ 5. Кривизна выпуклой поверхности 

Для общих выпуклых поверхностей вводится понятие вну¬ 
тренней и внешней кривизны. 

Внутренняя кривизна © определяется сначала для основных 
множеств — точек, открытых кратчайших и открытых треуголь¬ 
ников — следующим образом. 

Если М — точка и О — полный угол вокруг нее на поверх¬ 
ности, то внутренняя кривизна М равна 
©(Af) =2л — О. 

Если М — открытая кратчайшая, т. е. кратчайшая с исклю¬ 
ченными концами, то 

©(Af)- 0. 

Если М — открытый треугольник, т. е. треугольник с исклю¬ 
ченными сторонами и вершинами, то 

©(Af) =a + ß+Y — я, 
где а, ß, у — углы треугольника. 

Далее внутренняя кривизна определяется для элементарных 
множеств, т. е. таких множеств, которые представляются в виде 
теоретико-множественной суммы основных множеств, так что 

Af = S Bk- 

Для таких множеств 

ö(Af) = S©(Ä*). 

Доказывается, что определяемая таким образом внутренняя кри¬ 
визна элементарных множеств не зависит от способа предста¬ 
вления множества в виде суммы основных. Доказательство 
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существенно опирается на следующую элементарную, но важ¬ 
ную теорему. 

Пусть Р — внутренняя часть геодезического многоугольника 
с углами а ь .... а п и эйлеровой характеристикой %. Тогда кри¬ 
визна Р равна 

со (Р) = 2л/ - S (я - a k ). 

Очевидно, внутренняя кривизна элементарных множеств на 
выпуклой поверхности является аддитивной функцией. 

Пусть F — выпуклая поверхность и М — множество точек на 
ней. Отложим единичные внешние нормали ко всем опорным 
плоскостям поверхности в точках множества М из некоторой 
точки О. Концы этих нормалей образуют некоторое множе¬ 
ство М* на единичной сфере с центром О. Это множество назы¬ 
вается сферическим изображением множества М. Площадь (ле¬ 
бегова мера) множества М*, если она существует, называется 
внешней кривизной множества М. 

Оказывается, внешняя кривизна есть вполне аддитивная 
функция на выпуклой поверхности, определенная для всех бо- 
релевских множеств. 

Доказательство этой теоремы опирается на следующие два 
предложения, интересные и сами по себе. Первое из них дока¬ 
зывается достаточно просто: 

1. Сферическое изображение замкнутого множества на вы¬ 
пуклой поверхности является замкнутым множеством. 

2. Множество тех точек сферического изображения выпуклой 
поверхности, у каждой из которых есть по крайней мере два 
прообраза на поверхности, имеет площадь, равную нулю. 

Для внешних кривизн выпуклых поверхностей имеют место 
следующие две теоремы о сходимости: 

1. Если последовательность выпуклых поверхностей F n схо¬ 
дится к выпуклой поверхности F и последовательность замкну¬ 
тых множеств М п , лежащих на поверхностях F n , сходится к 
замкнутому множеству М на F, то 

j ІІЫф(М л )<Ф(Л0, 

где ф обозначает внешнюю кривизну соответствующего мно¬ 
жества. 

2. Пусть последовательность выпуклых поверхностей F n схо¬ 
дится к выпуклой поверхности F, G n и G — открытые множества 
на поверхностях F n и F,a П п и U — замыкания этих множеств. 
Тогда, если множества G n сходятся к U, а множества F — G n 
сходятся к F — G, и внешние кривизны множеств & п — G n схо¬ 
дятся к внешней кривизне U — G, то внешние кривизны G n схо¬ 
дятся к внешней кривизне G. 
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В частности, если границы областей G„ сходятся к гра¬ 
нице G и внешняя кривизна границы области G равна нулю, то 
внешние кривизны областей G„ сходятся к внешней кривизне 
области G. 

До сих пор внутренняя кривизна выпуклой поверхности была 
определена только для элементарных множеств. Теперь мы оп¬ 
ределим ее для замкнутых множеств как точную нижнюю грань 
внутренних кривизн элементарных множеств, содержащих дан¬ 
ное замкнутое множество. Наконец, для любого борелевского 
множества внутреннюю кривизну определим как точную верх¬ 
нюю грань внутренних кривизн содержащихся в нем замкнутых 
множеств. 

То, что определение внутренней кривизны для замкнутых и 
вообще борелевских множеств не вступает в противоречие с вве¬ 
денным ранее определением внутренней кривизны для элемен¬ 
тарных множеств, гарантируется следующей фундаментальной 
теоремой. 

Внутренняя кривизна всякого борелевского множества на 
выпуклой поверхности равна его внешней кривизне, т. е. пло¬ 
щади сферического изображения. 

Доказательство этой теоремы проводится сначала для основ¬ 
ных множеств — точек, открытых кратчайших и открытых тре¬ 
угольников. Основным средством доказательства является при¬ 
ближение общей выпуклой поверхности выпуклыми многогран¬ 
никами. 

Так как внутренняя и внешняя кривизны борелевских мно¬ 
жеств совпадают, то в дальнейшем можно говорить вообще 
о кривизне поверхности. 

Введение понятия кривизны выпуклой поверхности позволяет 
дополнить приведенные выше соотношения между элементами 
треугольника на выпуклой поверхности и плоского треугольника 
со сторонами той же длины. В частности, 

Если а, ß, у — углы треугольника на выпуклой поверхности 
и а 0 , ßo, Yo — соответствующие углы плоского треугольника с 
теми же сторонами, то 

О ■< а — а 0 ^ и, 0 < ß — ßo ^ со, 0 ^ у — Yo ^ со, 

где со — кривизна треугольника. 

Действительно, кривизна треугольника равна 

со = а+ ß+ у — я= (а — а 0 ) + (ß — ß 0 ) + (Y — Yo)- 
и указанное соотношение вытекает из неотрицательности разно¬ 
стей а — осо, ß — ßo, Y — Yo - 

Пусть ABC — выпуклый треугольник на выпуклой поверхно¬ 
сти и X, Y — две точки на его сторонах AB и АС, х, у — длины 
отрезков АХ и AY сторон AB и АС, $ г— расстояние от X дд Y, 
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Построим плоский треугольник А 0 В 0 С 0 со сторонами той же 
длины, т. е. А 0 В 0 —АВ и т. д. На его сторонах А 0 В 0 и А 0 С 0 возь- 
мем точки Хо и У 0 так, чтобы АоХ 0 =х, A 0 Y=y, и пусть X 0 Y 0 —z 0 . 
Тогда, если ш — кривизна треугольника АВС и d — его наиболь- 
шая сторона, то 

О < г — г 0 < 4 Уху sin j < ad. 

Отсюда как следствие получается, что если кривизна выпук¬ 
лого треугольника на выпуклой поверхности равна нулю, то 
этот треугольник изометричен плоскому треугольнику. Для того 
чтобы область G на выпуклой поверхности была локально изо* 
метрична плоскости, необходимо и достаточно, чтобы каждая ее 
точка имела окрестность с равной нулю кривизной. 

§ 6. Существование выпуклого многогранника 
с данной метрикой 

Метрика р, заданная на двумерном многообразии М, назы¬ 
вается выпуклой многогранной метрикой , если каждая точка 
многообразия имеет окрестность, изометричную круговому ко¬ 
нусу, причем вырождение конуса в плоскость не исключается. 
Очевидно, каждый выпуклый многогранник имеет выпуклую 
многогранную метрику. В частности, замкнутый выпуклый мно¬ 
гогранник есть гомеоморфное сфере многообразие с многогран¬ 
ной выпуклой метрикой. 

Возникает вопрос — нельзя ли любую многогранную выпук¬ 
лую метрику, заданную на многообразии, гомеоморфном сфере, 
реализовать некоторым замкнутым выпуклым многогранником? 
Утвердительный ответ на этот вопрос дает следующая теорема 
А. Д. Александрова. 

Всякая многогранная выпуклая метрика, заданная на сфере 
или многообразии, гомеоморфном сфере, реализуется замкну¬ 
тым выпуклым многогранником (может быть, вырождающимся 
в дважды покрытый плоский многоугольник). 

Приведем идею доказательства этой теоремы по А. Д. Але¬ 
ксандрову. Прежде всего мы замечаем, что число тех точек на 
многообразии, полный угол вокруг которых меньше 2л, т. е. то¬ 
чек с окрестностью, изометричной невырождающемуся конусу, 
конечно. Будем называть такие точки вершинами. 

Легко показывается, что число вершин многогранной ме¬ 
трики, заданной на многообразии, гомеоморфном сфере, не мо¬ 
жет быть меньше трех. Далее, всякая многогранная выпуклая 
метрика с тремя вершинами реализуется дважды покрытым 
треугольником, а метрика с четырьмя вершинами — тетраэдром. 
Стороны треугольника и ребра тетраэдра равны расстояниям 
между вершинами многообразия в заданной метрике. 
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Предположим теперь, что каждая многогранная выпуклая 
метрика с / — 1 вершиной реализуема и докажем, что реали¬ 
зуемы метрики с / вершинами. Для этого достаточно установить 
справедливость следующих трех предложений. 

1. Данную метрику р с I вершинами можно непрерывно со¬ 
единить семейством таких же метрик p{t) с метрикой р 0 , заве¬ 
домо реализуемой. 

2. Если метрика р(^) с I вершинами реализуема, то и все 
близкие к ней такие же метрики р(^) тоже реализуемы. 

3. Если метрики р(<) с I вершинами для всех t, близких к t 0 , 
реализуемы, то и метрика р(4) реализуема. 

Первое предложение доказывается следующим образом. Не 
ограничивая общности, можно считать, что метрика р имеет по 
крайней мере пять вершин. Поэтому среди них найдутся две 
такие, в которых полные углы ■0 больше л. Действительно, так 
как многообразие гомеоморфно сфере, то 
2 (2л — ft&) =4я. 

Отсюда следует, что по крайней мере два значения ft больше я. 

Пусть А и В будут вершины с полным углом, большим л. 
Соединим их кратчайшей у и разрежем многообразие по этой 
кратчайшей. В разрез «вклеим» два равных треугольника с ос¬ 
нованием, равным длине у. углом при вершине, которая совме¬ 
щается с вершиной А, равным л — ftA/2, и углом при вершине, 
которая совмещается с вершиной В, равным t. 

Полученное при этом многообразие также имеет многогран¬ 
ную выпуклую метрику с тем же самым числом вершин (/). 
Когда t изменяется от нуля до л — ft B /2, метрика p{t) построен¬ 
ного многообразия непрерывно изменяется и переходит при 
f=fts/2 в метрику заведомо реализуемую, так как число вершин 
этой метрики равно I — 1. (Вместо двух вершин Л и В в исход¬ 
ной метрике появляется только одна новая вершина С). 

Пусть эта метрика рі реализована в виде многогранника Рі 
с / — 1 вершинами. Выдвинем немного его точку, соответствую¬ 
щую вершине Л, во внешнюю сторону и построим выпуклую обо¬ 
лочку выдвинутой точки и самого многогранника Рі. Эта обо¬ 
лочка будет многогранником Р 0 с I вершинами и с метрикой р 0 , 
близкой к рі. Можно теперь показать, что метрики р(і) допу¬ 
скают такое малое изменение, при котором они переходят в не¬ 
прерывное семейство метрик р(^) с / вершинами, соединяющее 
данную метрику р с реализованной метрикой р 0 (которая близка 
или совпадает с р 0 ). 

Покажем, как доказывается второе предложение. Для про¬ 
стоты предположим, что у многогранника P(t 0 ), реализующего 
метрику р(* 0 ), все грани являются треугольниками. Расположим 
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многогранник Р (t 0 ) таким образом, чтобы вершины А, В, С од¬ 
ной из его граней Д 0 расположились в плоскости ху, причем вер¬ 
шина А в начале координат, вершина В на полуоси х>0, а вер¬ 
шина С — в полуплоскости у> 0. Пусть вершины многогранника 
P(t 0 ) получают малые смещения, но так, что для вершин 
грани До сохраняется указанное расположение. При этом ребра 
многогранника тоже изменятся. Связь между координатами 
вершин и длинами ребер многогранника устанавливается си¬ 
стемой равенств 

d i} = {(*/ - Х}У + ( Уі - У}) 2 + (г, - г if} 4 ' = f tj (х, у, г), (*) 

где dij — длина ребра, соединяющего вершины А { (х и у и г,) и 
У в г,). 

Для того чтобы доказать реализуемость метрик р(^), близ¬ 
ких к р (to), достаточно доказать разрешимость системы (*) при 
заданных du, близких к — ребра многогранника P(t Q )). 

Число этих уравнений равно числу ребер многогранника P(to), 
а число неизвестных (х), (у), (г) равно 3 1 — 6, где I — число 
вершин. 

По формуле Эйлера для многогранника P(to) имеем 
l-k+f= 2, 

где I — число вершин, k — число ребер, a f — число граней мно¬ 
гогранника. Так как по предположению все грани многогран¬ 
ника P(to) суть треугольники, то 3/=26, и, следовательно, 
з/ — 6=Ä. 

Таким образом, число уравнений и число неизвестных системы 
(*) одно и то же и равно 3/ —6. 

Для того чтобы система (*) была разрешима в окрестности 
значений (х°), (у 0 ), (z°), отвечающих многограннику P(t 0 ), до¬ 
статочно, чтобы ее якобиан был отличен от нуля. Для этого, в 
свою очередь, достаточно, чтобы система линейных уравнений 

«л,,,.,-» (**) 

относительно дифференциалов dx i} dy jt dz h имела только нуле¬ 
вое решение. Геометрически это значит, что выпуклый много¬ 
гранник P(t 0 ) при указанном закреплении его грани Д 0 не до¬ 
пускает бесконечно малых деформаций, при которых его ребра 
были бы стационарны. Согласно теореме о жесткости замкнутый 
выпуклый многогранник действительно не допускает таких де¬ 
формаций. Тем самым второе утверждение доказано. 

Что касается третьего утверждения, которым завершается до¬ 
казательство теоремы, то оно доказывается просто. Из последо¬ 
вательности многогранников P(t), реализующих метрики р(/), 
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можно выделить подпоследовательность таких, у которых будут 
сходиться вершины. При этом будут сходиться и сами много* 
гранники. Предельный многогранник P(t 0 ) этой подпоследова- 
тельности реализует метрику р(4)- 

§ 7. Существование замкнутой выпуклой поверхности 
с данной метрикой 

Теперь мы рассмотрим вопрос о существовании замкнутой 
выпуклой поверхности, реализующей заданную метрику. Для 
того чтобы приступить к решению этого вопроса, выясним сна* 
чала, каким необходимым условиям надо подчинить заданную 
метрику. 

Так как замкнутая выпуклая поверхность гомеоморфна 
сфере, то реализуемая метрика должна быть задана на много¬ 
образии, гомеоморфном сфере. Далее, она должна быть вну¬ 
тренней, так как таковой является метрика выпуклой поверхно¬ 
сти. Наконец, не ограничивая общности ожидаемого результата, 
можно потребовать, чтобы заданная метрика удовлетворяла 
условию выпуклости (§ 3). Действительно, метрика каждой вы¬ 
пуклой поверхности удовлетворяет этому условию. 

Оказывается, при выполнении перечисленных условий ме¬ 
трика действительно реализуется замкнутой выпуклой поверх¬ 
ностью. Однако последнее условие (выпуклость метрики) хотя 
и необходимо, но как достаточное условие, оно является слиш¬ 
ком сильным. Его можно заменить более слабым требованием 
неотрицательности кривизны, которое состоит в том, чтобы для 
каждого достаточно малого треугольника, образованного крат¬ 
чайшими, сумма нижних углов была не меньше л. Нижний угол 
между кривыми всегда существует и определяется следующим 
образом. 

Пусть R — многообразие с внутренней метрикой р. Пусть 
О — произвольная точка R и уі, у 2 — исходящие из этой точки 
кривые. Возьмем на кривых точки Хі, Х 2 и построим плоский 
треугольник со сторонами р (О, .Хі), р (О, .Х 2 ), р(Хі, .Х 2 ). Угол 
этого треугольника, противолежащий стороне р(Лі, Х 2 ), обозна¬ 
чим а(Хі, Х 2 ) . Тогда по определению нижний угол между кри¬ 
выми уі и у 2 в точке О равен 

а(у„ у 2 )= Ит a(J 1( Х 2 ). 

Xu Xj ->0 

Теорема о реализуемости заданной метрики выпуклой по¬ 
верхностью гласит: 

Внутренняя метрика неотрицательной кривизны, заданная 
на сфере или на многообразии, гомеоморфном сфере, реали¬ 
зуется замкнутой выпуклой поверхностью, которая, в частности, 
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может вырождаться в дважды покрытую выпуклую область пло¬ 
скости. 

Доказывается, что в многообразии с внутренней метрикой и 
неотрицательной кривизной выполняется условие выпуклости. 
Поэтому, чтобы не усложнять изложение, мы будем предпола¬ 
гать, что заданная метрика уже удовлетворяет этому условию, 
и в этом предположении докажем теорему реализуемости. 

Итак, пусть R — гомеоморфное сфере многообразие, на ко¬ 
тором задана внутренняя метрика, удовлетворяющая условию 
выпуклости. Подвергнем многообразие R достаточно мелкой 
триангуляции. Такая триангуляция возможна благодаря усло¬ 
вию неналегания кратчайших (§ 1), которое в R выполняется. 
Пусть диаметр каждого треугольника этой триангуляции 
меньше б. 

Возьмем произвольный треугольник Д& триангуляции и по¬ 
строим плоский треугольник А*! со сторонами той же длины. 
Построим топологическое отображение f треугольника А А на 
А* таким образом, чтобы соответствующие вершины А а и А? 
были соответствующими при гомеоморфизме f и чтобы этот го¬ 
меоморфизм на границе треугольников был изометрическим ото¬ 
бражением. Составим теперь из треугольников А* гомеоморф- 
ное сфере многообразие R 0 с многогранной метрикой R 0 путем 
отождествления соответствующих точек сторон треугольни¬ 
ков А I, причем соответствующими считаются такие точки сто¬ 
рон треугольников Д А и А°, которые на Ай и A s имеют совпа¬ 
дающие прообразы при гомеоморфизме /. 

Так как углы треугольника Д А не больше углов треуголь¬ 
ника Ай, а полный угол в каждой точке многообразия R не 
больше 2я, то полный угол вокруг каждой точки многообра¬ 
зия R 0 тоже не больше 2л, и, следовательно, метрика R 0 яв¬ 
ляется выпуклой многогранной метрикой. 

Согласно теореме о реализуемости выпуклой многогранной 
метрики, заданной на многообразии, гомеоморфном сфере (§ 6), 
существует замкнутый выпуклый многогранник Р 0 , изометрич- 
ный Ro. Гомеоморфизм f треугольников Д А на треугольники А* 
порождает гомеоморфизм R на Ro и, следовательно, на Р 0 . Бу¬ 
дем обозначать его также f. Утверждается, что отображение / 
многообразия R на многогранник Р 0 при малом б близко к изо¬ 
метрическому. Именно, если X и У — две любые точки на R, fX 
и /У — их образы на Р 0 , то 

i \Pr(X, Y) — Pp o (fX, /К)| < 4я6. 

Действительно, пусть X и Y — две произвольные точки много¬ 
образия R и у — соединяющая их кратчайшая. Этой кратчай* 
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шей в силу гомеоморфизма f соответствует некоторая кривая у', 
соединяющая точки fX и fY. Подвергнем кривую у' преобразо- 
ванию, при котором отрезок ее у', содержащийся внутри тре¬ 
угольника А*, заменяется кратчайшей у*, соединяющей его 
концы. Преобразованную кривую обозначим у 0 . Сравним теперь 
длины I кривых у и у 0 . 

Для отрезков zy и z\ этих кривых, расположенных внутри 
соответствующих треугольников A fe и Л^, согласно теореме, 
приведенной в § 5, имеет место оценка 

где со (Ай)— кривизна треугольника А й . Так как полная кри¬ 
визна многообразия R равна 4л, то сумма всех кривизн ш(Д й ) 
для треугольников Aft, пересекающих у, не превосходит 4л. От¬ 
сюда 

|/(У)-ЦУ°)І<2к-г2|<4л6. 

Так как у — кратчайшая, соединяющая точки X и У в многооб¬ 
разии R, то 

P Pü (fX, fY)~p H (X, Ю<4лб. 

Аналогичным рассмотрением, соединяя кратчайшей точки fX 
и fY на многограннике, показывается, что 

P R (X, Y)-p Po (fX, /У)<4л6. 

Следовательно, 

\P R (X, Y)-p Po (fX, /К)|<4л0. 

Утверждение доказано. 

Обозначим введенную на многообразии R триангуляцию че¬ 
рез Т 0 . Разобьем каждый треугольник А этой триангуляции на 
более мелкие треугольники так, чтобы стороны треугольников 
полученной таким образом новой триангуляции были меньше 
6 і = б/2. Эту триангуляцию обозначим Т\. Аналогично строим 
триангуляцию Т 2 со сторонами треугольников, меньшими 
62 = 61 / 2 , и т. д. Очевидно, вершины триангуляции Т являются 
вершинами Ті, вершины Ті — вершинами Т 2 и т. д. Подобно 
тому как с помощью триангуляции Т 0 был построен многогран¬ 
ник Р 0 , построим с помощью триангуляций Ті, Т 2 , ... много¬ 
гранники Р и Р 2 , ... 

Пусть А? — вершины триангуляции Th многообразия R. Им 
соответствуют вершины В ? многогранника Р й , причем может 
быть, что некоторые из них являются несобственными. Возьмем 
теперь такую подпоследовательность многогранников P k , для 
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которой вершины Bf сходятся при k-*<x>. Такая подпоследова¬ 
тельность многогранников строится без труда. Так как сеть то¬ 
чек Bf на многограннике P h неограниченно сгущается с ро¬ 
стом k, то при условии сходимости вершин Bf сами многогран¬ 
ники Рн сходятся к некоторой выпуклой поверхности F. 

Метрики многогранников P h в силу неравенства 
|Р*(*. Y)-p Pk (fX, fY) |<4я6* 

сходятся к метрике многообразия /?; с другой стороны, они схо¬ 
дятся к метрике предельной поверхности F. Отсюда следует, что 
на выпуклой поверхности F реализуется метрика многообра¬ 
зия R. Теорема доказана. 


§ 8. Кривые на выпуклой поверхности 

Для произвольных кривых на выпуклой поверхности вво¬ 
дится понятие угла между ними точно так же, как и для крат¬ 
чайших. Именно, пусть на выпуклой поверхности F из точки О 
исходят кривые уі и у 2 . Возьмем на этих кривых точки Хі, Х 2 
соответственно и построим плоский треугольник со сторонами 
р(0, Xi), p(Ö, Х 2 ), p(Xt, Х 2 ). Пусть а(Хі, Х 2 ) —угол плоского 
треугольника, противолежащий стороне p(X lt Х 2 ). Будем гово¬ 
рить, что кривые уі и у 2 образуют в точке О определенный угол, 
если существует предел a(X it Х 2 ) при X it Х 2 -*0, и величину 
этого предела будем называть углом между кривыми. 

В то время как угол между кратчайшими в их общей точке 
существует всегда (§ 4), между любыми двумя кривыми он 
может и не существовать. Легко привести соответствующие при¬ 
меры кривых на плоскости. Для того чтобы выяснить условия 
существования угла между кривыми, вводится важное понятие 
о направлении кривой. 

Будем говорить, что кривая у, исходящая из точки О на вы¬ 
пуклой поверхности, имеет в этой точке определенное направле¬ 
ние, если она сама с собой в смысле данного определения об¬ 
разует определенный угол, очевидно, равный нулю. Оказы¬ 
вается, кривая у в точке О имеет определенное направление 
тогда и только тогда, когда она имеет в этой точке полукаса¬ 
тельную. Вопрос о существовании угла между кривыми ре¬ 
шается следующей теоремой. 

Для того чтобы кривые уі и у 2 , исходящие из одной и той же 
точки О на выпуклой поверхности, образовали определенный 
угол, необходимо и достаточно, чтобы каждая из кривых в этой 
точке имела определенное направление. При этом угол между 
кривыми равен углу между полукасательными к ним на раз¬ 
вертке касательного конуса в точке О* 
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Введем теперь понятие поворота кривой. Поворот кривой 
представляет собой интегральное обобщение геодезической кри¬ 
визны регулярной кривой на регулярной поверхности. Опреде¬ 
лим сначала поворот ломаной, звенья которой являются крат¬ 
чайшими. Пусть у —такая ломаная без самопересечений и 
A lt А 2 , ..., Л„ — ее внутренние вершины. Зададим на ломаной 
какое-нибудь направление. Тогда у нее определятся правая и 
левая стороны. Пусть otj — измеренный справа угол сектора ме¬ 
жду звеньями ломаной, сходящимися в вершине Ль Тогда пра¬ 
вым поворотом ломаной у называется величина 

Ф, (У) = 2 (я - <х г ), 

где суммирование определяется по всем внутренним вершинам. 
Левый поворот ломаной фг(у) определяется аналогично, путем 
измерения углов между звеньями ломаной слева. 

Пусть теперь у — произвольная кривая без самопересечений 
с концами в точках Л, В и с определенным направлением в этих 
точках. Задав направление на кривой у, построим последова¬ 
тельность простых ломаных у п , сходящихся к у, и расположен¬ 
ных в правой полуокрестности кривой. Пусть ф„ — правый по¬ 
ворот ломаной у„, а а п и ß„ — углы, образованные начальным 
и конечным звеньями ломаной с кривой у и измеренные справа. 
Тогда правым поворотом кривой называется величина 

Ф, (у) = lim (а я + ß„ + ф„). 
ѵ„->ѵ 

Предел, стоящий в правой части этого равенства, всегда суще¬ 
ствует и не зависит от выбора последовательности ломаных, 
сходящихся к у. Таким образом, существование поворота обес¬ 
печивается только существованием определенных направлений 
на концах кривой. 

Левый поворот фі(у) кривой у определяется аналогично пу¬ 
тем приближения кривой ломаными в ее левой полуокрестности. 

Правый и левый повороты кривой обладают свойством адди¬ 
тивности. Именно, если кривая у делится точкой С на две ча¬ 
сти уі и у 2 , и в точке С кривые уі и у 2 имеют определенные на¬ 
правления, то 

Ф (у) = Ф ( Уі) + Ф (С) + ф (у 2 ) , 

где ф(у), ф(уі), ф(уг) — повороты соответствующих кривых 
справа (слева), а ф(С) —угол сектора между кривыми уі и у 2 
в точке С справа (слева). 

Пусть у —замкнутая кривая без самопересечений на вы¬ 
пуклой поверхности. Задав направление на кривой у, будем раз¬ 
личать ее правую и левую стороны. Правый (левый) поворот 


з* 
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кривой у определяется как предел правых (левых) поворотов 
замкнутых ломаных у„, сходящихся к у, и расположенных в 
правой (левой) полуокрестности кривой у. Если на кривой у 
есть точка С с определенными направлениями кривой у в этой 
точке, то правый (левый) поворот у можно определить как 
сумму правого (левого) поворота кривой, разрезанной в точке С, 
и угла сектора, образованного кривой у в точке С справа 
(слева). 

Имеет место следующая теорема, обобщающая известную 
теорему Гаусса — Боннэ для регулярных поверхностей. 

Если кривая у ограничивает гомеоморфную кругу область G 
с кривизной со (G), и поворот кривой у со стороны области G 
равен ф (у), то 

co(G) + ф(у) = 2я. 

Для случая, когда кривая у является ломаной, эта теорема 
является простым следствием формулы для выражения кри¬ 
визны многоугольной области (§5). В общем случае она дока¬ 
зывается предельным переходом от многоугольных областей, 
вписанных в область G. 

На основе этой теоремы доказывается важное свойство по¬ 
воротов кривой. Именно, сумма правого и левого поворотов 
кривой равна кривизне (площади сферического изображения) 
этой кривой с исключенными концами. 

Укажем некоторые часто используемые приложения понятия 
поворота кривой. 

Область G на выпуклой поверхности называется выпуклой 
областью, если любые две ее внутренние точки соединяются 
кратчайшей, не выходящей за пределы области G. Оказывается, 
каждая дуга кривой, ограничивающей выпуклую область, имеет 
со стороны области неотрицательный поворот. 

Область G на выпуклой поверхности называется выпуклой 
в себе, если любые две ее внутренние точки можно соединить 
кратчайшей кривой внутри области, не обязательно являющейся 
кратчайшей на всей поверхности. Оказывается, для того чтобы 
замкнутая область G на выпуклой поверхности, ограниченная 
кривой у, была выпуклой в себе, необходимо и достаточно, 
чтобы каждая дуга кривой у имела со стороны области неотри¬ 
цательный поворот. 

Понятие поворота позволяет выделить интересный во многих 
отношениях класс кривых, именуемых квазигеодезическими. 
Кривая у на выпуклой поверхности называется квазигеодезиче¬ 
ской, если у нее правый и левый поворот на любом отрезке не¬ 
отрицательны. Каждая геодезическая является квазигеодезиче¬ 
ской, так как у нее на любом отрезке правый и левый повороты 
равны нулю. Однако геодезические кривые не исчерпывают весь 
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класс квазигеодезических. Например, окружность основания 
прямого кругового конуса является квазигеодезической, но она 
не будет геодезической, так как ни на каком участке не является 
кратчайшей. 

Отметим некоторые свойства квазигеодезических. 

1. Предел квазигеодезических (в частности, геодезических) 
является квазигеодезической. 

2. В смысле внутренней метрики всякая квазигеодезическая 
является пределом геодезических. 

3. На всякой выпуклой поверхности в любом направлении 
можно провести квазигеодезическую, может быть, не единствен¬ 
ную. 

В связи с третьим свойством квазигеодезических заметим, 
что на общей выпуклой поверхности могут быть направления, 
в которых нельзя провести геодезической. Например, из точки 
ребра окружности основания прямого кругового конуса в напра¬ 
влении этого ребра нельзя провести геодезической. 

Вопросу о квазигеодезических посвящена работа [56]. 

§ 9. Площадь выпуклой поверхности 

Как известно из дифференциальной геометрии, площадь ре¬ 
гулярной поверхности является объектом внутренней геометрии 
поверхности, т. е. определяется только метрикой поверхности. 
Поэтому естественно площадь общей выпуклой поверхности так 
же определить чисто внутренним образом. Такое определение 
площади дано А. Д. Александровым и состоит в следующем. 

Пусть Р — многоугольник на выпуклой поверхности. Под¬ 
вергнем его достаточно мелкой триангуляции Т п так, чтобы 
стороны треугольников были меньше 1 /п. Сопоставим каждому 
треугольнику А этой триангуляции плоский треугольник Д 0 
с теми же сторонами и обозначим через 5„ сумму площадей 
этих плоских треугольников. Оказывается, независимо от вы¬ 
бора триангуляций Г„ многоугольника Р сумма S„ при п-*оо 
стремится к определенному пределу 5. Этот предел и прини¬ 
мается за площадь многоугольника Р на поверхности. 

После того как определена площадь многоугольника, пло¬ 
щадь замкнутых, открытых и вообще борелевских множеств 
вводится обычными приемами теории меры. 

Доказательство существования предела последовательно¬ 
сти S n основано на следующей лемме. 

Пусть А — треугольник на выпуклой поверхности, d — его 
диаметр, со (А) — кривизна внутренней области, a S 0 — площадь 
плоского треугольника Д° со сторонами той же длины. Тогда 
при всяком е > 0 существует такое разбиение Т треугольника А 
на меньшие треугольники A h , что сумма S T площадей плоских 
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треугольников А* со сторонами той же длины удовлетворяет 
неравенству 

— e<S T -S 0 < yto(A)d 2 + e. 

Доказательство этой леммы в свою очередь опирается на 
следующую лемму, относящуюся уже к выпуклым многогран¬ 
никам. 

Пусть А — треугольник на выпуклом многограннике или 
вообще в многообразии с многогранной метрикой положитель¬ 
ной кривизны, ко —плоский треугольник со сторонами той же 
длины, d — диаметр треугольника А, со — кривизна его вну¬ 
тренней области, S и S 0 — площади треугольников А и Д 0 . Тогда 

0<S-S 0 <ywd 2 . 

Первая лемма доказывается путем перехода от данной вы¬ 
пуклой поверхности к многообразию с многогранной метрикой, 
склеенному из треугольников А£, и надлежащим использова¬ 
нием второй леммы. 

Доказательство второй леммы основано на том, что, разре¬ 
зая треугольник А по кратчайшей у, соединяющей две внутрен¬ 
ние вершины, и вклеивая в этот разрез надлежащую пару рав¬ 
ных треугольников, можно уменьшить число внутренних вершин, 
не изменив при этом общую кривизну и увеличив площадь. Эта 
операция позволяет свести дело к случаю одной внутренней вер¬ 
шины. А рассмотрение в этом случае совершенно элементарно. 

На основании первой леммы устанавливается, что последо¬ 
вательность S n , фигурирующая в определении площади, схо¬ 
дится в смысле Коши, т. е. |S„ —S m | —»О при пг, п-*оо, а сле¬ 
довательно, имеет предел S. Более того, из этой леммы 
получается оценка приближения к площади многоугольника 
суммами S„. Именно, имеет место следующая теорема. 

Всякий многоугольник на выпуклой поверхности имеет опре¬ 
деленную площадь. Пусть S — площадь многоугольника Р, а 
со — кривизна его внутренней области. Тогда, если многоуголь¬ 
ник Р разбить на треугольники диаметра К d, то сумма S T 
площадей соответствующих плоских треугольников со сторонами 
той же длины удовлетворяет неравенству 

0<S-S r < j(üd 2 . 

Внешнегеометрический смысл площади устанавливается 
с помощью следующей теоремы о сходимости площадей. 

Пусть выпуклые поверхности F n сходятся к выпуклой по¬ 
верхности F и многоугольники Р п на поверхностях F n сходятся 
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к многоугольнику Р на F, причем числа сторон многоугольни¬ 
ков Р п не превосходят некоторого данного числа. Тогда пло¬ 
щади Р п сходятся к площади Р. 

Эта теорема легко следует из предыдущей. 

На основании теоремы о сходимости площадей получается, 
что площадь многоугольника Р на выпуклой поверхности F 
равна пределу площадей сходящихся к Р многоугольников Р„, 
расположенных на выпуклых многогранниках, сходящихся к по* 
верхности F, при условии, что число сторон многоугольников 
остается ограниченным. 

Отсюда следует, что принятое нами внутреннее определение 
площади выпуклой поверхности эквивалентно ее внешнему оп¬ 
ределению как предела площадей выпуклых многогранников, 
сходящихся к данной поверхности. 

Из внешнего определения площади выпуклой поверхности 
получается формула для площади поверхности. Именно, если 
выпуклая поверхность F представима в прямоугольных декар¬ 
товых координатах х, у, г уравнением z=z(x, у) и не имеет 
опорных плоскостей, параллельных оси z, то площадь всякого 
многоугольника Р на этой поверхности определяется известным 
интегралом 

S (/>) = / J Vl+zl + z 2 y dx dy, 

р' 

где интегрирование выполняется по проекции Р' многоугольника 
на плоскость ху. 


§ 10. Удельная кривизна выпуклой поверхности 

Каждая область G на выпуклой поверхности имеет опреде» 
ленную площадь S(G) и кривизну w(G). Отношение 


x(G) 


4G) 

S(G) 


называется удельной кривизной области G. Если для всех об» 
ластей G на выпуклой поверхности удельная кривизна ограни¬ 
чена некоторой постоянной, то такая поверхность называется 
поверхностью ограниченной кривизны. 

Свойство поверхности иметь ограниченную удельную кри¬ 
визну сохраняется при переходе к пределу. Именно, имеет ме¬ 
сто следующая теорема. 

Если последовательность выпуклых поверхностей F п с'рав¬ 
номерно ограниченными удельными кривизнами- сходится к по¬ 
верхности F, то эта поверхность является поверхностью ограни¬ 
ченной кривизны , 
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Доказательство основано на теоремах сходимости площадей 
и кривизн сходящейся последовательности выпуклых поверхно¬ 
стей. 

Удельная кривизна выпуклой поверхности в точке X, т. е. 
предел Jt(G), когда область G стягивается к точке X, называется 
гауссовой кривизной поверхности в этой точке. Легко доказы¬ 
вается, что если гауссова кривизна существует в каждой точке 
поверхности, то она непрерывна. 

Поверхности ограниченной кривизны обладают рядом 
свойств регулярных выпуклых поверхностей. В частности, из 
каждой точки выпуклой поверхности ограниченной кривизны в 
любом направлении можно провести кратчайшую на расстоя¬ 
ние, зависящее только от удельной кривизны поверхности. 

Доказательство простое. Дело в том, что если утверждение 
неверно, то должны существовать сколь угодно малые двууголь¬ 
ники с вершиной в данной точке. Для площади такого двууголь¬ 
ника А имеет место оценка (§ 9) 

где со — кривизна, a d — диаметр двуугольника. Отсюда 



и следовательно, удельная кривизна неограниченно растет, 
когда d убывает. 

Существование кратчайшей из данной точки по любому на¬ 
правлению на длину Го>0 позволяет ввести в окрестности этой 
точки полярные координаты г, ф. Если, кроме того, поверхность 
имеет определенную гауссову кривизну в каждой точке, то 
метрику поверхности в параметризованной окрестности можно 
задать линейным элементом 

ds 2 =dr 2 +G(r, Ф^Ф 2 , 

где коэффициент G является непрерывной дважды дифферен¬ 
цируемой по г функцией. Связь между этим коэффициентом и 
гауссовой кривизной поверхности устанавливается известной 
формулой 

Если гауссова кривизна поверхности постоянна и больше 
нуля, то, как легко видеть, коэффициент G, удовлетворяя урав¬ 
нению 

(V 0)гг + kVg = 0, 
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должен иметь вид 

VQ-rfetoV*. 

Следовательно, такая поверхность локально изометрична сфере 
радиуса і/УХ 

Если в треугольнике А на выпуклой поверхности удельная 
кривизна >/( (< К) , то его углы не меньше (не больше) соот¬ 
ветствующих углов треугольника А к с теми же сторонами на 
сфере радиуса 1 ІѴК- 

Если в треугольнике Д на выпуклой поверхности удельная 
кривизна >/( (</(), то площадь S этого треугольника не мень¬ 
ше (не больше) площад^і треугольника Д к с теми же сторонами 
на сфере радиуса l/]//(. Более того, имеют место оценки: 

О < 5 (А) — S (А *) < j (ю (А) -■ю (А*) ) d\ 

если в треугольнике А удельная кривизна > К, и 

О > S (А) - S (А*) > \ (® (А) - © ( Ajf) ) d\ 

если в треугольнике А удельная кривизна ^ К. 

Пусть уі и у 2 — две кратчайшие, исходящие из точки О на 
выпуклой поверхности. Пусть Х 1 и Х 2 — переменные точки на уі 
и \ 2 , 9(0, Хі)=х, 9(0, Х 2 )=у, р№, Х 2 )=г и а(х, у) — угол в 
треугольнике со сторонами х, у, г, противолежащий стороне г , 
на сфере S K радиуса l /ѴК- Говорят, что метрика р поверх¬ 
ности удовлетворяет условию /(-выпуклости, или является 
К-выпуклой, если для любых кратчайших уі и у 2 угол а(х, у) 
есть . невозрастающая функция во всяком таком интервале 
0<х<Хо, 0<У<Уо, в котором существует кратчайшая ХіХ 2 . Го¬ 
ворят, что метрика р удовлетворяет условию /(-вогнутости, или 
является К-вогнутой, если а(х, у) является неубывающей функ¬ 
цией по х, у в таком же интервале. Имеет место следующая 
теорема. 

Если на выпуклой поверхности удельная кривизна >/((-< К), 
то на этой поверхности выполняется условие К-выпуклости 
(К-вогнутости). 

Точки выпуклой поверхности могут быть трех родов: кони¬ 
ческие, где касательный конус не вырождается и, следовательно, 
полный угол меньше 2 л, ребристые — с касательным конусом, 
вырождающимся в двугранный угол, и плоские, где касатель¬ 
ный конус вырождается в плоскость. Очевидно, на поверхности 
ограниченной кривизны не может быть конических точек, так 
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как в таких точках удельная кривизна равна бесконечности. 
Ребристые же точки могут быть и на поверхности ограниченной 
кривизны. Однако имеет место следующая теорема. 

Если на выпуклой поверхности удельная кривизна любой 
достаточно малой области, содержащей точку А, не превосхо¬ 
дит какого-нибудь постоянного числа, то точка А либо гладкая, 
либо через нее проходит прямолинейное ребро поверхности. 

Отсюда как следствие получается, что замкнутая выпуклая 
поверхность ограниченной кривизны гладкая. Бесконечная пол¬ 
ная выпуклая поверхность ограниченной кривизны, в любой ко¬ 
нечной части не являющаяся цилиндром, гладкая. 

Если через точку А выпуклой поверхности проходит прямо¬ 
линейный отрезок, то на поверхности имеются сколь угодно ма¬ 
лые области, содержащие точку А и имеющие сколь угодно ма¬ 
лую удельную кривизну. 

Следовательно, если удельная кривизна выпуклой поверх¬ 
ности заключена в положительных пределах для всех областей 
на поверхности, то такая поверхность гладкая. Доказательство 
двух последних теорем мы воспроизведем в главе второй. 

§ 11. Теорема о склеивании. Другие теоремы 
существования 

Теорема «о склеивании», о которой будет идти речь, позво¬ 
ляет из данных многообразий с внутренней метрикой и поло¬ 
жительной кривизной путем отождествления (склеивания) гра¬ 
ниц снова получать многообразия с положительной кривизной. 
Эта теорема имеет многочисленные важные приложения и со¬ 
стоит в следующем. 

Пусть Gi . G n — замкнутые области в многообразиях с 

внутренней метрикой и положительной кривизной, ограниченные 
конечным числом кривых с ограниченной вариацией поворота. 
Пусть G — многообразие, составленное из областей G h путем 
отождествления точек их границ таким образом, что выпол¬ 
няются следующие три условия : 

1. Отождествленные отрезки границ областей Gi и Gj имеют 
равные длины. 

2. Сумма поворотов любых отождествленных отрезков гра¬ 
ниц областей G t и Gj со стороны этих областей неотрицательна. 

3. Сумма углов секторов в отождествленных точках обла¬ 
стей G a , ..., Gß со стороны этих областей не превосходит 2п. 

Тогда многообразие G имеет внутреннюю метрику положи¬ 
тельной кривизны, совпадающую с метриками областей G { в ма¬ 
лых окрестностях соответствующих точек. 

Поясним эту теорему. Прежде всего, в теореме идет речь 
о кривых ограниченной вариации поворота. Это значит, что если 
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какой-нибудь конечный отрезок у такой кривой разбить точ¬ 
ками Аъ на отрезки у*. то 

2(ф(Ѵ*) + ф(Д*))<с(Ѵ), 

где постоянная с (у) не зависит от выбора точек Л* и их 
числа. Кривые ограниченной вариации поворота являются 
спрямляемыми. Поэтому можно говорить о длинах отожде¬ 
ствляемых отрезков границ областей Gh- 

В теореме утверждается, что многообразие G имеет внутрен¬ 
нюю метрику положительной кривизны, совпадающую с метри¬ 
ками многообразий Gfc в малых окрестностях соответствующих 
точек. Метрика, о которой идет речь, определяется следующим 
образом. Две произвольные точки X и У многообразия G со¬ 
единяются всевозможными кривыми на G. Длина каждой такой 
кривой определяется как сумма длин ее частей, расположенных 
в областях Ga. Точная нижняя грань длин кривых принимается 
за расстояние между точками X и У. Очевидно, определяемая 
так метрика будет внутренней, и она находится в вышеуказан¬ 
ном отношении к метрикам склеиваемых многообразий G Ä . 
В доказательстве нуждается только утверждение о положитель¬ 
ности кривизны этой метрики. 

Теорема о склеивании очевидна для того случая, когда об¬ 
ласти G ft являются многоугольниками на многообразиях с 
многогранной выпуклой метрикой. В случае, когда области G h 
являются многоугольниками на общих многообразиях с положи¬ 
тельной кривизной, для доказательства теоремы многоуголь¬ 
ники Gft разбиваются на мелкие треугольники Л. Каждый из 
этих треугольников заменяется плоским треугольником А 0 . Из 
плоских треугольников склеиваются многообразия G* с много¬ 
гранной выпуклой метрикой. Наконец, из многообразий G* 
склеивается многообразие G 0 . Условия теоремы о склеивании 
для многообразий Gl оказываются выполненными. Теперь до¬ 
статочно сделать предельный переход при условии неограничен¬ 
ного уменьшения треугольников А разбиения областей G h . До¬ 
казательство теоремы о склеивании в общем случае основано 
на приближении областей Gh многоугольными и применении 
теоремы о склеивании для многоугольных областей. 

Рассмотрим некоторые приложения теоремы о склеивании 
к доказательствам теорем о реализуемости абстрактно заданной 
выпуклой метрики. 

Пусть G — гомеоморфная кругу выпуклая область в много¬ 
образии R с внутренней метрикой и положительной кривизной. 
Возьмем второй экземпляр области G, обозначив его G', и ото¬ 
ждествим соответствующие точки кривых, ограничивающих эти 



44 


Гл. 1. Внутренняя геометрия выпуклых поверхностей 


области. Это отождествление удовлетворяет условиям 1—3 тео¬ 
ремы о склеивании, так как отождествляемые отрезки границ 
имеют, очевидно, одинаковые длины и неотрицательные пово¬ 
роты (из-за выпуклости). По теореме о склеивании замкнутое 
многообразие (7, склеенное из областей G и G', будет иметь по¬ 
ложительную кривизну. Согласно теореме § 7 это многообразие 
изометрично замкнутой выпуклой поверхности F. Область F на 
поверхности F, изометричная G, реализует метрику данного мно¬ 
гообразия R в области G. Можно показать, что поверхность F 
имеет плоский край и однозначно проектируется на плоскость 
края, если поворот границы области G на любом отрезке 
больше нуля. Такая выпуклая поверхность называется выпук¬ 
лой шапкой. 

Так как каждая точка многообразия с внутренней метрикой 
и положительной кривизной имеет строго выпуклую окрест¬ 
ность, то каждое такое многообразие имеет окрестность, изо- 
метричную выпуклой шапке. 

На основе теоремы о склеивании доказывается, что всякая 
полная метрика положительной кривизны, заданная на плоско¬ 
сти, реализуется посредством бесконечной выпуклой поверхности. 

Доказательство этой теоремы достаточно просто и состоит 
в общих чертах в следующем. Возьмем на плоскости, где задана 
метрика, большой многоугольник Р (многоугольник относи¬ 
тельно заданной метрики). Пусть S — точка вне многоуголь¬ 
ника. Построим петлю у минимальной длины с узлом в точке S, 
охватывающую многоугольник Р. Эта петля представляет собой 
ломаную, ограничивающую некоторый многоугольник Р, содер¬ 
жащий Р. Все углы этого многоугольника, кроме, может быть, 
угла при вершине S, не больше я. Отождествим точки гра¬ 
ницы Р, равноудаленные от S (расстояния измеряются вдоль у). 
При этом удовлетворяются условия теоремы о склеивании, и мы 
получаем из многоугольника Р замкнутое многообразие с поло¬ 
жительной кривизной. Это многообразие изометрично замкнутой 
выпуклой поверхности F. Теперь остается сделать предельный 
переход при условии, что многоугольник Р расширяется на всю 
плоскость. 

На примере выпуклого конуса легко видеть, что полная 
метрика положительной кривизны, заданная на плоскости, мо¬ 
жет реализоваться бесконечной выпуклой поверхностью неодно¬ 
значно. С. П. Оловянишников доказал, что это имеет место 
всегда, если нолная кривизна реализуемого многообразия 
меньше 2я. Именно, имеет место следующая теорема. 

Пусть F — бесконечная полная выпуклая поверхность с пол¬ 
ной кривизной со<2я и у — бесконечная в одну сторону кривая 
на F, каждый отрезок которой является кратчайшей (такую кри¬ 
вую можно провести из любой точки на F) . Пусть К — выпуклый 
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конус с кривизной (площадью сферического изображения), 
равной полной кривизне ш поверхности F, и t — какая- 
либо образующая этого конуса. Тогда существуют две беско¬ 
нечные выпуклые поверхности и F 2 , изометричные F, имею¬ 
щие конус К в качестве своего предельного конуса*), и такие, 
что при их подобном сжатии в конус К линии уі и у 2 , соответ¬ 
ствующие у, переходят в образующую t. Поверхности Fi и F 2 
отличаются ориентацией; если задано направление обхода на F it 
образующее с внешней нормалью правый винт, то соответствую¬ 
щее направление обхода на F 2 образует с внешней нормалью 
левый винт. 

Таким образом, реализуя полную метрику положительной 
кривизны бесконечной выпуклой поверхностью, мы можем про* 
извольно задать предельный конус поверхности (лишь бы кри¬ 
визна его была равна со), и предельное направление t данного 
геодезического луча у на поверхности конуса. 

§ 12. Выпуклые поверхности в пространствах 
постоянной кривизны 

Подобно тому как в евклидовом пространстве, теория выпук¬ 
лых поверхностей может быть построена также в эллиптическом 
пространстве и пространстве Лобачевского, если под выпуклой 
поверхностью как и раньше понимать область на границе выпук¬ 
лого тела. Выпуклое тело в пространстве Лобачевского опреде¬ 
ляется, как и в евклидовом пространстве. Именно, это тело, ко¬ 
торое вместе с любыми двумя его точками содержит соединяю¬ 
щий их прямолинейный отрезок. Если пространство Лобачевского 
геодезически отобразить на внутренность евклидова шара (ин¬ 
терпретация Кели — Клейна), то выпуклые тела при этом будут 
изображаться евклидовскими выпуклыми телами. 

Введение аналогичным образом понятия выпуклого тела в 
эллиптическом пространстве встречает затруднения из-за неод¬ 
нозначности прямолинейного отрезка, соединяющего две данные 
точки. Это затруднение устраняется следующим образом. Вы¬ 
пуклое тело определяется как тело, для которого существует 
непересекающая его плоскость, и всякий отрезок, соединяющий 
две его произвольные точки и не пересекающий этой плоскости, 
принадлежит телу. Если эллиптическое пространство интерпре¬ 
тировать трехмерной сферой с попарно отождествленными 
диаметрально противоположными точками, то выпуклые тела 


*) Предельным конусом поверхности Р называется поверхность телесного 
конуса, который состоит из всех полупрямых, исходящих из данной точки X 
поверхности F и принадлежащих телу, ограниченному поверхностью F. Пре¬ 
дельный конус определен однозначно с точностью до параллельного пере¬ 
носа, зависящего от выбора точки X. 
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будут изображаться выпуклыми множествами, расположен¬ 
ными на одной полусфере. 

Так же как и в евклидовом пространстве, построение теории 
выпуклых поверхностей в пространствах постоянной кривизны 
(эллиптическом пространстве и пространстве Лобачевского) на¬ 
чинается с доказательства сходимости метрик сходящихся вы¬ 
пуклых поверхностей. Это позволяет затем изучать общие вы¬ 
пуклые поверхности путем приближения их выпуклыми много¬ 
гранниками. В частности, первым шагом в этом направлении 
является доказательство свойства выпуклости метрики выпук¬ 
лой поверхности. Для пространства кривизны К это свойство 
совпадает с рассмотренным в § 10 свойством /(-выпуклости и 
состоит в следующем. Пусть из точки О на выпуклой поверх¬ 
ности в пространстве кривизны К исходят кратчайшие уі и у 2 , 
Хі и Х 2 — точки на этих кратчайших. Построим плоский тре¬ 
угольник со сторонами х=ОХ и у = ОХ 2 и z=X t X 2 на /(-плоско¬ 
сти, т. е. на плоскости Лобачевского, если рассматривается по¬ 
верхность в пространстве Лобачевского, или на эллиптической 
плоскости, если речь идет о поверхности в эллиптическом про¬ 
странстве. Пусть а(х, у )—угол этого треугольника, противо¬ 
лежащий стороне, равной г. Тогда свойство выпуклости метрики 
состоит в том, что а(х, у) есть невозрастающая функция пере¬ 
менных X, у. 

Из свойства выпуклости метрики выпуклой поверхности в 
пространстве Rk кривизны К выводятся различные следствия, 
аналогичные тем, которые получаются для метрики выпуклых 
поверхностей евклидова пространства. В частности, доказы¬ 
вается, что углы между сторонами треугольника на выпуклой 
поверхности в пространстве R K не меньше соответствующих 
углов треугольника со сторонами той же длины на плоскости 
в Rk, т. е. на поверхности постоянной кривизны К. Отсюда сле¬ 
дует, что в эллиптическом пространстве сумма углов треуголь¬ 
ника на выпуклой поверхности всегда больше я. Таким образом, 
с точки зрения внутренней геометрии выпуклые поверхности в 
эллиптическом пространстве не представляют собой ничего но¬ 
вого в сравнении с выпуклыми поверхностями евклидова про¬ 
странства. Каждая выпуклая поверхность эллиптического про¬ 
странства локально изометрична некоторой выпуклой поверх¬ 
ности евклидова пространства. 

Иначе обстоит дело с выпуклыми поверхностями в простран¬ 
стве Лобачевского. В этом пространстве существуют выпуклые 
поверхности, не изометричные выпуклым поверхностям евкли¬ 
дова пространства даже в малом. Такова, например, плоскость 
Лобачевского. Она имеет отрицательную кривизну и поэтому не 
может быть изометрична выпуклой поверхности евклидова про¬ 
странства, гауссова кривизна которой, если она существует, 
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всегда неотрицательна. Пространство Лобачевского отличается 
большим разнообразием топологических типов полных выпук¬ 
лых поверхностей. Именно, для всякой области на сфере суще¬ 
ствует гомеоморфная ей полная выпуклая поверхность. 

После того как доказано свойство выпуклости метрики вы¬ 
пуклой поверхности в пространстве Rk, дальнейшее развитие 
теории идет так же, как и для выпуклых поверхностей евкли¬ 
дова пространства. Именно, изучаются свойства угла между 
кратчайшими, вводится понятие угла сектора, ограниченного 
кратчайшими, выясняется внешнегеометрический смысл угла. 

Для выпуклых поверхностей в пространстве постоянной кри¬ 
визны К теория кривизны и площади развивается так же, как 
и для поверхностей евклидова пространства. Разница только в 
том, что теория кривизны строится от начала и до конца, т. е. 
до установления ее полной аддитивности, чисто внутренними 
средствами. 

Понятие внешней кривизны для выпуклых поверхностей в 
пространстве постоянной кривизны К вводится следующим об¬ 
разом. Поверхность разбивается на малые области Gj. В каждой 
из областей G* берется точка P f . Внешние нормали поверхности 
в точках области G,- переносятся параллельно в смысле Леви- 
Чивита в точку Рі по прямолинейным путям. При этом они за¬ 
полняют некоторый телесный угол \ p(G{). Внешняя кривизна по¬ 
верхности определяется как lim 2 Ф (G/) при условии, что раз¬ 
биение поверхности на области G t неограниченно измельчается. 
Оказывается, этот предел всегда существует и не зависит от 
способа разбиения поверхности на области G*. 

Связь между внешней, внутренней кривизной и площадью 
поверхности устанавливается обобщенной теоремой Гаусса. 
Если G — область на выпуклой поверхности в пространстве по¬ 
стоянной кривизны К, w(G) —ее внутренняя кривизна, t|)(G) — 
внешняя кривизна и S(G) — площадь, то 

Ч >(G)+tfS(G)=<o(G). 

Учение о повороте и направлении кривой, развитое для кри¬ 
вых на выпуклых поверхностях евклидова пространства, пере¬ 
носится без изменений на выпуклые поверхности в простран¬ 
ствах постоянной кривизны. 

В пространствах постоянной кривизны имеют место теоремы 
о реализуемости абстрактно заданной метрики выпуклой по¬ 
верхностью, аналогичные соответствующим теоремам для евкли¬ 
дова пространства. Например: 

1. Метрика кривизны > К, заданная на сфере , реализуется 
в пространстве постоянной кривизны К посредством замкнутой 
выпуклой поверхности. 
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Условие, что метрика имеет кривизну > К, означает, что для 
любого достаточно малого треугольника в многообразии, где 
задана метрика, сумма нижних углов больше суммы углов тре¬ 
угольника со сторонами той же длины на /(-плоскости. 

2. В многообразии с метрикой кривизны К всякая точка 
имеет окрестность, изометричную выпуклой поверхности в R K . 

3. В случае К <О полная метрика кривизны > К, заданная 
в какой бы то ни было области на сфере, реализуется полной 
выпуклой поверхностью в пространстве Лобачевского кри¬ 
визны К. 

§ 13. Многообразия ограниченной кривизны 

Многообразия ограниченной кривизны представляют собой 
естественное обобщение двумерных римановых многообразий. 
Они находятся в таком же отношении к многообразиям положи¬ 
тельной кривизны (§ 3), как общие римановы многообразия 
к римановым многообразиям с положительной гауссовой кри¬ 
визной. Теория многообразий ограниченной кривизны построена 
А. Д. Александровым. Ему принадлежат определения основных 
понятий для этих многообразий и основные результаты. Систе¬ 
матическое изложение теории многообразий ограниченной кри¬ 
визны содержится в монографии А. Д. Александрова и В. А. Зал- 
галлера [17]. При всей общности многообразий ограниченной 
кривизны для них сохраняются многие понятия теории регуляр¬ 
ных поверхностей. Таковы понятия геодезической, угла между 
геодезическими, исходящими из общей точки, площадь и. ин¬ 
тегральная кривизна любого компактного множества. 

Пусть R — метрическое многообразие с метрикой р (т. е. ме¬ 
трическое пространство, являющееся многообразием). Для кри¬ 
вых в R можно определить понятие длины, кривой. Именно, для 
кривой x(t), a^-t^-b, длина определяется как 

sup S P(*(4-i). x(i s )), a = t 0 <t 1 <t 2 ... <t n = b. 

Метрика p в многообразии R называется внутренней, если для 
любых двух точек X, Y из R расстояние р (X, У) между ними 
совпадает с точной нижней гранью длин кривых в R, соединяю¬ 
щих эти точки. Первое условие, которым выделяются много¬ 
образия ограниченной кривизны, состоит в том, что R есть дву¬ 
мерное многообразие с внутренней метрикой. 

Кривая у в многообразии R с внутренней метрикой назы¬ 
вается кратчайшей, если она имеет наименьшую длину среди 
всех кривых в R, соединяющих ее концы. Геодезическая опреде¬ 
ляется как кривая, кратчайшая на каждом достаточно малом 
ітрезке. Это надо понимать так, что каждая точка геодезиче- 
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ской имеет окрестность, являющуюся кратчайшей. Для кратчай¬ 
ших в многообразии R с внутренней метрикой доказываются 
следующие свойства: 

1. Для каждой точки Л и ее окрестности U существует такая 
окрестность Vc~U, что любые две точки из V соединяются крат¬ 
чайшей в R, принадлежащей окрестности U. 

2. Кратчайшая гомеоморфна прямолинейному отрезку, и, 
следовательно, в окрестности каждой ее внутренней точки мож¬ 
но различать две ее стороны (при заданном направлении об¬ 
хода кратчайшей) — правую и левую. 

3. Длина кратчайшей равна расстоянию между ее концами. 

4. Пусть G — область в R. Назовем p G (.X, К) точную ниж¬ 
нюю грань длин кривых, соединяющих точки X, Y в G. Тогда 
p G удовлетворяет аксиомам метрического пространства. Гово¬ 
рят, что метрика p G индуцируется метрикой р в G. Доказы¬ 
вается, что у каждой точки области G имеется окрестность, где 
p G совпадает с р. 

Треугольником АВС называется замкнутое множество, огра¬ 
ниченное в гомеоморфной кругу области тремя кратчайшими, 
попарно соединяющими точки А, В, С. Эти точки называются 
вершинами треугольника, а кратчайшие — его сторонами. Го¬ 
ворят, что два треугольника не перекрываются, если их общая 
часть не содержит никакого треугольника, не вырождающегося 
в кратчайшую, и никакая сторона одного не пересекает сто¬ 
рону другого. При этом две кратчайшие называются пересе¬ 
кающимися, если они имеют общую внутреннюю точку, и одна 
из них имеет точки по разные стороны от другой. Треугольник 
в смысле данного определения может не иметь внутренних 
точек даже тогда, когда его вершины не лежат на одной крат¬ 
чайшей. 

Пусть из точки О многообразия R исходят две кривые уі и у 2 . 
Возьмем на них точки Аи А 2 и построим на плоскости треуголь¬ 
ник со сторонами р(0, Лі), р(0, А 2 ), р(Лі, А 2 ). Пусть 
а(Лі, А 2 ) — угол этого треугольника, противолежащий стороне 
р(Аі, А 2 ). Верхним углом между кривыми уі и у 2 в точке О на¬ 
зывается верхний предел угла а(А и А 2 ), когда А и А 2 -+0, т. е. 
р(0, Аі) —>0, р(0, А 2 ) — ►О. Верхний угол между кривыми всегда 
существует. Просто угол между кривыми у 4 , у 2 в точке О опре¬ 
деляется обычным пределом угла а (А и А 2 ) при том же условии 
А\, Л 2 —*■ О. В отличие от верхнего угла обычный угол между 
кривыми может не существовать. Верхним углом а треуголь¬ 
ника А, В, С в вершине А называется верхний угол между 
кратчайшими AB и _АС._Избытком углов треугольника АВС на¬ 
зывается величина (ö = a+ß+y — п, где а, ß, у—-верхние углы 
треугольника. 
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Второе и последнее условие, которым выделяются много¬ 
образия ограниченной кривизны, состоит в том, что 

Для всякой компактной области G существует такое число 
v(G), что для всякой конечной совокупности попарно непере¬ 
крывающихся треугольников 7\ сумма абсолютных величин их 
избытков удовлетворяет неравенству 

2|ш(7' 1 )|<ѵ(0). 

В. А. Залгаллер показал, что выполнения этого неравенства до¬ 
статочно потребовать только для систем невырожденных (го- 
меоморфных кругу) неперекрывающихся треугольников. 

Простейшим примером многообразий ограниченной кривиз¬ 
ны являются многообразия с многогранной метрикой и рима- 
новы многообразия. Многообразие с многогранной метрикой 
определяется тем условием, что у него каждая точка имеет 
окрестность, изометричную конусу, в частности изометричную 
плоскости. Если определить кривизну в вершине А многообра¬ 
зия с многогранной метрикой равенством и(А)=л —■&, где О — 
полный угол в вершине конуса, изометричного окрестности точ¬ 
ки А, то величина v(G)=Eln — где суммирование ведется 
по всем вершинам А и принадлежащим G. В случае риманова 
многообразия величина v(G) совпадает с интегралом от модуля 
гауссовой кривизны по площади поверхности. 

Наряду с данным выше аксиометрическим определением 
многообразий ограниченной кривизны им можно дать другое, 
удобное для исследования конструктивное определение. Это 
определение вытекает из следующей теоремы. 

Двумерное многообразие R с внутренней метрикой р являет¬ 
ся многообразием ограниченной кривизны тогда и только то¬ 
гда, когда во всякой компактной области G <= R индуцирован¬ 
ная в ней метрика р 0 допускает равномерное приближение мно¬ 
гогранными или римановыми метриками, у которых абсолютные 
кривизны в G ограничены в совокупности. 

Благодаря этой теореме многообразия ограниченной кри¬ 
визны можно исследовать путем приближения многогранниками 
и римановыми многообразиями. 

Пусть G — открытое множество в R. Тогда положительная 
часть кривизны G (обозначается w + (G)) определяется как точ¬ 
ная верхняя грань сумм положительных избытков попарно 
неперекрывающихся треугольников, содержащихся в G. Ана¬ 
логично, отрицательная часть кривизны G определяется как 
точная нижняя грань, взятая с обратным знаком, для сумм отри¬ 
цательных избытков треугольников, содержащихся в G (обозна¬ 
чается cq-(G) ). Для любого множества М 

<о + (М) = inf й> + (G), со- (М) = inf о- (G). 

Q=>M 0=>M 
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Доказывается, что функции множеств ю + и со~ имеют конечные 
значения для любых компактных множеств, неотрицательны и 
вполне аддитивны на кольце борелевских множеств. 

Кривизной множества М называется разность co + (Af) — 
— и ~(М), а абсолютной кривизной — сумма ю + (М) +(o*(Af). 
Если избыток каждого треугольника равен нулю, то многооб¬ 
разие локально изометрично евклидовой плоскости, т. е. каждая 
точка имеет окрестность, изометричную плоской области. 

Доказательство всех сформулированных выше утверждений 
существенно опирается на следующую лемму. 

Всякое компактное множество М в многообразии с внутрен¬ 
ней метрикой при любом е>0 допускает покрытие конечным 
числом попарно неперекрывающихся треугольников диаметра 
меньше е. 

Для многообразий ограниченной кривизны вводится понятие 
площади. В случае многоугольников, т. е. областей, ограничен¬ 
ных геодезическими ломаными, это понятие вводится следую¬ 
щим образом. Многоугольник Р разбивается на треугольники 
Аа достаточно малого диаметра. Возможность такого разбиения 
гарантируется указанной леммой. Для каждого треугольника 
Д л строится плоский треугольник с теми же сторонами и бе¬ 
рется сумма площадей плоских треугольников. Доказывается, 
что при стремлении к нулю диаметров треугольников Aft сумма 
стремится к определенному пределу. Этот предел и называется 
площадью многоугольника Р. Понятие площади для любого 
множества М вводится обычным приемом, после того как это 
понятие определено для многоугольников. Для случая много¬ 
образий с многогранной метрикой и римановых многообразий 
описанная конструкция приводит к обычной площади. 

Для многообразий ограниченной кривизны строится теория 
кривых, подобно тому как она строилась для многообразий 
с выпуклой метрикой. Сначала вводится понятие направления 
кривой в данной точке. По определению, кривая у, исходящая 
из точки О, имеет в этой точке определенное направление, если 
она сама с собой в этой точке образует определенный угол, оче¬ 
видно, равный нулю. Кратчайшая, исходящая из точки О, заве¬ 
домо имеет определенное направление в этой точке. Далее до¬ 
казывается следующая теорема. 

Для того чтобы две кривые, исходящие из точки О, образо¬ 
вали в этой точке определенный угол в смысле данного выше 
определения, необходимо и достаточно, чтобы каждая из них 
в точке О имела определенное направление. Кратчайшие, исхо¬ 
дящие из одной точки, всегда образуют определенный угол 
в этой точке. 

Две кривые, исходящие из точки О в различных направле¬ 
ниях, разбивают окрестность точки О на два сектора. Углом 
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сектора называется точная верхняя грань углов между после¬ 
довательными непересекающимися кривыми, разбивающими 
сектор. Углы секторов складываются, как обычно. Именно, если 
кривая у проходит внутри сектора V, ограниченного кривыми 
Yi, Y 2 . и Ѵі, Ѵ 2 — секторы, ограниченные кривыми yi. Y и Y. Y 2 . 
то угол сектора V равен сумме углов секторов Ѵі и Ѵ 2 . Если 
окрестность точки А разбивается кривыми уі и у 2 на два сек¬ 
тора, то сумма углов этих секторов не зависит от кривых уі> У 2 
и в сумме с кривизной многообразия в точке А дает 2я. 

Для кривых на многообразии ограниченной кривизны вво¬ 
дится понятие поворота, обобщающее понятие интегральной 
геодезической кривизны кривой на римановом многообразии. 
Это понятие вводится следующим образом. Пусть у — простая 
кривая, соединяющая точки А, В и имеющая определенные на¬ 
правления в этих точках. У кривой у можно различать две сто¬ 
роны (наприме_р, правую и левую). Соединим точки А и В про¬ 
стой ломаной у (звенья ломаной кратчайшие) в правой полу¬ 
окрестности кривой у. Пусть а и ß — углы, образованные на¬ 
чальным и конечным звеньями ломаной с кривой у со стороны 
области G, ограниченной кривой у и ломаной у, бч — углы в вер¬ 
шинах ломаной тоже со стороны G. Тогда правый поворот кри¬ 
вой у определяется как предел выражения 

о + ß + 2 (я — $і) 

при условии, что ломаная у сходится к кривой у, оставаясь 
справа от у. Левый поворот кривой у определяется аналогично 
(ломаная у берется в левой полуокрестности кривой у). Дока¬ 
зывается, что простая кривая с определенным направлением на 
концах всегда имеет правый и левый повороты в смысле дан¬ 
ного определения. Кратчайшая всегда имеет определенные пра¬ 
вый и левый повороты, однако, в отличие от выпуклых поверх¬ 
ностей, поворот может быть отличен от нуля, но неположителен. 
Правый и левый повороты кривой связаны с кривизной много¬ 
образия вдоль кривой. Именно, сумма правого и левого пово¬ 
ротов кривой равна кривизне многообразия на множестве 
внутренних точек кривой. 

Подобно тому как для многообразий с выпуклой метрикой, 
вводится понятие поворота для замкнутой простой кривой. До¬ 
казывается теорема, обобщающая теорему Гаусса — Боннэ для 
регулярных поверхностей. Именно, сумма кривизны гомеоморф- 
ной кругу области G и поворота ограничивающей ее кривой у 
со стороны G равна 2я. 

Ю. Г. Решетник в цикле работ [69] развивает аналитические 
методы исследования многообразий ограниченной кривизны. 
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В частности, он доказал возможность введения изотермических 
координат в многообразиях ограниченной кривизны и вывел 
формулу для линейного элемента многообразия в этих коор- 
динатах. 

Пусть в области G комплексного переменного z задана про¬ 
извольная неотрицательная, измеримая по Борелю функция 
Я,(г). С помощью этой функции в G вводится метрика s*. путем 
сопоставления каждой паре точек Zi и г 2 числа 

Рл z 2 ) = inf J УТ| ds I, 

Y V 

где интегрирование выполняется по дуге s кривой у, соединяю¬ 
щей точки Z\ и г 2 , a inf берется по всем спрямляемым кривым у. 
Относительно введенной таким образом метрики говорят, что 
она задается линейным элементом 

ds 2 = Я, (г) I dz I 2 . 

Метрика называется субгармонической, если функция Я, (г) 
допускает представление 

Я- (г) = exp j 1 J J ln I I (о (ОД + h (z) j , 

где © — вполне аддитивная функция множеств в G, h(z) —гар¬ 
моническая функция, а интеграл берется в смысле Лебега — 
Стильтьеса. 

Доказывается, что всякое двумерное многообразие с субгар¬ 
монической метрикой является многообразием ограниченной 
кривизны, причем функция множеств со имеет простой геометри¬ 
ческий смысл — это кривизна многообразия. Обратно, всякое 
многообразие ограниченной кривизны локально изометрично 
многообразию с субгармонической метрикой. 



Глава 11 

Регулярность выпуклых поверхностей 
с регулярной метрикой 


Одним из самых сильных средств исследования изгибаний 
выпуклых поверхностей является метод склеивания, основанный 
на следующей теореме (так называемой «теореме о склеи¬ 
вании»), принадлежащей А. Д. Александрову (§ 11, гл. I). 

Пусть Fi и F 2 — две выпуклые поверхности, гомеоморфные 
кругу, ограниченные кривыми уі и у 2 одинаковой длины. Пусть 
между кривыми уі и у 2 установлено точечное соответствие, со¬ 
храняющее длины дуг этих кривых, и в соответствующих точ¬ 
ках сумма геодезических кривизн кривых уі и у 2 на поверх¬ 
ностях Fi и F 2 неотрицательна. Тогда существует замкнутая 
выпуклая поверхность F, состоящая из двух частей, одна из ко¬ 
торых изометрична F u а другая F 2 . 

Покажем, например, как с помощью этой теоремы может 
быть доказана изгибаемость сферического сегмента. Если сег¬ 
мент меньше полусферы, то он, очевидно, изгибаем, так как 
полусфера изгибается в веретенообразную поверхность враще¬ 
ния. Если же сегмент больше полусферы, то возможность его 
изгибаний становится далеко не очевидной. Известно, напри¬ 
мер, что Либман, впервые доказавший неизгибаемость замкну¬ 
тых регулярных поверхностей, некоторое время был убежден 
в неизгибаемости сферического сегмента, большего полусферы, 
и даже опубликовал соответствующее «доказательство». 

Теорема о склеивании позволяет решить поставленный во¬ 
прос об изгибании сферического сегмента совсем просто. Пред¬ 
ставим себе, что круг, дополняющий сегмент до замкнутой вы¬ 
пуклой поверхности, деформируется в эллипс, близкий к этому 
кругу, но так, что длина эллипса все время равна длине 
окружности круга. Поскольку эллипс мало отличается от круга, 
а для круга и сегмента условия теоремы о склеивании выпол¬ 
нены с избытком (сумма геодезической кривизны края сегмента 
и кривизны окружности круга существенно положительна), то 
они выполнены так же для эллипса и сегмента. Полученная 
в результате склеивания эллипса и сегмента замкнутая выпук¬ 
лая поверхность содержит область, изометричную сегменту, но 
не равную ему, так как точки края сегмента, подклеиваемые 
к концам малой оси эллипса, заведомо сближаются. 

С точки зрения классической теории поверхностей, которая 
рассматривает только достаточно регулярные поверхности, дан- 
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ное выше доказательство изгибаемости сферического сегмента 
не вполне удовлетворительно, так как неизвестно, будет ли ре¬ 
гулярной построенная нами изометричная сегменту выпуклая 
поверхность. Этим недостатком обладают все решения задач об 
изгибании регулярных выпуклых поверхностей, получаемые при¬ 
менением теоремы о склеивании. 

Естественно, возникает следующая проблема [57, 58]: в ка¬ 
кой степени регулярность внутренней метрики выпуклой поверх¬ 
ности предопределяет регулярность самой поверхности? Более 
подробно, пусть в некоторой параметризации и, ѵ коэффи¬ 
циенты линейного элемента 

ds 2 =E du 2 +2Fdu dv + Gdv 2 

выпуклой поверхности Ф являются достаточно регулярными функ¬ 
циями параметров и, ѵ. Вопрос: что можно сказать о регулярно¬ 
сти вектор-функции г(и, ѵ) у задающей поверхность? Решение 
этой проблемы составляет основной результат настоящей главы. 

Доказательство регулярности выпуклой поверхности с регу¬ 
лярной метрикой, которое мы предлагаем, довольно сложно. 
Оно опирается на глубокое изучение внешней геометрии общих 
выпуклых поверхностей и выпуклых поверхностей с регуляр¬ 
ной метрикой. В связи с этим многие результаты, которые полу¬ 
чаются на пути решения основной проблемы, представляют 
самостоятельный интерес. В этой связи следует особо отметить 
теоремы о геодезических И. М. Либермана (§ 1), теоремы 
А. Д. Александрова о гладкости и строгой выпуклости выпук¬ 
лых поверхностей ограниченной удельной кривизны (§ 2), тео¬ 
ремы о нормальных кривизнах выпуклых поверхностей, априор¬ 
ные оценки нормальных кривизн и других геометрических 
характеристик регулярных поверхностей. 

Теорема о регулярности выпуклой поверхности с регулярной 
метрикой в соединении с теоремами о реализуемости выпуклых 
метрик (А. Д. Александров) позволяет получить теоремы 
о реализуемости регулярных метрик с положительной гауссовой 
кривизной регулярными поверхностями. Таким образом, эти 
результаты становятся достоянием классической теории поверх¬ 
ностей. Их аналитическое истолкование приводит к общим тео¬ 
ремам о разрешимости краевых задач для уравнения изгибания 
(уравнения Дарбу). 

§ 1. Внешнегеометрические свойства геодезических 
линий на выпуклой поверхности 

Геодезические, в частности кратчайшие, будут одним из 
основных элементов наших геометрических построений на вы¬ 
пуклых поверхностях. В связи с этим в настоящем параграфе мы 
изучим основные внешнегеометрические свойства геодезических, 
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т. е. их свойства как кривых в пространстве. Внутреннегеомет¬ 
рические свойства этих замечательных кривых рассмотрены в 
§ 2 гл. I. Начнем наше изложение одной теоремой Буземана и 
Феллера [26]. Применение этой теоремы является существенным 
пунктом многих доказательств. 

Теорема 1. Пусть F — полная выпуклая поверхность, огра¬ 
ничивающая тело К, и у — кривая, расположенная вне тела К 
и соединяющая точки X и Y поверхности F. 

Тогда длина І у кривой у не меньше расстояния pF (Я, У) 
между ее концами на поверхности, причем заведомо больше 
этого расстояния, если кривая не лежит целиком на поверх¬ 
ности. 

Доказательство. Если кривая_у не лежит целиком на 
поверхности F, то существует кривая у, соединяющая точки X 
и У, тоже расположенная вне тела К и 
с длиной, меньшей длины кривой у. 

Действительно, пусть Р — точка кри¬ 
вой у, не лежащая на поверхности F. 
Проведем плоскость а, отделяющую точ¬ 
ку Р от поверхности F (рис. 8). Пусть 
у Р —связная часть кривой'у, содержа¬ 
щая точку Р и с концами на плоскости а. 
Заменим отрезок у Р кривой у его проек¬ 
цией на плоскость а. Тогда получим 
кривую у, обладающую свойствами кри¬ 
вой у, но заведомо меньшей длины. 

Пусть to — точная нижняя грань 
длин кривых, соединяющих точки X и У 
вне тела К■ Очевидно, существует по¬ 
следовательность таких кривых у п , по 
длине сходящихся к 1 0 . Не ограничивая 
общности, можно считать эту последовательность сходящейся 
к некоторой кривой у 0 - Кривая у 0 лежит на поверхности F, 
так как в противном случае ее длину (Іо) можно уменьшить, 
что невозможно по определению Іо. Так как всякая кривая 
на поверхности имеет длину, не меньшую расстояния между 
ее концами, то длина у 0 не меньше р(Х, У). Тем более длина 
кривой у не меньше р(Х, У). Если кривая у не лежит целиком 
на поверхности, то, как показано выше, ее длину можно умень¬ 
шить и, следовательно, в этом случае длина у строго больше 
расстояния между ее концами р(Х, У). Теорема доказана пол¬ 
ностью. 

С помощью теоремы Буземана, так мы будем называть тео¬ 
рему 1, легко доказывается следующая теорема о кратчайших 
на поверхности выпуклой шапки. Напомним, что выпуклой шап« 



Рис. 8. 
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кой называется выпуклая поверхность с плоским краем, одно¬ 
значно проектирующаяся на плоскость края. 

Теорема 2. Любые две точки выпуклой шапки можно 
соединить кратчайшей. 

Доказательство. Дополним выпуклую шапку со до пол¬ 
ной выпуклой поверхности полуцилиндром (рис. 9). Пусть X 
и У —две произвольные точки шап¬ 
ки (о. На поверхности, составленной 
из шапки о) и полуцилиндра, их мож¬ 
но соединить кратчайшей у. 

Проведем плоскость а, параллель¬ 
ную основанию шапки и отделяющую 
точки X и У от края шапки. Если 
утверждение теоремы неверно, то кри¬ 
вая у должна пересекать плоскость а. 

Но тогда ее можно укоротить, заме¬ 
нив часть кривой, расположенную 
под плоскостью а (со стороны осно¬ 
вания шапки), ее проекцией на эту Рис. 9. 

плоскость. А это противоречит тео¬ 
реме Буземана в применении ее к укороченной кривой. Теорема 
доказана. 

Теорема 3. Пусть Хо — фиксированная точка на выпуклой 
поверхности F, X — точка поверхности, близкая к Л' 0 , р(Х) и 
6 (X) — расстояния между точками X и Х 0 на поверхности и 
в пространстве соответственно. Тогда 

р(Х)/6(Х)->1, 

когда точка X неограниченно приближается к точке Х 0 . 

Доказательство. Допустим, утверждение теоремы не¬ 
верно. Тогда существует последовательность точек Х п , сходя¬ 
щаяся к точке Х 0 , такая, что 

р (Х Я )ІЪ(Х Я )>Х> 1. 

Обозначим F n выпуклую поверхность, которая получается из F 
преобразованием подобия с центром Х 0 и коэффициентом подо¬ 
бия 1/б(Х„). При п~* <х эта последовательность поверхностей 
сходится к касательному конусу Ко поверхности F в точке А 0 - 
Точке Х п поверхности F на поверхности F n соответствует неко¬ 
торая точка У„, пространственное расстояние которой от Х 0 рав¬ 
но единице. При п-*оо точка У„ неограниченно приближается 
к конусу Ко (рис. 10). 

Пусть g — полупрямая, исходящая из точки Х 0 , продолже¬ 
ние которой проходит внутрь тела, на границе которого распо¬ 
ложена поверхность F. Сместим прямолинейный отрезок Х а У п 
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в направлении полупрямой g на малое расстояние е в положе¬ 
ние Х' 0 Y' n . При достаточно большом п ломаная Y n Y' n X' 0 X 0 рас¬ 
положена вне тела, на границе которого находится поверхность 
F n . Поэтому расстояние между точ¬ 
ками А 0 и Y n на F n , равное, оче¬ 
видно, р(А„) /б (Х п ), меньше 1+2е. 
Приняв е<(Л—1)/2, получим 
p(X„)/ö(X n )^.X и, таким образом, 
приходим к противоречию. Теорема 
доказана. 

Основным предложением о геоде¬ 
зических на выпуклой поверхности 
является теорема И. М. Либермана 
о выпуклости геодезической на проек¬ 
тирующем ее цилиндре [45]. При всей 
простоте этого предложения из него 
вытекают важные и многочисленные 
следствия, в целом дающие достаточно полную внешнюю ха¬ 
рактеристику геодезических линий на выпуклой поверхности. 
Вот эта теорема. 

Теорема 4. Пусть у — геодезическая на выпуклой поверх¬ 
ности F, и g — полупрямая, образующая со всеми внешними 
нормалями поверхности вдоль геодезической углы, меньшие 
п/2. Тогда на цилиндре Z, 
проектирующем геодезиче¬ 
скую у в направлении g, кри¬ 
вая у является выпуклой и об¬ 
ращена выпуклостью в напра¬ 
влении g (рис, 11, а, б). 

Доказательство. Пре¬ 
жде всего заметим, что тео¬ 
рему достаточно доказать для 
окрестности произвольно взя¬ 
той точки Р на геодезиче¬ 
ской y. так как выпуклость 
кривой в окрестности каждой 
ее точки в одном и том же на¬ 
правлении влечет за собой вы¬ 
пуклость в целом. 

Пусть y' — отрезок геодезической y длины е, содержащий 
данную точку Р в качестве одной из внутренних точек. Если е 
достаточно мало, то y' будет кратчайшей, причем не только на 
поверхности F, но и на полной выпуклой поверхности, частью 
которой является F. Поэтому теорему достаточно доказать для 
случая, когда у является кратчайшей на полной выпуклой по* 
верхности. 
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Развернем цилиндр Z на плоскость (рис. 11,6). Полученную 
при этом полосу между двумя параллельными прямыми раз¬ 
вертка у кривой у разбивает на две части Zi и Z 2 , одна из кото¬ 
рых, например Zi, соответствует части Zi цилиндра Z, располо¬ 
женной вне поверхности. 

Допустим, теорема неверна. Тогда на кривой у найдется пара 
точек_Х и У, которые можно соединить прямолинейным отрез¬ 
ком б в области Zi. Отрезку б на цилиндре Z соответствует 
кривая б, соединяющая точки X и У поверхности F и лежащая 
вне тела, ограниченного этой поверхностью. Согласно теореме 
Буземана длина этой кривой больше расстояния между точ¬ 
ками X и У на F, которое совпадает с длиной отрезка XY гео¬ 
дезической у. Таким образом, отрезок XT кривой у, равный по 
длине отрезку ХУ кратчайшей у, должен быть короче прямо¬ 
линейного отрезка б с концами ІиУ. Полученное противоречие 
и доказывает теорему. 

Теорема Либермана позволяет выяснить дифференциальные 
свойства геодезической. Именно, с ее помощью доказывается 
следующая теорема. 

Теорема 5. Геодезическая у на выпуклой поверхности F 
имеет в каждой точке правую и левую полукасательные, непре¬ 
рывные соответственно справа и слева. 

Доказательство. Пусть gi, g 2 , gs — три полупрямые, 
исходящие из точки Х 0 геодезической у внутрь тела, ограничен¬ 
ного поверхностью F. В малой окрестности точки Х е внутренние 
нормали поверхности F вдоль геодезической образуют с полу¬ 
прямыми gi углы, меньшие я/2. 

Пусть ві — единичные векторы, направленные вдоль полу¬ 
прямых gi, a r(s) —вектор точки геодезической, соответствую¬ 
щей дуге s. Согласно теореме 4 Либермана каждая из вектор- 
функций <?іг($), рассматриваемая в окрестности точки Х 0 , 
является выпуклой, следовательно, имеет-правую и левую про¬ 
изводные, непрерывные справа или слева соответственно. Атак 
как 

/ \ = (ге,)(е г Хе 3 ) , (re 2 )(e 3 Xe,) (re 3 )(е, X е 2 ) 

К ’ (е&ез) (е 2 е 3 ві) (в 3 е,е 2 ) 

-то этими свойствами обладает и функция r(s). Отсюда следует 
существование правой и левой полукасательных к геодезиче¬ 
ской у с указанными свойствами непрерывности. Теорема до¬ 
казана. Теорема 5 дополняется следующей теоремой. 

Теорема 5а. Геодезическая на выпуклой поверхности 
имеет почти везде, исключая, может быть, не более чем счетное 
множество точек, касательную, непрерывную на множестве тех 
точек, где она существует. 
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Доказательство этой теоремы не отличается от доказатель¬ 
ства теоремы 5. Оно основано на свойствах дифференцируе¬ 
мости выпуклых функций и данном выше представлении век¬ 
тора точки геодезической r(s) через выпуклые функции (r(s)e 4 ), 
(r(s)e 2 ), (r(s)e 3 ). 

Свойства непрерывности полукасательных вдоль геодезиче¬ 
ской на выпуклой поверхности уточняются следующей тео¬ 
ремой. 

Теорема 6. Если углы между внешними нормалями вы¬ 
пуклой поверхности вдоль геодезической с исключенными кон¬ 
цами меньше ■0’<я/2, то углы между правыми (левыми) полу¬ 
касательными в любых двух точках этой геодезической не пре¬ 
восходят 2#. 

Доказательство. Пусть точка Х 2 на геодезической у 
находится справа от X lt ti — правая полукасательная геодези¬ 
ческой у в точке Хі и п% — внешняя нормаль к опорной пло¬ 
скости поверхности в этой точке. Проведем полупрямую g, 
образующую с полупрямыми t\ и п\ углы я— ft и я/2 — Ф соответ¬ 
ственно. Так как внешние нормали поверхности вдоль геодези¬ 
ческой у образуют с полупрямой g углы, меньшие я/2, то усло¬ 
вия теоремы Либермана для геодезической у и полупрямой g 
выполнены. Из этой теоремы следует, что правая полукасатель¬ 
ная t 2 в точке Х 2 геодезической у образует с полупрямой g угол 
не меньше я —- #. 

Так как обе полукасательные h и t 2 образуют с полупрямой 
g углы, не меньшие я — О, то они образуют друг с другом угол 
не больше 2'б\ Теорема доказана. 

Теорема 6а. Если углы между внешними нормалями вы¬ 
пуклой поверхности вдоль геодезической с исключенными кон¬ 
цами меньше •&, то углы между правой и левой полукасатель¬ 
ными в двух любых точках геодезической не меньше я — 20. 

Доказательство. Пусть речь идет о правой полукаса¬ 
тельной ti в точке Х\ и левой полукасательной х 2 в точке Х 2 . 
Так как геодезическая имеет почти всюду касательную (теоре¬ 
ма 5а), то существует последовательность точек А п с касатель¬ 
ными t n в них, сходящаяся к точке Хі справа. Пусть /' и Г — 
правая и левая полукасательные касательной t n . По теореме 5 
полукасательные t' n сходятся к правой полукасательной ti в точ¬ 
ке Хі. После этого достаточно воспользоваться теоремой 6 
в применении к полукасательным t" n , т 2 и перейти к пределу 
при А п -*Х 1 . Как следствие теоремы 6а получается следующая 
теорема. 

Теорема 7. Если точка X геодезической на выпуклой по¬ 
верхности является гладкой точкой поверхности, то эта точка 
является также гладкой точкой геодезической , 
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Значит, на гладкой выпуклой поверхности любая геодезиче¬ 
ская является гладкой кривой. 

Теорема 8. Пусть X и Y — две точки на выпуклой поверх¬ 
ности и у соединяющая их геодезическая. Тогда, если углы 
между внешними нормалями поверхности вдоль геодезической у 
с исключенными концами не превосходят ф, то угол между по¬ 
лукасательной к геодезической в точке X и отрезком XY не 
больше 20. 

Доказательство. Пусть r(s) — вектор точки вдоль гео¬ 
дезической в зависимости от дуги s. Так как производная r'(s) 
почти везде существует, ограничена и |/•'(«) | = 1 (теорема 3), то 

) (У) 

XY = r{Y)-r(X)= { r'(s)ds. 

(X) 

После этого достаточно заметить, что вектор г'(Х) образует 
с любым вектором r'(s) угол, не больший 20, и утверждение 
теоремы становится очевидным. 

С помощью теоремы 4 выясняется характер сходимости по- 
лукасательных сходящейся последовательности геодезических, 
именно, доказывается следующая важная теорема. 

Теорема 9. Пусть F it F 2 , ... — бесконечная последователь¬ 
ность выпуклых поверхностей, сходящаяся к выпуклой поверх¬ 
ности F, Х п — точка на поверхности F n , у п — геодезическая на 
F„, исходящая из точки Х п , и t n — полукасательная геодезиче¬ 
ской уп в точке Х п . 

Пусть при я —► оо последовательность точек Х п сходится 
к точке X поверхности F, последовательность геодезических у п 
сходится к геодезической у на F, и последовательность полука- 
сательных t n сходится к полупрямой t. 

Пусть, наконец, t 0 — любая полупрямая, идущая из точки X 
внутрь тела, на границе которого расположена поверхность F. 
Тогда : 

1) полупрямая t образует с полупрямой t 0 угол не меньший, 
чем угол между полукасательной геодезической у в точке X 
с той же полупрямой to; 

2) полупрямая t лежит в одной из опорных плоскостей по¬ 
верхности F в точке X. 

Доказательство. Прежде всего сделаем несколько за¬ 
мечаний о плоских выпуклых кривых, к рассмотрению которых 
с помощью теоремы Либермана сводится доказательство этой 
теоремы. Пусть в плоскости ху имеем выпуклую кривую С, за¬ 
даваемую уравнением 

y=f(x) 

в декартовых координатах х, у. Кривая С имеет в каждой точке 
правую и левую полукасательные. Образуемые ими углы 
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с осями координат монотонно изменяются при движении вдоль 
кривой. Отсюда следует, что если координаты хну точки кри- 
вой рассматривать как функции ее дуги s, то каждая из этих 
функций имеет монотонную правую и левую производные, 
а следовательно, сами функции x(s) и y(s) являются выпук¬ 
лыми. Очевидно, кривая С задается любой из двух функций 
*(«). «/(«)• 

Пусть мы имеем бесконечную последовательность выпуклых 
кривых С„: y=fn(x), исходящих из начала координат О, обра¬ 
щенных выпуклостью в сторону у< 0. Пусть при п-+оо эти 
кривые сходятся к выпуклой кривой С: y=f(x). Каждой из кри¬ 
вых С„, С соответствует пара функций x n (s) и t/„(s), соответ¬ 
ственно x(s) и y(s). Сходимость кривых С п влечет за собой схо- 
димость функций jc„(s) и у п (s) к x(s) и y(s) соответственно. 
А из выпуклости и сходимости функций x n (s) получается 

д/(0)< Нт х' п (0). 

Это значит, что угол, образуемый полукасательной к предель¬ 
ной кривой С в точке О с полуосью у> 0, не больше нижнего 
предела углов, образуемых полукасательными кривых С„ с той 
же полуосью. 

Обратимся теперь к доказательству теоремы. Так как полу¬ 
прямая t 0 направлена внутрь тела, ограниченного поверх¬ 
ностью F, то на некотором отрезке геодезической у в окрест¬ 
ности точки X внутренние нормали поверхности вдоль этой гео¬ 
дезической образуют с направлением t 0 углы, меньше я/2 — е, 
где в — малое положительное число. Не ограничивая общности, 
можно считать, что это выполнено вдоль всей геодезической у. 
При достаточно большом п внутренние нормали поверхностей 
F n вдоль геодезических у п будут образовывать с направлением 
to углы, меньшие я/2. 

Обозначим через Z„ цилиндр, проектирующий геодезическую 
у„ в направлении t 0 , а через Z — цилиндр, проектирующий гео¬ 
дезическую у в том же направлении. Развернем каждый ци¬ 
линдр Z n и Z на плоскость ху и расположим его так, чтобы 
направление проектирования t 0 совпадало с направлением полу¬ 
оси у> 0, точки Х п и X были совмещены с началом координат О, 
а разворачивание происходило бы на полуплоскость х>0. При 
таком разворачивании геодезические у п переходят в выпуклые 
кривые С„, обращенные выпуклостью в сторону у <0 и схо¬ 
дящиеся к выпуклой кривой С, в которую переходит геодезиче¬ 
ская у. По доказанному выше полукасательная кривой С в точ¬ 
ке О образует с полуосью у >0 угол, не больший нижнего пре¬ 
дела углов, образуемых полукасательными кривых С„ в точке О 
с той же полуосью у> 0. 
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Допустим теперь, что теорема неверна. Тогда найдутся гео¬ 
дезические уп со сколь угодно большими номерами п, такие, что 
для образуемых их полукасательными в точках Х п углов а с на« 
правлением t 0 будет a(t n , t 0 )<a(t , t 0 ) — е, где е>0. Отсюда 
Нт а (/„, t 0 )<a(t, t 0 )-e. 

Но это противоречит свойству сходимости углов ДЛЯ ПЛОСКИХ 
кривых С„. Действительно, а (/„, t 0 ) и а (t, f 0 ) совпадают с уг¬ 
лами, которые образуют полукасательные кривых С п и С 
с полуосью у> 0, а по доказанному должно быть 
lim а ( t n , t 0 ) ^ а ( t , t 0 ). 

П-> оо 

То, что полупрямая t лежит в одной из опорных плоскостей 
поверхности F, можно заключить следующим образом. Каждая 
полукасательная t n лежит в некоторой опорной плоскости <г„ 
поверхности F„. Из последовательности плоскостей <х„ можно 
выделить сходящуюся подпоследовательность. Предельная пло¬ 
скость этой подпоследовательности содержит полупрямую t и 
является опорной для поверхности F. Теорема доказана пол¬ 
ностью. Из теоремы 9 вытекают два важных следствия. 

1. Если полупрямая t касается поверхности F, т.е. совпадает 
с одной из образующих касательных конуса поверхности F в точ¬ 
ке X, то она является полукасательной кривой у в этой точке. 

Действительно, в этом случае в качестве полупрямой t 0 
можно взять полупрямую сколь угодно близкого к t направле¬ 
ния. Отсюда следует, что полукасательная к у образует с t 
сколь угодно малый угол. А это может быть только в том слу¬ 
чае, когда полупрямая t совпадает с полукасательной. 

2. Если точка X является гладкой точкой поверхности F, 
то полупрямая t будет полукасательной геодезической у. 

В самом деле, в точке X поверхность F имеет только одну 
опорную плоскость. Поэтому всякая полупрямая, исходящая из 
точки X и лежащая в этой плоскости, касается поверхности F 
в точке X. В частности, это относится к полупрямой t. После 
этого достаточно воспользоваться предыдущим следствием тео¬ 
ремы 9. 

§ 2. Специальное разложение радиуса-вектора 
точки выпуклой поверхности 
в окрестности произвольной начальной точки 

Простота исследования «в малом» регулярных поверхностей 
связана с возможностью удобного разложения радиуса-вектора 
точки поверхности в окрестности произвольно взятой начальной 
точки. Сейчас мы получим аналогичное разложение для общих 
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выпуклых поверхностей без каких-либо предположений о ре¬ 
гулярности. 

Теорема 1. Пусть F-^ общая выпуклая поверхность, X и 
У — две точки на ней и у — соединяющая их кратчайшая. От¬ 
ложим на полукасательной к кратчайшей у в точке X отрезок 
XY, равный длине кратчайшей у. 

Тогда единичный вектор, имеющий направление УУ, принад¬ 
лежит выпуклой оболочке сферического изображения кратчай¬ 
шей у с исключенными концами (рис. 12). 

Доказательство. Рассмотрим сначала тот случай, ко¬ 
гда поверхность F является выпуклым многогранником. В этом 



Рис. 12. 



случае кратчайшая у представляет собой ломаную, звенья кото¬ 
рой лежат на гранях многогранника, а вершины на его ребрах. 
Обозначим öi, 62 , . •., бп последовательные звенья ломаной у 
при движении от У к X, ki, k 2 , ..., &„_i — ребра многогранника, 

которые пересекает ломаная, 64 . б„_і — углы многогранника 

при этих ребрах, наконец, оь, а 2 , ...., а п — грани многогранника, 
в которых лежат звенья 6 і, 62 , ..., б п соответственно. 

Подвергнем ломаную у следующему преобразованию. Сна¬ 
чала повернем звено 6 і вместе с гранью ссі, в которой оно лежит, 
на угол я — бч около ребра При этом звено бі окажется на 
продолжении звена бг- Затем оба звена бі и 6 2 повернем около 
ребра k 2 на угол я —б 2 . Тогда оба звена бі и б 2 окажутся на 
продолжении звена б 3 и т. д. После поворота около ребра k n _і 
ломаная у перейдет в прямолинейный отрезок XY (рис. 13). 

При описанной деформации ломаной у ее конец У движется 
по гладкой кривой, составленной из дуг окружностей^ полука¬ 
сательные к которым, проведенные в направлении УУ, парал¬ 
лельны и одинаково направлены с внешними нормалями к опор¬ 
ным плоскостям многогранника F вдоль кратчайшей у. Отсюда 
очевидным образом следует, что единичный вектор направле- 
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ния УУ принадлежит выпуклой оболочке кратчайшей у с исклю¬ 
ченными концами. 

Рассмотрим теперь общий случай. Возьмем на кратчайшей у 
две точки X' и У', близкие к точкам X и У соответственно, и 
обозначим у' отрезок кратчайшей, заключенный между ними. 
По свойству неналегания кратчайших (§ 3 гл. I) у' является 
единственной кратчайшей, соединяющей точки X' и У'. Отло¬ 
жим на полукасательной к кратчайшей у' в то>ше X' отрезок, 
равный длине этой кратчайшей, и обозначим Y' конец этого 
отрезка. 

Построим последовательность выпуклых многогранников F n , 
сходящихся к поверхности F, вписанных в эту поверхность, и 
содержащих точки Г и У' в числе их вершин. Такая последова¬ 
тельность многогранников строится без труда следующим об¬ 
разом. На поверхности F берем достаточно густую сеть то¬ 
чек S n , содержащую точки X', Y', и образуем выпуклую обо¬ 
лочку Ф этого множества. Это будет выпуклый многогранник. 
Если поверхность F полная, то этот многогранник и есть F n . 
Если F — неполная поверхность, то F n получается из Ф соответ¬ 
ствующим вырезанием. 

Соединим точки X' и У' на многограннике F" кратчай¬ 
шей у' п и построим точку У' подобно тому, как для поверх¬ 
ности F и кратчайшей у' была построена точка У'. Так как у' 
является единственной кратчайшей, соединяющей точки X' и У' 
на поверхности F, то при оо кратчайшие у' п сходятся к у'. 
Длины кратчайших у' п всегда сходятся к длине у'. Полукаса¬ 
тельные кратчайших у' в точке X' сходятся к полукасатель¬ 
ной у' в этой же точке (следствие 1 теоремы 9, § 1). Отсюда 
следует, что точки Y' n сходятся к точке У , а значит, направле¬ 
ние вектора Y'Y' n сходится к направлению вектора Y'y'. 

Так как при достаточно большом п сферическое изображе¬ 
ние кривой у' попадает в сколь угодно малую окрестность 
сферического изображения кривой у', то, переходя к пределу 
при п —> оо^ заключаем, что единичный вектор, имеющий напра¬ 
вление Y'Y', принадлежит выпуклой оболочке сферического 
изображения кратчайшей у'. 

Пусть теперь точки X' и У' неограниченно приближаются со¬ 
ответственно к концам X и У кратчайшей у. Так как при этом 
длина дуги у' сходится к длине дуги у, а полукасательная к у' 
в точке ^сходится к полукасательной _к у в точке X, то напра¬ 
вление Y'Y' сходится к направлению УУ, и, следовательно, еди¬ 
ничный вектор направления УУ принадлежит выпуклой обо¬ 
лочке сферического изображения кратчайшей у с исключен¬ 
ными концами. Теорема доказана. 


5 А. В. Погорело« 
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Теорема 2. Пусть сохраняются обозначения теоремы 1 и, 
кроме того, пусть т(У )—единичный касательный _вектор у в 
точке X, n(Y )—единичный вектор направления У У, Ф(У) — 
угол между векторами т(У) и п(У). 

Тогда, если точка У произвольным образом неограниченно 
приближается к точке X, то 

д(У)-»я/2, |УУ|/|ХУ| — 0. 

Доказательство. Допустим, первое утверждение не- 
верно. Тогда существует последовательность точек У*, сходя¬ 
щаяся к X, такая, что при каждом k угол 

|0(У*)-||>е, е > 0. 

Подвергнем поверхность F преобразованию подобия отно¬ 
сительно центра X с коэффициентом подобия 1/s (У&), где 
s(Yh) — расстояние между точками X и У& на поверхности F. 
При этом получим поверхность Fh с кратчайшей ун на ней. Так 
же, как для поверхности F и кратчайшей у> построим для по¬ 
верхности Fk и кратчайшей векторы т* и n h . Эти векторы па¬ 
раллельны х (Yk) и n(Yh), а поэтому образуют угол |ф й — у | > е. 

Последовательность поверхностей F и при k -* оо сходится 
к касательному конусу V поверхности F в точке X. Не ограни¬ 
чивая общности, можно считать, что кратчайшие y h сходятся 
при этом к отрезку единичной длины одной из образующих ко¬ 
нуса V, а сама образующая является пределом полукасатель- 
ных кратчайших ун в начальной точке X. При достаточно боль¬ 
шом k сферическое изображение кратчайшей y k с исключенными 
концами содержится в сколь угодно малой окрестности сфери¬ 
ческого изображения упомянутой образующей конуса V без ее 
начальной точки X и, следовательно, Ф* при достаточно боль¬ 
шом k сколь угодно мало отличается от я/2. Мы пришли к про¬ 
тиворечию. Первое утверждение теоремы доказано. 

Допустим теперь, что неверно второе утверждение теоремы. 
Тогда существует последовательность точек Yk, сходящаяся 
к X, такая, что при каждом k 

I YkYk\/s(Y k ) >е>0. 

Как и при доказательстве первого утверждения, построим 
последовательность выпуклых поверхностей Fh. Так как при 
k-*oo поверхности F h сходятся к касательному конусу V по¬ 
верхности F в точке X, кратчайшие уь сходятся к единичному 
отрезку одной из образующих конуса V и полукасательные к у* 
в точке X сходятся к упомянутой образующей, то отношение 
I Y h Yk\ls(Yk) стремится к нулю, вопреки предположению. Тео¬ 
рема доказана полностью. 
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Как следствие теоремы 1 получается следующее удобное для 
наших целей представление радиуса-вектора произвольной точки 
выпуклой поверхности в окрестности данной начальной точки. 

Теорема 3. Пусть Х 0 — гладкая точка выпуклой поверх¬ 
ности, X — близкая к ней точка, т(Х) —единичный вектор по¬ 
лукасательной в точке Х 0 к кратчайшей, соединяющей точки X 
и Х 0 , s (X) — длина кратчайшей. 

Тогда для радиуса-вектора г(Х) точки X имеет место сле¬ 
дующее представление: 

r(X)=r(Xo)+T(X)s(X)+v(X), 

где ѵ (X) — вектор, направление которого при X -*■ Х 0 сходится 
к направлению внутренней нормали поверхности в точке Х 0 , и, 
кроме того, 

|v(X)|/s(X)-*0. 

Теорема 4. Геодезическая линия на выпуклой поверхно¬ 
сти в каждой гладкой точке поверхности имеет соприкасаю¬ 
щуюся плоскость, нормальную к касательной плоскости. На 
гладкой выпуклой поверхности соприкасающаяся плоскость гео¬ 
дезической непрерывно изменяется при движении вдоль кривой. 

Доказательство. По определению соприкасающаяся пло¬ 
скость кривой в точке О есть предельное положение плоскости, 
проходящей через касательную к кривой в точке О и близкую 
к О точку X кривой, когда Х-±0. Воспроизведем построение, 
указанное в теореме 1. Тогда построенная плоскость содержит 
отрезок касательной ОУ и отрезок XY, имеющий направление, 
близкое к нормали поверхности в точке О. При Х->0 эта пло¬ 
скость переходит в нормальную плоскость поверхности, проходя¬ 
щую через касательную к геодезической в точке О. 

Так как геодезическая на гладкой выпуклой поверхности 
гладкая, то ее соприкасающаяся плоскость, определяемая не¬ 
прерывно зависящими от точки касательной к геодезической и 
нормалью к поверхности, также изменяется непрерывно. Тео¬ 
рема доказана. 

Воспользуемся теоремой 3 для доказательства одной леммы, 
которая нам понадобится при доказательстве однозначной оп¬ 
ределенности выпуклых шапок в § 6. 

Лемма. Пусть fj и F 2 — две гладкие выпуклые поверхно¬ 
сти, касающиеся плоскости ху в начале координат О и обра¬ 
щенные выпуклостью в сторону г<0. Пусть между поверхно¬ 
стями установлено точечное соответствие, удовлетворяющее ус¬ 
ловиям: 

1. Если Хі и Х 2 — соответствующие точки поверхностей, то 
кратчайшие уі и у 2 , соединяющие эти точки на поверхностях F t 


5* 
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и F 2 с точкой О, имеют одинаковые длины s и общую полукаса¬ 
тельную в точке О. 

2. В окрестности точки О для z -координаты точек Хі и Х 2 
выполняется неравенство 

z(X l )+As 2 <z(X 2 )<Bs 2 , 

где А и В — положительные постоянные. 

Тогда в окрестности точки О поверхность F 2 содержится вну¬ 
три поверхности F \. Более того, для функций z x (х, у) и z 2 (x, у ), 
задающих эти поверхности в окрестности точки О, выполняется 
условие 

zi (х, у) + С (х 2 +у 2 ) < z 2 (х, у ), 

где С — положительная постоянная. 

Доказательство. Прежде всего заметим, что если точки 
X и У на гладкой выпуклой поверхности достаточно близки к не¬ 
которой точке О, то прямая, соединяющая эти точки, образует 
с нормалью к поверхности в точке О угол, близкий к я/2. 

Воспроизведем теперь конструкцию, указанную в формули¬ 
ровке теоремы 1. Именно, отложим на общей полукасательной 
кратчайших уі и у 2 от точки О 
отрезок s, равный длине крат¬ 
чайших. Полученную точку Y со¬ 
единим с точками Хі, Х 2 и рас¬ 
смотрим треугольник XiX 2 Y 
(рис. 14). По теореме 3 при до¬ 
статочно малом s его стороны 
YX 1 и YX г образуют малый угол, 
так как их направления близки 
к нормали поверхностей в точ¬ 
ке О, т. е. к направлению оси z. 
Отсюда ввиду условия 2 леммы 
следует, что стороны Х\Х 2 и YX 2 являются величинами одного 
порядка малости, и, следовательно, отрезки ХіХ 2 и X 2 Y также 
образуют малый угол. 

Проведем через точку Х 2 прямую, параллельную оси г. Она 
пересечет поверхность Fi в некоторой точке Х\, вообще говоря, 
отличной от Хі. Так как отрезки ХіХ\ и Х^ сходятся в точке 
Х\ под углом, близким к прямому, то z(X 2 ) >z (y 9 . Более того, 
разность z(X 2 ) —z(Xi) имеет порядок ХіХ 2 . Следовательно, в 
достаточно малой окрестности точки О будет z (Х 2 ) — г (х[) > лѴ. 
где А' — постоянная, меньшая А. Величина s 2 , очевидно, экви¬ 
валентна х 2 +у 2 , где х и 0 —координаты проекции точки на 
плоскость ху. Лемма доказана, 



Рис. 14. 
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§ 3. Выпуклые поверхности ограниченной 
удельной кривизны 

По А. Д. Александрову, выпуклая поверхность F имеет в 
точке X ограниченную удельную кривизну, если эта точка имеет 
окрестность, такую, что для любой области G, принадлежащей 
этой окрестности, отношение кривизны поверхности в области G 
к площади области ограничено некоторой постоянной, не зави- 
сящей от области G, т. е. 

co(G)/S(G)<C< оо. 

Если в каждой точке поверхности удельная кривизна ограни¬ 
чена, то такая поверхность называется поверхностью ограни¬ 
ченной удельной кривизны. Так как внутренняя кривизна по¬ 
верхности равна ее внешней кривизне, т. е. площади сфериче¬ 
ского изображения, то в данном выше определении удельной 
кривизны ü>(G) можно считать площадью сферического изобра¬ 
жения области G. 

Для выпуклых поверхностей ограниченной удельной кри¬ 
визны имеет место следующая важная теорема А. Д. Александ¬ 
рова [5]. 

Теорема 1. Каждая точка X выпуклой поверхности огра¬ 
ниченной удельной кривизны или гладкая, или принадлежит 
прямолинейному ребру, причем точка X не является концом 
этого ребра. 

Доказательство. Если точка X не является гладкой и 
не является внутренней точкой прямолинейного ребра, лежа¬ 
щего на поверхности, то могут быть только следующие три воз¬ 
можности: 

1 ) точка X коническая; 

2 ) точка X ребристая, причем через нее не проходит никакое 
прямолинейное ребро; 

3) точка X является концом прямолинейного ребра. Поэтому 
для доказательства теоремы достаточно показать, что в каждом 
из этих случаев внешняя удельная кривизна поверхности не 
ограничена. 

Если точка X коническая, то сферическое изображение лю¬ 
бой сколь угодно малой окрестности точки X на поверхности 
покрывает сферическое изображение касательного конуса по¬ 
верхности в точке X. Следовательно, площадь сферического изо¬ 
бражения любой окрестности точки X не меньше площади сфе¬ 
рического изображения конуса. Так как у точки X существуют 
окрестности сколь угодно малой площади, то удельная кри¬ 
визна в конической точке поверхности не ограничена. 

Пусть теперь точка X ребристая и через нее не проходит ни¬ 
какое прямолинейное ребро. Касательный конус поверхности в 
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такой точке представляет собой двугранный угол. Пусть и 
a 2 — грани этого угла, а g — его ребро. Проведем плоскость a, 
параллельную ребру g, пересекающую его грани ai и a 2 под 
равными углами и отстоящую на расстоянии г от точки X. 
Если г достаточно мало, то шапка Е, которую отрезает пло¬ 
скость от поверхности F, 
проектируется на плоскость 
а однозначно. 

Проведем теперь две 
плоскости ßi и ß 2 перпенди¬ 
кулярно к ребру g так, что¬ 
бы они упирались в край 
шапки (рис. 15). Полупло¬ 
скости ai и а 2 , плоскости 
ßi, ß 2 и а ограничивают 
трехгранную призму. Площадь поверхности этой призмы без 
площади грани, лежащей в плоскости а, не меньше площади 
поверхности шапки, и она равна 

2x2 + х *> = cosW sin * + *і + **)■ 

где Хі и х 2 — расстояния плоскостей ßi и ß 2 от точки X, а 
d — половина двугранного угла, образуемого гранями призмы аі 
и а 2 . Таким образом, для площади S(E) поверхности шапки 
имеем 

5(E) < -^ 5 ;(z + a: 1 + x 2 ). 

Оценим теперь площадь сферического изображения шапки. 
Для этого рассмотрим конус К, проектирующий основание 
шапки из точки X. Сферическое изображение шапки Е покры¬ 
вает сферическое изображение конуса К, так как для каждой 
опорной плоскости конуса существует параллельная опорная 
плоскость шапки. По той же причине сферическое изображение 
четырехгранного угла, проектирующего из точки X грань 
призмы, лежащую в плоскости а, покрывается сферическим изо¬ 
бражением конуса К 

Сферическое изображение этого четырехгранного угла есть 
сферический четырехугольник с диагоналями, пересекающимися 
под прямым углом и равными по длине л —2d и л — 2ср, где 
2 d — угол, образуемый гранями аі и а 2 , а 2<р — угол, образуе¬ 
мый двумя другими противолежащими гранями. Если г доста¬ 
точно мало, л — 2<р тоже мало, и площадь сферического четы¬ 
рехугольника у (я — 2d) (я — 2ф). Во всяком случае, суще¬ 
ствует постоянная тф0 такая, что площадь четырехугольника 
будет больше т (я — 2d) (я 2ф) •. 


ff X / 



Рис. 15. 
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Так как я — 2<p = arctg -j- + arctg —■, то ввиду малости от¬ 
ношений zlx\ и zfx 2 можно считать, что я — 2<р>-=-(—+ — V Та- 

г \Х\ х 2 / 

ким образом, для площади сферического изображения рассма¬ 
триваемого четырехгранного угла, а следовательно, и для пло¬ 
щади to сферического изображения шапки Е имеем: 


Отсюда для удельной кривизны шапки Е получаем 


!Ц)> mcos» (л _ 2в) ( 


Z + X 1 + 2*2 г + 2хі + х г ) 


т. е. она неограниченно растет, когда отрезающая шапку Е пло¬ 
скость а приближается к точке X. 

Случай, когда точка X является концом прямолинейного 
ребра g, рассматривается аналогично. Нужно только пло¬ 
скость а проводить через точку Хі ребра g, отличную от X, на 
малом расстоянии z от точки X. При этом получается, что если 
точка Хі приближается к X, а г убывает быстрее, чем расстоя¬ 
ние между X и Хі, то удельная кривизна шапки, отрезаемой 
плоскостью о от поверхности F f неограниченно растет. 

Итак, если в точке X выпуклой поверхности F удельная кри¬ 
визна ограничена, то или точка X гладкая, или через точку X 
проходит прямолинейное ребро, по которому поверхность имеет 
излом, причем точка X не является концом этого ребра. Ника¬ 
кие другие особенности в точке X невозможны. 

Из теоремы 1 вытекают важные следствия. 

Следствие 1. Выпуклые шапки с ограниченной удельной 
кривизной являются гладкими. 

Действительно, нарушение гладкости может быть только 
из-за наличия прямолинейного ребра, концы которого лежат на 
границе шапки. Но тогда шапка вырождается в плоскую , вы¬ 
пуклую область. 

Следствие 2. Если полная выпуклая поверхность с огра¬ 
ниченной удельной кривизной не является цилиндром, то она 
гладкая. В частности, все замкнутые поверхности ограниченной 
удельной кривизны гладкие. 

В самом деле, ребро, из-за наличия которого нарушается 
гладкость, должно быть некоторой прямой. С другой стороны, 
выпуклая поверхность, содержащая целую прямую, является 
цилиндрической. 

Во многих случаях оказывается полезной следующая тео¬ 
рема, также принадлежащая А. Д. Александрову [5]. 

Теорема 2. Пусть F — выпуклая поверхность, g — прямо¬ 
линейный отрезок на поверхности F, X — точка отрезка g. 
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Тогда существует последовательность областей на поверх¬ 
ности, сходящихся к точке X, удельные кривизны которых не¬ 
ограниченно убывают. 

Доказательство. Касательный конус поверхности в 
точке X есть или двугранный угол, или плоскость. В обоих слу¬ 
чаях прямая, содержащая отрезок g, разбивает касательный 
конус на две полуплоскости оц и а,г (рис. 16). 

Проведем плоскость о через точку X перпендикулярно к от¬ 
резку g. Она пересекает поверхность по выпуклой кривой у. По¬ 
лукасательные этой кривой 
в точке X суть полупрямые, 
по которым плоскость о пе¬ 
ресекает полуплоскости «і, 
иг- Не ограничивая общно¬ 
сти, можно считать, что ка¬ 
ждая из этих полукасатель- 
ных имеет с кривой у толь¬ 
ко одну общую точку, 
именно точку X. В против¬ 
ном случае кривая у содер¬ 
жала бы прямолинейный 
отрезок с концом в точке X. 
Но тогда на F была бы плоская'область и построение областей, 
существование которых утверждается теоремой 2, не составля¬ 
ло бы труда. 

Пусть п — внешняя нормаль поверхности F в точке X, обра¬ 
зующая с полуплоскостями а,і и а 2 равные углы, Р — точка на 
ней, близкая к точке Х\ А и В — точки отрезка g, взятые по 
разные стороны от точки X. 

Опорные полупрямые кривой у, проведенные из точки Р, 
вместе с полупрямыми РА и РВ образуют ребра выпуклого че¬ 
тырехгранного угла Ё с вершиной в точке Р. 

. Угол Е вырезает на поверхности F некоторую область G в 
виде криволинейного четырехугольника, площадь которого, оче¬ 
видно, не меньше площади соответствующего четырехуголь¬ 
ника G на полуплоскостях «і, а 2 , а кривизна меньше кривизны 
угла Ё. Поэтому удельная кривизна области G не больше отно¬ 
шения кривизны Е к площади четырехугольника &. 

Если расстояние h точки Р от точки X мало по сравнению 
с расстоянием точки X от точек Л и В, то кривизна угла Е 

...... со (/?)<-£, 

где d— расстояние между точками Л и В, а с —некоторая по¬ 
стоянная. 
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Площадь четырехугольника U равна 

S(G)=4d(Mft) + 6 2 (A)), 

где 6і(А) и 6 2 (А) — расстояния точки X от вершин четырех¬ 
угольника Ü, отличных от А и В. 

Очевидно, когда точка Р неограниченно приближается к X, 
т. е. когда Л —»0, будем иметь 

МА) - * 0, W* 0 - 

Поэтому отношение 

m (Е) ^_2 ch _ 

S(G)^ 5 rf 2 (6i(A) +Й 2 (Л)) 

стремится к нулю, если точки А, В и Р надлежащим образом не¬ 
ограниченно приближать к точке X. 

Так как удельная кривизна области G меньше отношения 
с o(E)/S(G), то действительно существует последовательность 
областей на поверхности F, сходящихся к точке Р и удельные 
кривизны которых неограниченно убывают. Теорема доказана. 

Для гладких точек выпуклой поверхности мы введем поня¬ 
тие верхней и нижней кривизн следующим образом. 

Пусть F — выпуклая поверхность и Х 0 — ее гладкая точка, 
X — произвольная точка поверхности F, h(X) —расстояние 
точки X от касательной плоскости а к поверхности в точке А 0 , 
d(X) — расстояние проекции точки X на плоскость а от точки А 0 . 
Тогда под верхней (соответственно нижней) кривизной поверх¬ 
ности F в точке Хо мы будем понимать верхний (соответственно 
нижний) предел отношения 2h(X)/d 2 (X), когда X—*Х 0 . 

Приведем несколько очевидных свойств верхней и нижней 
кривизн. 

1. Пусть выпуклые поверхности F i и F 2 имеют общую 
точку Х 0 и общую касательную плоскость в этой точке. . 

Тогда, если достаточно малая окрестность точки Ло на по¬ 
верхности Fi лежит внутри поверхности F 2 , то в Х 0 верхняя и 
нижняя кривизны поверхности Fj не меньше соответствующих 
кривизн поверхности F 2 . 

2. Если Х 0 — точка на регулярной выпуклой поверхности, то 
верхняя (нижняя) кривизна в точке -Y 0 совпадает с наибольшей 
(соответственно наименьшей) кривизной нормальных сечений в 
этой точке. В частности, верхняя и нижняя кривизны в каждой 
точке сферы радиуса R равны 1 IR. 

3. Если в гладкой точке Ао выпуклой поверхности F ниж¬ 
няя кривизна положительна, то существует сфера, касающаяся 
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поверхности F в точке Xq, причем достаточно малая окрестность 
точки Х 0 на F находится внутри сферы. Если же в точке верх¬ 
няя кривизна ограничена, то существует сфера, касающаяся 
поверхности F в точке Х 0 , причем достаточно малая окрестность 
точки Хо на сфере находится внутри поверхности F. 

Нижеследующие две теоремы устанавливают некоторую 
связь между удельной кривизной поверхности и ее верхней и 
нижней кривизнами. 

Теорема 3. Если в гладкой точке Х 0 выпуклой поверхно¬ 
сти F нижняя кривизна положительна, а удельная кривизна 
ограничена, то верхняя кривизна в точке Х 0 тоже ограничена. 

Теорема 4. Если поверхность F — существенно выпуклая, 
и в гладкой точке Х 0 имеет бесконечную удельную кривизну, то 
верхняя кривизна в этой точке бесконечна. 

Доказательство теоремы 3. Проведем касательную 
плоскость а к поверхности в точке Х 0 и обозначим через L(X) 
расстояние произвольной точки X поверхности F от плоскости а, 
через d(X) — расстояние ее проекции на плоскость а от точки Х 0 . 

Допустим, что теорема неверна. Тогда существует последо¬ 
вательность точек Xh, сходящаяся к Ло, такая, что 

1 HXk) . 

Xk=! Жхд~*°°’ К0ГАа 

Покажем, что в таком случае существует последовательность 
областей на поверхности F, сходящихся к точке Х 0 , удельные 
кривизны которых неограниченно растут. Для этого от поверх¬ 
ности F отрежем шапку F h плоскостью, параллельной плоско¬ 
сти а и проходящей через точку X k - Оценим удельную кривизну 
шапки F h - 

Так как нижняя кривизна поверхности F в точке Х 0 поло¬ 
жительна, то существует положительная постоянная Сі такая, 
что для всех точек X, достаточно бли зких к Х 0 , имеем 

ci<h{X)ld?(X), и, следовательно, d(X) < . 

Построим конус К, проектирующий основание шапки F h из 
точки Х 0 . Внешняя кривизна конуса К меньше внешней кри¬ 
визны шапки. 

Опишем около конуса К трехгранный угол следующим об¬ 
разом. Первую грань проведем через образующую конуса XoX h . 
Две другие грани угла проведем касательно к конусу К и так, 
чтобы их следы на плоскости основания шапки F k были перпен¬ 
дикулярны к следу первой грани. 

Внешняя кривизна трехгранного угла меньше, чем кривизна 
конуса К и, следовательно, меньше внешней кривизны шапки F k . 

Оценим кривизну трехгранного угла. 
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Пусть У 2 — точка основания шапки F h , лежащая во второй 
грани трехгранного угла, h h — высота шапки. Тогда Ci<hh/d 2 (Y 2 ). 
Отсюда 

У^< 

где фг — угол, образуемый второй гранью трехгранного угла и 
плоскостью а. Аналогично для угла <рз, образуемого третьей 
гранью и плоскостью а, имеем 

VcJTk< tg ФЗ - 

H. наконец, для угла ф Ь .образуемого первой гранью трех- 
гранного угла и плоскостью а, получим 

Ѵмі< tg Фі. 

Принимая во внимание малость углов фі, ф 2 , фз, можно счи¬ 
тать 

Фі > j Vhfh, Фг + Фз > VcJh- 

Сферическое изображение трехгранного угла есть сфериче* 
ский треугольник с основанием ф 2 +ф 3 и высотой ф 4 . Площадь 
этого треугольника не меньше 

у Фі (Фг + Фз) > 4" У 

Если высота h h шапки F h достаточно мала, то ее площадь 
мало отличается от площади ее основания. Во всяком случае, 
она не больше удвоенной площади основания. А так как для 
всех точек X поверхности F, принадлежащих основанию шапки 
с высотой hk, расстояние 

<1{Х)<У , 


то площ адь основания шапки не больше площади круга радиуса 

/ — , и, следовательно, для площади шапки достаточно ма- 
0 1 

лой высоты n h получается оценка 


Кривизна to ( F h ) шапки F h не меньше кривизны трехгранного 
угла и, следовательно, не меньше -^h k Yc x h k . Поэтому удель¬ 
ная кривизна шапки 


1 

S(F„) * 8я 


Ус х К 
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и неограниченно растет при k -* оо, так как X h -*oo по предпо¬ 
ложению. Мы пришли к противоречию с условием теоремы об 
ограниченности удельной кривизны. Теорема доказана. 

Доказательство теоремы 4. Допустим, что теорема 
неверна. Тогда, сохраняя предыдущие обозначения, для всех Л 
из достаточно малой окрестности точки Х 0 на F будем иметь 

h(X)ld*(X)<c 2 , 

где с 2 — некоторая постоянная. 

Построим сферу, касающуюся поверхности F в точке Л 0 , рас¬ 
положенную по ту же сторону касательной плоскости а, что и 
поверхность F, такую, чтобы некоторая окрестность точки Х 0 на 
поверхности была вне сферы. Это возможно, так как по пред¬ 
положению верхняя кривизна поверхности F в точке Л 0 ко¬ 
нечна. 

Возьмем на внешней нормали поверхности F в точке Ло 
точку S и построим два конуса, проектирующих сферу и поверх¬ 
ность F соответственно. Пусть а (S) — площадь той части по¬ 
верхности F, которая видна из точки S; ст(5) —площадь части 
сферы, которую видно из S; f(S) — площадь области плоско¬ 
сти а, которая находится внутри конуса, проектирующего сферу; 
m(S) —внешняя кривизна конуса, проектирующего поверхность; 
tö(S) —внешняя кривизна конуса, проектирующего сферу. 

Если точка S достаточно близка к Ло, то конус, проектирую¬ 
щий сферу, содержится внутри конуса, проектирующего поверх¬ 
ность. Поэтому 

(o(S) <(о(5). 

Далее, 

o{S)>f(S), f (S) > c'ä(S), 

где с' —некоторая абсолютная постоянная, a R — радиус сферы. 

Из последних четырех неравенств, как следствие, получаем 

«(S) „ 1 

a(S) ^ с'Я 2 ' 

Чтобы обнаружить в этом противоречие, достаточно пока¬ 
зать, что та часть поверхности F, которая видна из точки S, 
стягивается к точке Л 0 , когда S приближается к Л 0 . Но это дей¬ 
ствительно так, ибо в противном случае на F существовал бы 
прямолинейный отрезок, содержащий точку Ло, что невоз¬ 
можно, так как поверхность F существенно выпуклая. Теорема 
доказана. 
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§ 4. Построение выпуклой поверхности 
с бесконечной верхней кривизной 
на заданном множестве точек 

В настоящем параграфе будет построена выпуклая поверх¬ 
ность F, однозначно проектирующаяся на плоскость ху и удо- 
влетворяющая следующим условиям: 

1) поверхность F имеет положительную нижнюю кривизну в 
каждой гладкой точке, 

2) для заданного множества М меры нуль в плоскости ху 
каждая гладкая точка поверхности F, проектирующаяся в мно¬ 
жество М, имеет бесконечную верхнюю кривизну. Поверхность F 
понадобится нам при доказательстве однозначной определен¬ 
ности шапок в § 6. Она используется нами и в доказательстве 
других теорем единственности для поверхностей с ограниченной 
регулярностью. Метод построения поверхности F применяется в 
доказательствах общих теорем су¬ 
ществования для поверхностей в 
гл. VII, VIII. 

Лемма 1. Пусть С — замкну¬ 
тая ломаная в полупространстве 
г^О, однозначно проектирующаяся 
на плоскость ху в выпуклую лома¬ 
ную С, ограничивающую выпуклый 
многоугольник G. Пусть в много¬ 
угольнике G заданы точки Аі(і= 1, 

2. п) и каждой точке А і поста¬ 

влено в соответствие число ©,->0, 
причем CÜ 1 + C 02 + • • • +и п <2я. 

Тогда существует выпуклый мно¬ 
гогранник с границей С, однознач¬ 
но проектирующийся на плоскость 
ху, с вершинами, проектирующими¬ 
ся в точки Аі . Ä n и внешними 

кривизнами в этих вершинах, соответственно равными соі, ..., 
(On (рис. 17). 

Доказательство. Проведем через точки А ь .... А„ пря¬ 
мые gi . g n , параллельные оси г. 

Рассмотрим теперь все выпуклые многогранники с грани¬ 
цей С, обращенные выпуклостью в сторону г>0, с вершинами 
на прямых gi, ..., g n и внешними кривизнами в этих вершинах 
не больше «ц, ..., со„ соответственно. Совокупность таких много¬ 
гранников обозначим Т. В том, что Т не пусто, можно убедиться, 
рассмотрев область, ограниченную ломаной С на выпуклой обо¬ 
лочке ломаной С и отрицательной полуоси г. Эта область 
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представляет собой многогранник с границей С и без внутрен¬ 
них вершин. 

Многогранники Р из Т ограничены в совокупности. В самом 
деле, все они расположены над плоскостью ху внутри цилиндри¬ 
ческой поверхности Z, проведенной через ломаную С, с обра¬ 
зующими, параллельными оси z. Проведем плоскость а над 
ломаной С, параллельную плоскости ху. Пусть у —выпуклый 
многоугольник, по которому эта плоскость пересекает многогран¬ 
ник Р, и А — наиболее удаленная от плоскости а вершина мно¬ 
гогранника Р. Кривизна в вершине многогранного угла, проек¬ 
тирующего многоугольник у из точки А, не больше кривизны 
многогранника Р, а последняя в свою очередь не больше 
ші+ ... +озп<2я. Вместе с тем, если вершина А достаточно уда¬ 
лена от плоскости а, кривизна многогранного угла, проектирую¬ 
щего у> будет сколь угодно близка к 2я. Таким образом, вер¬ 
шина А не может быть как угодно далека от плоскости а, и 
следовательно, многогранники из Т ограничены в совокупности. 

Отнесем каждому многограннику Р из Т число s(P), равное 
сумме расстояний от плоскости ху всех точек многогранника, 
лежащих на прямых gi, ..., g n , даже если некоторые из них и 
не являются вершинами. 

Среди многогранников Р из Г существует многогранник Р 0 , 
для которого число s(P) имеет наибольшее значение. Покажем, 
что Ро и есть тот многогранник, существование которого утвер¬ 
ждается теоремой. Действительно, многогранник Р 0 имеет гра¬ 
ницей ломаную С, его вершины лежат на прямых gi и, следова¬ 
тельно, проектируются в заданные точки Аі, кривизна в каждой 
вершине, лежащей на прямой gi, не больше и,-. Покажем, что 
она равна соі. 

Допустим, что в вершине A k многогранника Р 0 , лежащей на 
прямой g h , кривизна меньше ш й . Сместим эту вершину вверх по 
прямой g h на малое расстояние б. При этом внешние кривизны 
во всех вершинах, кроме Л А , не увеличиваются. И если взять б 
достаточно малым, то кривизна в вершине A h хотя и увели¬ 
чится, но все же останется меньше ш*. А так как при смещении 
вершины Ah вверх s (Р) увеличивается, то для Р 0 максимум 5 (Р) 
не достигается. Мы пришли к противоречию. Лемма 1 доказана. 

Л е м_м а 2. - Пусть М — любое множество в плоскости ху меры 
нуль и М — любое ограниченное множество, содержащее М. 

Тогда существует строго выпуклая шапка F, основание ко¬ 
торой лежит в плоскости ху и покрывает множество М, причем 
удельная кривизна в каждой точке шапки больше нуля, а в тех 
точках, которые проектируются в М, она равна бесконечности. 

Доказательство. Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что множество М заключено внутри квадрата Сі, ограни¬ 
ченного прямыми х=0, х — а, у = 0, у = а. 
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Построим последовательность открытых множеств Gh, удо¬ 
влетворяющих следующим условиям: 

1) Gi — квадрат Сі без границы; 

2) G Ä c:G ft _ ь 

3) мера (площадь) G h не больше a 2 /4 k ; 

4) множество М содержится в каждом Gh. 

Разобьем теперь квадрат Сі на маленькие квадраты со сто¬ 
ронами б п =а/2 п прямыми, параллельными сторонам квадрата 
Сі. Совокупность всех квадратов этого разбиения обозначим Т п . 

Отнесем каждой точке плоскости ху, являющейся центром 
квадрата из Т „, число 2 А_2п , если этот квадрат содержится в G h , 
но не содержится в G ft+ i. Легко проверить, что сумма всех чи¬ 
сел, отнесенных центрам квадратов из Т п , не превосходит еди¬ 
ницы и, следовательно, меньше 2я. 

Пусть С 2 — произвольная выпуклая замкнутая ломаная в 
плоскости ху, содержащая внутри себя квадрат Сі. Согласно 
лемме 1 существует выпуклый многогранник Р„ с границей С 2 , 
вершины которого проектируются на плоскость ху в центры 
квадратов Т п и имеют кривизны, равные числам, которые отне¬ 
сены центрам квадратов. 

Рассмотрим теперь последовательность многогранников 
Рі, Рі, ■ ■Рп, • ■ • Так как многогранники Р п ограничены в со¬ 
вокупности, то из последовательности Р п можно выбрать сходя¬ 
щуюся подпоследовательность. Не ограничивая общности, 
можно считать, что сама последовательность Р п сходится. 
Пусть F — выпуклая поверхность, являющаяся пределом после¬ 
довательности Р п - 

Покажем, что удельная кривизна поверхности F в каждой 
точке X, которая на плоскость ху проектируется в точку мно¬ 
жества М, равна бесконечности. 

Пусть G — произвольная область на поверхности F , распо¬ 
ложенная в достаточно малой окрестности Н точки X, проекция 
которой на_плоскость ху принадлежит множеству М. Обозна¬ 
чим через G проекцию области G на плоскость ху. Пусть R — 
замкнутое_множество в П с площадью, не меньшей половины 
площади G, и R — замкнутое множество на F, которое проекти¬ 
руется в R. При достаточно большом п замкнутое множество U n , 
состоящее из квадратов, принадлежащих Т п и пересекающихся 
с R, содержится внутри G. Пусть ІІ п — замкнутое множество 
на многограннике Р п , проектирующееся в множество U n . 

Так как U n ~*R при п — * оо и R — замкнутое множество, то 
сферическое изображение U n попадает при достаточно боль¬ 
шом п в любую достаточно малую окрестность сферического 
изображения множества R. Отсюда следует, что 
lim co(C/„Xco(fl)<co(G). 


( 1 ) 
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Оценим to (С/»») - Если окрестность Н точки X достаточно 
мала, область G будет принадлежать открытому множеству Gh 
с достаточно большим номером k. Число квадратов из Т п , со¬ 
держащихся в П п , не меньше у S (G) -^ 5 -, так как они покры¬ 
вают больше половины площади (2. Так как над центром ка¬ 
ждого квадрата расположена вершина многогранника Р„ с кри¬ 
визной не меньше 2 h ~ Zn , то кривизна 

<*(U n )>-±-S(G)2 k . 

Далее, S(G)<-^-S(G), где О 0 — наибольший угол, об¬ 
разуемый опорными плоскостями F в точках, принадлежащих Н, 
с плоскостью л су. Поэтому 

<*(U n )>^S{G)2 k > 

откуда 

Ümco(U n )>^-S(G)2 k . (2) 


Из неравенств (1) и (2) следует: 


Если область G стягивается к точке X, то ее проекция G в 
конце концов попадает внутрь области Gk с любым номером k, 
откуда следует, что 

-Ц§Н°о ПрИ °~ >Х - 

Из неравенства (3) следует также, что удельная кривизна 
в произвольной точке X поверхности F положительна в том 
смысле, что 


По теореме 2 § 3 отсюда следует, что шапка F существенно 
выпуклая. Лемма 2 доказана полностью. 

Теорема 1. Пусть М — любое множество меры нуль в пло¬ 
скости ху и И — любое ограниченное множество, содержа¬ 
щее М. 

Тогда существует выпуклая шапка Q с основанием в пло¬ 
скости ху, покрывающим множество М, причем нижняя кри¬ 
визна шапки во всех гладких точках положительна, а верхняя 
кривизна в точках, проектирующихся в точки множества М, 
бесконечна, 
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Доказательство. Согласно лемме 2 существует шапка 
с основанием в плоскости ху, покрывающим е-окрестность мно¬ 
жества М, причем удельная кривизна ее бесконечна в каждой 
гладкой точке, которая проектируется в точку множества М. 
Пусть z=f(x, у) — уравнение этой шапки. 

Рассмотрим выпуклую поверхность, задаваемую уравнением 

z=f(x,y)—e'(x 2 +y 2 ), е'>0. 

При достаточно малом е' часть этой поверхности, расположен¬ 
ная над плоскостью ху, представляет собой выпуклую шапку Q, 
основание которой лежит в плоскости ху и покрывает множе¬ 
ство М. Покажем, что она обладает свойствами, указанными в 
теореме 1. 

Пусть Ф: г=ф(х, у) — выпуклая поверхность и z=i|)(x, у) — 
касательная плоскость к ней в точке Х 0 (лч» уо). Пусть Xi\x t ,yi)— 
близкая к Х 0 точка поверхности Ф. Обозначим через d расстоя¬ 
ние между точкой Х 0 и проекцией Хі точки Хі на касательную 
плоскость в точке Х 0 , а через б — расстояние между точками Хі 
и Хі. Тогда при достаточной близости точки Хі к Х 0 величина d 2 
имеет порядок (Хі — х 0 ) 2 + (уі — Уо) 2 , а величина б имеет по¬ 
рядок Iф ( дсі, уі) — гр(хі, уі) |. Отсюда следует, что поверхность Ф 
имеет в точке Х 0 положительную нижнюю кривизну, если 


lim 

х,->х 0 


ІФ(*і, У\) -Ф(*і, Уі)І 
(хі-х 0 ) 2 +(уі-у 0 ) 2 


> 0 . 


Поверхность Ф имеет в точке Х 0 бесконечную верхнюю кри¬ 
визну, если 


lim 

Х,->Х 0 


1ф(*1. Уі) - W*!, Уі)І 
(хі-Хо) 2 +(У,~Уо) 2 


Из указанных свойств верхней и нижней кривизны выпуклой 
поверхности следует, что если хотя бы одна из двух выпуклых 
поверхностей z—fi(x, у) или г=/ 2 ( х, у), обращенных выпукло¬ 
стью в одну сторону, в точке ( х 0 , у 0 ) имеет положительную ниж¬ 
нюю кривизну, то поверхность z=fi(x, y)+fi(x, у) тоже имеет 
положительную нижнюю кривизну в этой точке. Если хотя бы 
одна из поверхностей в точке (х 0 , уо) имеет бесконечную верх¬ 
нюю кривизну, то верхняя кривизна поверхности z~fi(x, у) + 
+fi(x, у) в точке (х 0 , уо) также бесконечна. 

Поверхность 2 =— е'(х 2 +у 2 ) и поверхность F : z=f(x, у) 
обращены выпуклостью в одну сторону, именно в сторону z> 0. 
Первая из этих поверхностей имеет положительную кри¬ 
визну в каждой точке. Следовательно, поверхность Q: z = 
=f{x, у) — е'(х 2 +у 2 ) имеет положительную нижнюю кривизну 
в каждой гладкой точке. 


6 А. В. Погорелое 
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Поверхность z=f(x, у) имеет бесконечную верхнюю кри¬ 
визну в каждой точке, проектирующейся в множество М, так 
как в такой точке поверхность имеет бесконечную удельную 
кривизну и, следовательно, бесконечную верхнюю кривизну (тео¬ 
рема 4 § 3). Отсюда заключаем, что поверхность й в каждой 
гладкой точке, проектирующейся в множество М, имеет беско¬ 
нечную верхнюю кривизну. Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть Q: г=ы(х, у) — выпуклая поверхность, 
существование которой устанавливается теоремой 1. Тогда ка¬ 
ждая поверхность й х : г=Ы(х,у) при КФО обладает свой¬ 
ствами поверхности й, г. е. ее нижняя кривизна в каждой глад¬ 
кой точке положительна, а верхняя кривизна в каждой точке, 
проектирующейся в множество М, бесконечна. 

Доказательство очевидно. 

§ 5. Вспомогательная поверхность Ф и некоторые 
ее свойства 

В настоящем параграфе с помощью двух данных изометрич- 
ных выпуклых поверхностей F і и F 2 будет построена некоторая 
вспомогательная поверхность Ф. Такая поверхность возникает 
у нас при доказательстве однозначной определенности выпук¬ 
лых шапок в § 6. Поэтому, чтобы не загружать это доказатель¬ 
ство деталями, мы выделяем рассмотрение поверхности Ф в 
специальный параграф. 

Лемма 1. Пусть F — выпуклая поверхность с регулярной 
метрикой и положительной гауссовой кривизной. Пусть (и,ѵ)~ 
регулярная координатная сеть на поверхности, регулярная в 
том смысле, что коэффициенты линейного элемента поверхности 

ds 2 =E du 2 +2F du dv + Gdv 2 

суть регулярные (дважды дифференцируемые) функции пере¬ 
менных и, ѵ. 

Тогда вектор-функция г (и, ѵ), задающая поверхность, глад¬ 
кая, т. е. имеет непрерывные первые производные г„, г ѵ , удовле¬ 
творяющие условию ГиХГѵФ 0. 

Доказательство. По теореме А. Д. Александрова (тео¬ 
рема 1 § 3) поверхность F гладкая. Возьмем произвольную 
точку (и, ѵ) на поверхности F и построим геодезическую у, ка¬ 
сательную к линии и (ѵ = const) в этой точке. Отложим на ли¬ 
нии и и геодезической у от точки (и, о) отрезки малой длины s 
и обозначим через А и В концы этих отрезков. Так как параме¬ 
тризация и, ѵ является регулярной, то расстояние р(А, В) ме¬ 
жду точками А и В на поверхности при s —► 0 будет величиной 
более высокого порядка малости, чем 5. Отсюда следует суще¬ 
ствование производной r' s вдоль линии и, так как произвол- 



§ 5. Вспомогательная поверхность Ф 


ная r' s вдоль геодезической существует. Ввиду регулярности па¬ 
раметризации и, ѵ на поверхности существование производной r' s 
при ѵ = const влечет за собой существование производной г и . 
Аналогично доказывается существование производной г ѵ . 

Докажем непрерывность производной г и . Очевидно, для этого 
достаточно показать, что единичный касательный вектор т к ко¬ 
ординатным линиям и является непрерывной функцией пере¬ 
менных и, ѵ. Пусть А (и, ѵ ) — произвольная точка поверхности F 
и В(и + Аи, у+Ду) — близкая к ней точка. Проведем через 
точки А и В кратчайшую и обозначим х'(А) и х'(В) единичные 
касательные векторы к ней в точ¬ 
ках А, В (рис. 18). В силу регу¬ 
лярности параметризации и, у по¬ 
верхности, при достаточной близо¬ 
сти точек А и В, углы аир близки. 

Касательные векторы т'(А) и х'(В) 
близки по теореме 8 § 1. Замечая 
теперь, что все четыре вектора х(А), 
т (В), х'(А) и х'(В) образуют с нор¬ 
малью поверхности в точке А углы. Рис. і& 

близкие к я/2, заключаем о бли¬ 
зости векторов х(А) и х(В). А это означает непрерывность век¬ 
тор-функции т. Как указано выше, непрерывность х в силу ре¬ 
гулярности внутренней метрики поверхности влечет за собой 
непрерывность производной г и (и, у). Аналогично доказывается 
непрерывность производной г ѵ (и, у). Условие г и Хг ѵ ф 0 следует 
из положительной определенности квадратичной формы ds 2 , так 
как ( r u Xr v ) 2 =EG — F 2 . Лемма доказана. 

Пусть F — выпуклая поверхность, заданная уравнением 

*Ч(х,у). 

Функция f(x,y) в общем случае нерегулярна. В точках нару¬ 
шения геометрической гладкости поверхности эта функция не 
имеет даже первых производных. Однако имеет место следую¬ 
щая теорема Буземана и Феллера *). 

Функция f (х, у), задающая выпуклую поверхность, почти всю¬ 
ду имеет второй дифференциал, т. е. допускает представление 
f{x + Ax, y + Ay) = f( x , у) + а 1 А х + а 2 Ау + 

+ \ (ап А* 2 + 2а 12 А х А у + а^ А у 2 ) + е • (Ах 2 + А у\ 
где е(х, у, Ах, А у) — »-0 при Ах 2 +Ау 2 -*0. 


*) А. Д. Александров распространил эту теорему на случай выпуклых 
гиперповерхностей [7]. 

6* 
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Подобно тому как для гладких выпуклых поверхностей 
в § 3, для произвольной гладкой поверхности мы определим 
понятие верхней и нижней кривизны. Полупрямую, исходящую 
из данной точки О гладкой поверхности Ф, назовем внутренней 
нормалью, если она перпендикулярна касательной плоскости 
поверхности и если существуют сколь угодно близкие к О точки 
поверхности с той стороны касательной плоскости, куда напра- 
влена эта полупрямая. Если окрестность точки О на поверх¬ 
ности является плоской, то внутренней нормалью будем считать 
любую полупрямую, перпендикулярную касательной плоскости. 

Возьмем точку X на поверхности Ф, близкую к точке О, и 
обозначим через d(X) расстояние ее до точки О, а через б(Х) — 
взятое со знаком расстояние до касательной плоскости, считая 
его положительным, если точка X находится с той стороны ка¬ 
сательной плоскости в О, куда направлена внутренняя нормаль. 
Назовем нижней кривизной поверхности Ф в точке О величину 

Um2b(X)ldHX), 

х-*о 


а верхней кривизной — 

lim 26 (X)ld 2 (X). 
х->о 

Очевидно, верхняя кривизна не меньше нижней. 

Лемма 2. Пусть Fi и F 2 — две изометричные выпуклые по¬ 
верхности с регулярной метрикой и положительной гауссовой 
кривизной. Пусть в начале координат О совпадают две соответ¬ 
ствующие по изометрии точки поверхностей F u F 2 и соответ¬ 
ствующие по изометрии направления в этих точках. Пусть, на¬ 
конец, обе поверхности расположены по одну сторону их общей 
касательной плоскости в точке О, причем эта плоскость не пер¬ 
пендикулярна плоскости ху. 

Введем на поверхностях Fi и F 2 общую регулярную пара¬ 
метризацию и, ѵ (точки, соответствующие по изометрии, имеют 
одинаковые координаты и, ѵ). Пусть п(и, о), г 2 (и,ѵ) будут век¬ 
тор-функции, задающие поверхности F 1 и F 2 . Обозначим через 
г* (и, п) зеркальное отображение вектора г 2 (и,ѵ) в пло¬ 
скости ху. 

Тогда вектор-функция г = г 1 (м, ѵ) + г* (и, ѵ), рассматривае¬ 
мая в достаточно малой окрестности точки О, задает гладкую 
поверхность Ф, однозначно проектирующуюся на плоскость ху. 
На поверхности Ф нет точек с положительной нижней и в то же 
время бесконечной верхней кривизной. Если в точках Хі(и,ѵ) и 
Х 2 (и,ѵ) поверхности F t и Р 2 дважды дифференцируемы, то 
в соответствующей точке X (и, ѵ) поверхность Ф не может иметь 
положительной нижней кривизны , 
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Доказательство. Прежде всего заметим, что вектор- 
функция r=ri(u,v) +г 2 (и,ѵ), рассматриваемая в окрестности 
точки О, очевидно, задает гладкую поверхность Ф'. Действи¬ 
тельно, в точке О г и Хг ѵ =4г 1и Хгі ѵ фО. Следовательно, по не¬ 
прерывности г и Хг ѵ ф 0 и в некоторой окрестности этой точки. 
Поверхность Ф' однозначно проектируется на плоскость ху, так 
как z — компонента вектора r u Xr v отлична от нуля в точке О, 
а следовательно, и вблизи этой точки. Так как векторы ri + r 2 и 
г, + г* отличаются только z -компонентой, то вектор-функция 
Tj (и, ѵ) + г* 2 {и, о) тоже задает некоторую гладкую поверх¬ 
ность Ф, однозначно проектирующуюся на плоскость ху. Оче¬ 
видно, плоскость ху является касательной плоскостью этой по¬ 
верхности в точке О. 

Пусть X — произвольная фиксированная точка поверхности 
Fi, близкая к О. Как показано в § 2 (теорема 3), для вектор- 
функции гі(Х), задающей поверхность F it имеет место следую¬ 
щее представление: 

r i №=r 1 (I)+Ti(^)s(I)+Viffl, 
где s(X) — расстояние на поверхности между точками X и I, 
а Ті (А') — единичный^ касательный вектор кратчайшей, соеди¬ 
няющей точки X и X в точке X. При Х-+Х направление век¬ 
тору ѵі(Х) сходится к внутренней нормали поверхности в точ¬ 
ке X, а величина |vi(X) | стремится к нулю, причем быстрее чем 
s(X), т. е. \vi(X)\/s(X) — * 0. Аналогичное разложение имеет ме¬ 
сто для вектора г 2 (Х). Таким образом, вектор-функцию г (А), 
задающую поверхность Ф, можно представить в виде 

r(X) = r (X) + (т, (X) + т* (X)) s (X) + ѵ, (X) + ѵ* (X). 

Так как в точке О, а следовательно, и в ее окрестности 
х { (X) + х* (X) Ф 0, то существует постоянная с ъ такая, что 

|r(X)-r(X)|>c lS (Z). (1) 

Пусть п ѵ п 2 , я* и n — единичные векторы внешних норма¬ 
лей поверхностей F\, F 2 , F 2 и Ф ( F 2 означает поверхность, полу¬ 
ченную зеркальным отражением поверхности F 2 в плоскости ху). 
Покажем, что п { п = — п* 2 п =ф0. 

Действительно, пусть х { и х' — два единичных взаимно пер¬ 
пендикулярных касательных вектора поверхности F t в точке X, 
х* и т'* —соответствующие по изометрии касательные векторы 
поверхности F 2 . Положим 

А = ПуП = (tj, х'у, п), 

В = —п*п = (х*, х'*, п). 
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Имеем 

Л 2 =1-(т 1 и) 2 -(т'п) 2 , 

**= MW -ГС*»)*- 

Так как векторы т,+т* и т[ + т'* лежат в касательной пло¬ 
скости поверхности Ф, то 

т,я + х *я = (т, + т*) я = О, 
т'п -1- т'*я = (т' + х'*) я = 0. 

Отсюда 

А 2 = ß 2 . 

Покажем, что Л и ß отличны от нуля. Допустим, что /1 = 0. 
Тогда вектор я касается поверхности А в точке X. Примем его 
за вектор Ті. Так как т 1 я + т*/г = 0, то должно быть т*= — п. 
Но тогда tj + т* = 0, что невозможно в точке О, а следователь¬ 
но, и вблизи этой_точки, в частности в точке X. Так как вели¬ 
чины А(Х) и В(Х) непрерывно зависят от точки X, а при 
X = 0^ очевидно, А=В, то А 2 =В 2 Ф0 влечет за собой А =В для 
всех X, близких к О. 

Пусть теперь поверхность Ф в точке X (мы имеем в виду 
точку с вектором г(Х)) имеет положительную нижнюю кри¬ 
визну. Тогда 

(г (X) — г (Х))п = (ѵ, (X) + V* (X)) п > с, (г (X) - г(Х)) 2 , 

где с 1 — положительная постоянная. Отсюда, принимая во вни¬ 
мание неравенство (1), получаем 

v 1 (X)n + v*(Z)n>ß 1 s 2 (X), (2) 

где ßi тоже положительная постоянная. 

Так как при Х—*Х направления векторов ѵі(Х) и ѵ*(Х) схо¬ 
дятся к направлению нормалей я, и п* 2 , а яя, = — я*я ф 0, то 
при достаточной близости X к X величины V! (ЙГ) я и ѵ* (X) я 
сохраняют знаки. Не ограничивая общности, можно считать 
ѵ ( (Х)я>0, а ѵ*(Х)я<0. То, что в первом неравенстве надо 
ставить знак «больше», а не «больше или равно», следует из 
того, что величины ѵі(А)я и ѵ*(ЙС)я противоположных знаков и 
удовлетворяют неравенству (2). Так как \і(Х)п>0, а ѵ* (X) я ^ 0, 
то из неравенства (2) следует 

ѵ,(ЙГ)я>Р 1 5 2 (ЙГ). (3) 

Таким образом, при достаточно малом s(X), не равном нулю, 

|ѵі(Х)|чУ>. 
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Разложим вектор vi(Z) на сумму двух векторов следующим 
образом: 

MX)=nMX)+ti(X), 


где fli (X) — расстояние точки X от касательной плоскости по¬ 
верхности Fi в точке X. Имеем: пѵі(Х) =nrii6i{X) +nt l (X). Под¬ 
ставляя это выражение для nvi(Z) в неравенство (3), получим 


М*) = 


nt АХ) • 

Ш) 


Так как ппіФО, а ti(X)/öi(X) —*0 при s(X)~* 0, то существует 
положительная постоянная ß 2 такая, что 

MZ)>ß 2 s 2 (Z). (4) 


Неравенство (4) показывает, что поверхность F і в точке X 
имеет положительную нижнюю кривизну. Так как поверхность 
Fi в точке X имеет ограниченную удельную кривизну (метрика 
поверхности регулярна), то положительность нижней кривизны 
в точке X влечет за собой ограниченность верхней кривизны 
(теорема 3 § 2). Отсюда 

6,(Z)<ß 3 s 2 (Z), 

и, следовательно, 

«ѵ, (X) < ß's 2 (X). (5) 

Так как nv, (X) > 0, rtv*(Z)<0, а (г (X) — г(Х))п = ѵ 1 (Х)п + 
+ ѵ* (X) п, то 

(г (X) -r(X))n< nv l (. X) < ß's 2 (Z). 

Отсюда, принимая во внимание неравенство (1), получим 
(г(Х)-г(Х))п<с'(г(Х)-г(Х))*. 


Это неравенство указывает на то, что верхняя кривизна поверх¬ 
ности Ф в точке ограничена. Итак, ни в какой точке поверх¬ 
ность Ф не может иметь положительную нижнюю и бесконеч¬ 
ную верхнюю кривизну. _ 

Пусть теперь точка X поверхности Fi и соответствующая по 
изометрии точка поверхности F 2 являются точками двукратной 
дифференцируемости в смысле определения, данного выше. По¬ 
кажем, что в этом случае нижняя кривизна поверхности Ф в точ¬ 
ке г(Х) не может быть положительной. 

Примем точку X поверхности Fi за начало координат О, ка¬ 
сательную плоскость в этой точке — за плоскость ху и внутрен¬ 
нюю нормаль —за положительную полуось г. Так как точка X 
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является точкой двукратной дифференцируемости, то поверх¬ 
ность Fi в окрестности этой точки задается уравнением 

г = ф 2 (х, у) + ъ- (х 2 + у 2 ), ф 2 = \ (а п х 2 + 2 а 12 ху + а 22 у 2 ), 

где в{х,у)~* 0 при х 2 +у 2 -+ 0. По условию, поверхность F x имеет 
положительную гауссовую кривизну. Покажем, что в точке 
Х=0 она определяется по формуле 

К = а п а 22 ~ а2 12 - 

Прежде всего заметим, что квадратичная форма ф 2 (х, у) 
неотрицательна. Действительно, допустим, что для некоторых 
£, т] имеем ф 2 (ё, т]) < 0. Так как поверхность F t располагается 
В полупространстве z> 0, то при любом ХФО 

Tj аг(Л6, Яті) = ф(І, td + eft* + tß>0. 

Если X —>0, то е—*-0. Следовательно, знак z(Ä,£, Ат]) при малом 
X определяется знаком формы <р 2 (|, т]). А так как tp 2 (s, г]) <0, то 
г(Я£, А,т)) <0 при достаточно малом X, и мы приходим к противо¬ 
речию. Итак, форма ф г(х,у) не прини¬ 
мает отрицательных значений. 

Покажем теперь, что положитель¬ 
ность гауссовой кривизны поверхности F і 
в точке О влечет за собой положитель¬ 
ную определенность формы <p 2 (x, у). Рас¬ 
смотрим параболоид Р: 

z =j (а п х 2 + 2 а 12 ху + а 22 у 2 ) + -у (х 2 + у 2 ), 

где ео — малое положительное число. 
Параболоид Р в точке X (начале коорди¬ 
нат) касается поверхности Fi и вблизи 
этой точки располагается с внутренней стороны поверхности 
(рис. 19). Действительно, при достаточно малом х 2 +'у 2 имеем 
в(х, у) < во, т. е. г {х, у) | Л < z (х, у) \ р , причем равенство в доста¬ 
точно малой окрестности точки X достигается только в самой 
этой точке. Не ограничивая общности, можно считать, что весь 
параболоид Р располагается с внутренней стороны поверхности 
Fi. Этого всегда можно добиться, рассматривая не всю поверх¬ 
ность, а достаточно малую окрестность точки X, где будут про¬ 
ходить все наши построения. 

Сместим параболоид Р в сторону z<0 на малое расстоя¬ 
ние h. При этом некоторая часть Р' параболоида окажется 
с внешней стороны поверхности (рис. 19). Пусть F і— та часть 
поверхности, которая проектируется на Р' прямыми, параллель- 


іг р 



Рис. 19. 
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ными оси г. Кривизна параболоида в области Р' не меньше 
кривизны поверхности F t в области F[, так как для каждой ка¬ 
сательной плоскости поверхности в области F і существует па¬ 
раллельная касательная плоскость параболоида в области Р'. 
При Л— * 0 область Р' на параболоиде и область F і на поверх¬ 
ности стягиваются к точке X. При это»!, ввиду касания обеих 
поверхностей плоскости ху, при Л=0 отношение площадей 
a (P')l a ( F О - * - ! П Р И Л—>0. Так как кривизны областей Р' и F{ 
связаны неравенством со (р ')^со(.Р0> т0 


со (РО, 
llm ТТТТГ* 


«М) 


Таким образом, гауссова кривизна поверхности F t в точке X не 
больше гауссовой кривизны параболоида Р в этой точке. Если 
форма ацх 2 + 2 аіъху+а 2 2 у 2 не является положительно опреде¬ 
ленной, то а п а 22 — а\ 2 = 0 и, следовательно, кривизна парабо¬ 
лоида 

* = K+ C o)( fl 22 + C o)-ö?2 


мала вместе с ео. Взяв достаточно малым ео, приходим к про¬ 
тиворечию, так как кривизна поверхности Fi строго больше 
нуля. Итак, форма ацх 2 + 2а і2 ху + а 2 2 У 2 положительно опреде¬ 
ленная. 

Построим теперь два параболоида: 

Р + : z = j (а п х 2 + 2а п ху + а 22 у 2 ) + -у (х 2 + у 2 ), 

Р ~: 2 = j(a n x 2 + 2 а п ху + а 22 у 2 ) - -j (х 2 + у 2 ), 


где ео—малое положительное число. В окрестности точки X 
параболоид Р* располагается с внутренней стороны поверх¬ 
ности F u а параболоид Р~ —с внешней стороны этой поверх¬ 
ности. Повторяя дословно предыдущее рассуждение, приходим 
к выводу, что гауссова кривизна поверхности Fl в точке X не 
больше гауссовой кривизны параболоида Р + и не меньше гаус¬ 
совой кривизны параболоида Р~ в той же точке X, т. е. 

(«н -А,) («22 - Е о) - «12 < W <(« 11 + е о) («22 + Е о) - « 12 - 

Так как ео — любое достаточно малое положительное число, то 
гауссова кривизна поверхности Fi в точке X равна 

Кр, W = «П«22 — «12- 
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Обратимся снова к паре поверхностей Fy и F 2 . Принимая во 
внимание неравенства (2) и (5), получаем 

0<-v*(Z)«<ß's 2 (Z). 

Представим вектор ѵ’^Г), так же как вектор ѵіДО, в виде 
суммы двух векторов 

^ДО = п&ДО-И 2 *ДО. 

Тогда 

о < — п П ;ь; до - nt; до < ß's 2 до. 

Отсюда 

б*ДО<р 4 5 2 ДО, 

где ß 4 — некоторая постоянная. Подставляя в неравенство (2) 
выражения 

ѵ, до = п,б, до + t x (х), ѵ* до = п ;ь; (х) + 1; до 

и принимая во внимание, что пп { = — п;пфО и ДО/б, ДО, 
/ 2 ДО/6 2 ДО^0, когда эДО-^О, а б, ДО /s 2 ДО, б*ДО/ 5 2 ДО огра¬ 
ничены, приходим к неравенству 

б, (X) — б* (X) > cs 2 ДО, (б) 

где с — положительная^ постоянная. 

Совместим точку X поверхности Fi с соответствующей по 
изометрии точкой поверхности F 2 так, чтобы совпали и соответ- 
ствующие по изометрии направления в этих точках. Приняв 
общую касательную плоскость поверхностей Fi и F 2 в точке X 
за плоскость ху, представим уравнения этих поверхностей в виде 

/V- z = y (а и х 2 + 2а а ху + а 22 у 2 ) + е х (х 2 + у 2 ), 

F 2 : z = j (b n x 2 + 2 b 12 xy + b 22 y 2 ) + e 2 {x 2 + y 2 ), 

где ei и e 2 -*0 при x 2 +y 2 -* 0. Так как обе поверхности, будучи 
изометричными, имеют в начале координат одинаковую гаус¬ 
сову кривизну, то 

а п а 22 ~ а І2 = ^11^22 ~ &12’ ( 7 ) 

Пусть Ху — точка поверхности Fy, близкая к Хи и Х 2 — соот¬ 
ветствующая по изометрии точка поверхности F 2 . Соединим эти 
точки с X кратчайшими уі и у 2 на поверхностях Fy и Р 2 . Так как 
соответствующие по изометрии направления поверхностей Fy и 
F 2 в точке X совпадают, то кратчайшие уі и у 2 имеют в точке X 
общую полукасательную t. Отложим на полукасательной t от« 
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резок s, равный длине кратчайших уі> Y 2 - Пусть X — конец этого 
отрезка. По теореме § 2 направления отрезков ХХі и ХХ 2 близки 
к направлению нормали к поверхностям F it F 2 в точке X, т. е. 
близки к направлению оси г. Отсюда следует, что координаты 
х и Уі точки Хі и координаты х 2 , У 2 точки Х 2 о тличаю тся от ко¬ 
ординат х, у точки X на величину порядка е У х 2 + у 2 ,где е—*0, 
когда х 2 +у 2 т* 0. Принимая это во внимание, получаем для рас¬ 
стояний 6і и 6 2 точек Хі и Х 2 от плоскости ху выражения 

6 1 = Y (“и* 2 + 2а іг ху + а^у 2 ) + е, ( х 2 + у 2 ), 

6 2 = j (bn* 2 + 2Ь 12 ху + ЪъУ 2 ) + е 2 ( х 2 + у 2 ). 

Согласно неравенству (6) 

бі — б 2 > cs 2 , 

где с —- пол ожител ьная постоянная. Так как величина s имеет 
порядок Ух 2 + у 2 , то из указанного неравенства следует, что 

£-( а п х 2 + 2а п ху + а 22 у 2 ) - j (b n x 2 + 2Ъ п ху + Ъ^у 2 ) > ^-(х 2 + у 2 ), 
где ео —- положительная постоянная. Отсюда 

°Ч а 22 - а 12 > (V + + 6 о ) - Ь \т 

А это противоречит равенству (7), так как Ьц, Ь 22 и е 0 больше 
нуля. Итак, если точка X поверхности Л и соответствующая ей 
по изометрии точка поверхности F 2 являются точками двукрат¬ 
ной дифференцируемости_поверхностей, то поверхность Ф в точ¬ 
ке с вектором г (X) = г\ (X) + г 2 (X) не может иметь положитель- 
ную нижнюю кривизну. 

Лемма доказана полностью. 

§ 6. Доказательство однозначной определенности 
выпуклых шапок с регулярной метрикой 

В настоящем параграфе будет доказана теорема об одно* 
значной определенности выпуклых шапок с регулярной метри¬ 
кой. Эта теорема используется в центральном пункте доказа¬ 
тельства регулярности выпуклой поверхности с регулярной мет¬ 
рикой. 

Теорема. Изометричные выпуклые шапки с регулярной 
метрикой и положительной гауссовой кривизной равны. 

Доказательству этой теоремы мы предпошлем две леммы. 

Лемма 1. Пусть Fi и F 2 — две изометричные выпуклые по¬ 
верхности, однозначно проектирующиеся на плоскость, ху. Пусть 
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Zi(X) — координата г точки X поверхности F t и z 2 (X) — коор¬ 
дината z соответствующей по изометрии точки поверхности F 2 . 

Тогда, если для всех точек X 

Zi (X)=z 2 (X), 

то поверхности F t и F 2 равны. 

Доказательство. Проведем через две произвольные 
точки Хі и Уі поверхности F і плоскость, перпендикулярную пло¬ 
скости ху. Эта плоскость пересекает поверхность Fi по выпук¬ 
лой кривой. Отрезок этой кривой между точками Хі и Уі обо¬ 
значим через уі- Пусть уг — соответствующая по изометрии кри¬ 
вая на поверхности F 2 , соединяющая точки Х 2 и У 2 . Пусть Z — 
цилиндр с образующими, параллельными оси г, проектирующий 
кривую Y 2 на плоскость ху. Развернем цилиндр Z на плоскость. 
При этом, так как Zi(A)=z 2 (X), кривая у 2 перейдет в плоскую 
кривую, равную уі- 

При разворачивании цилиндра Z на плоскость простран¬ 
ственное расстояние между точками Х 2 и У 2 не уменьшается. 
Отсюда следует, что пространственное расстояние между точ¬ 
ками Х 2 и У 2 поверхности F 2 не больше пространственного рас¬ 
стояния между точками Хі и Уі поверхности F t . Поменяв ролями 
поверхности F t и F 2 , придем к обратному заключению. Именно, 
пространственное расстояние между точками Х 2 и У 2 поверх¬ 
ности F 2 не меньше пространственного расстояния между соот¬ 
ветствующими точками Хі и Уі поверхности Отсюда следует, 
что пространственное расстояние между точками Хі и Уі по¬ 
верхности Fi равно пространственному расстоянию между со¬ 
ответствующими по изометрии точками Х 2 и У 2 . А это значит, 
что поверхности Fi и F 2 равны. Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Если существуют две не равные изометричные 
выпуклые шапки Fi и F 2 с регулярной метрикой и положитель¬ 
ной гауссовой кривизной, то движением или движением и зер¬ 
кальным отражением их можно расположить так, что будут 
выполняться следующие условия-. 

1. В начале координат О совпадают две соответствующие по 
изометрии точки поверхностей Fi и F 2 . 

2. В этой общей точке О соответствующие по изометрии на¬ 
правления поверхностей Fi и F 2 совпадают. 

3. Обе поверхности расположены по одну сторону их общей 
касательной плоскости в точке О, причем эта плоскость не пер¬ 
пендикулярна плоскости ху. 

4. Если Zi{X) — координата z произвольной точки X поверх¬ 
ности Fi и z 2 (X) — координата z соответствующей по изометрии 
точки поверхности F 2 , то Zi(X) —z 2 (X) <0, причем, если конец 
вектора гі(Х)+г 2 (Х) проектируется в точку полуплоскости 
# исключая точку О, то z%(X) — ? г (Х)<0, 
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Доказательство. Пусть край каждой шапки и F 2 ле¬ 
жит в плоскости ху, а сами шапки в полупространстве z< 0. 
Рассмотрим разность z(X) =Zi(X) — z 2 (X). Так как шапки Fi 
и Fi не равны, а вдоль края шапки Zi — z 2 =0, то найдутся 
точки X, для которых Zi(X) — г 2 (Х)Ф0 (лемма 1). Не ограни¬ 
чивая общности, можно считать, что 

max z(X) =m> 0. 

Действительно, если т = 0, то можно поменять ролями шапки 
Fi и Fi. Обозначим Aft множество тех точек шапки F lt для ко¬ 
торых z(X)=m. Очевидно, Afi представляет собой замкнутое 
множество, не содержащее точек края шапки (на краю г(Х) = 
=0). Обозначим М 2 множество точек поверхности F 2 , соответ¬ 
ствующее по изометрии Afi. Построим плоскости г=Лі и z=h 2 , 
упирающиеся в шапки Fi и F 2 снизу. Тогда могут представиться 
следующие две возможности: 

1. Множество Afi лежит в плоскости z=h 1 . 

2. Есть точки множества Af b лежащие над плоскостью z=hi. 

Рассмотрим первый случай. 

Так как гауссова кривизна поверхности Fi положительна, то 
эта поверхность строго выпуклая (теорема 2 § 3). Поэтому 
в рассматриваемом случае множество Afi состоит только из од¬ 
ной точки Х 2 — точки касания плоскости z=h 1 с поверхностью 
Fi. В этой точке dzi=0, dz= 0. Поэтому dz 2 = 0. Следовательно, 
в точке Х 2 поверхности F 2 касательная плоскость тоже парал¬ 
лельна плоскости ху. Пусть поверхности Fi и F 2 одинаково 
ориентированы. Этого всегда можно добиться зеркальным от¬ 
ражением одной из поверхностей в плоскость, перпендикуляр¬ 
ную плоскости ху. Тогда параллельным переносом и поворотом 
около оси z можно совместить поверхности Fi и F 2 точками 
Хі и Х 2 и соответствующими по изометрии направлениями в этих 
точках. Если теперь перенести поверхности Fi и F 2 одновремен¬ 
но так, чтобы их общая точка Хі==Х 2 совместилась с началом 
координат О, то для поверхностей Fi и F 2 в этом расположении 
действительно выполняются все условия 1—4 леммы. 

Рассмотрим второй случай. В этом случае есть точки, 
принадлежащие множеству Afi, лежащие над плоскостью z—hi. 
Обозначим 

Ci = maxzi(J0, c 2 =maxz 2 (X) для XczMi. 

Проведем плоскости z=c t и z=c 2 . По определению числа сі нет 
точек из Afi, лежащих над плоскостью г=Сі. А так как Af t — 
замкнутое множество, то существует замкнутое его подмноже¬ 
ство Мі, лежащее в плоскости z = c t . Аналогично, нет точек в Af 2 , 
лежащих над плоскостью z=c 2 , но есть точки, лежащие в этой 
плоскости. Множество этих точек обрзначим М%. Пусть X £ 
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Тогда Zi(X)=Ci, z 2 (X) <с 2 . Поэтому m=m ах (2і(Я) — z 2 (X)) > 
> Ci — с 2 . С другой стороны, пусть X — точка М и которой по 
изометрии на F 2 соответствует точка множества М 2 . Тогда 
zi(X) К Ci, z 2 (X)=c 2 и, следовательно, m < с 4 — с 2 . Отсюда сле¬ 
дует, что т = сі — с 2 . Так как для всех точек X из Мі имеем 
Zi(X)=c u а т—Сі — с 2 , то множеству Мі поверхности Fi по изо¬ 
метрии на поверхности F 2 соот¬ 
ветствует множество М 2 . 

Множество Мі расположено 
на кривой уі пересечения пло¬ 
скости г=Сі и поверхности Fi. 
Эта кривая строго выпуклая, так 
как строго выпукла поверхность 
Fi. Проведем в точке Хі множе¬ 
ства Мі касательную gi к кри¬ 
вой уі. Плоскость а, параллель¬ 
ная оси 2, проходящая через 
прямую gi, очевидно, является 
опорной для множества М і, и точка Хі — единственная точка 
множества М ь лежащая в этой плоскости (рис. 20). 

Так как точка Хі принадлежит множеству Мі, то в этой 
точке 

где d/ds обозначает дифференцирование по дуге любой геоде¬ 
зической на Fi, выходящей из точки Хі. Но dzilds=cos&i, 
dz 2 /ds = cos 0 2 , где Оч и Фг — углы, образованные соответствую¬ 
щими по изометрии направлениями поверхностей Fi и F 2 в соот¬ 
ветствующих по изометрии точках Хі и Х 2 с положительной 
полуосью 2. 

Плоскость 2=с 2 пересекает поверхность F 2 по кривой у 2 , на 
которой лежит точка Х 2 , соответствующая по изометрии Хі. 
Плоскость, параллельная оси г, проходящая через касательную 
к кривой Y2 в точке Х 2 , является опорной для множества М 2 , 
причем точка Х 2 — единственная точка множества М 2 , лежащая 
в этой плоскости. 

Так как соответствующие по изометрии направления на по¬ 
верхностях Fi и F 2 в точках Хі и Х 2 образуют с положительной 
полуосью 2 одинаковые углы, то параллельным переносом с по¬ 
воротом около оси 2 поверхности Fi и F 2 можно совместить 
точками Хі и Х 2 и соответствующими по изометрии направле¬ 
ниями в этих точках. При этом обе поверхности будут нахо¬ 
диться по одну сторону их общей касательной плоскости. 

После такого совмещения поверхностей Fi и F 2 точками Хі 
и Х 2 и соответствующими по изометрии направлениями в этих 
точках перенесем параллельно обе поверхности так, чтобы их 
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общая точка Ху = Х 2 совпала с началом координат О, а затем 
повернем их около оси г так, чтобы прямая gi совпала с осью у 
и множество М і проектировалось в полуплоскость дс^О. При 
этом множество М 2 тоже проектируется в полуплоскость х 0. 
И так как в полуплоскость х ^ 0 не проектируется ни одна 
точка множеств М і и М 2 , кроме Хі^Х 2 =0, то для поверхно¬ 
стей Fi и F 2 в этом расположении действительно выполняются 
условия 1—4 леммы. Лемма 2 доказана. 

Доказательство теоремы. Пусть Fi и F 2 — изомет- 
ричные выпуклые шапки с регулярной метрикой и положитель- 
ной гауссовой кривизной. Допустим, теорема неверна, и, следом 
вательно, шапки Fy и F z не равны. Тогда по лемме 2 их можно 
расположить таким образом, что для них будут выполнены уело- 
вия 1—4. Именно: 

1. В начале координат О совпадают две соответствующие по 
изометрии точки поверхностей Fi и F 2 . 

2. В этой общей точке О соответствующие по изометрии на¬ 
правления поверхностей Fi и F 2 совпадают. 

3. Обе поверхности расположены по одну сторону их общей 
касательной плоскости в точке О, причем эта плоскость не пер* 
пендикулярна плоскости ху. 

4. Если Zy(X) — координата z произвольной точки поверх¬ 
ности Fi и z 2 (X) — координата z соответствующей по изометрии 
точки поверхности F 2 , то Zy(X) — z 2 (X)^0, причем если конец 
вектора Гі (X) + r 2 (X) проектируется в точку полуплоскости х>0, 
исключая точку О, то z t (X) —z 2 (X) <0. 

Пусть Гі (X) — вектор произвольной точки X поверхности F ir 
а г 2 (Х) — вектор соответствующей по изометрии точки поверх¬ 
ности F 2 — зеркального отражения поверхности F 2 в плоскости 
ху. По лемме 2 § 5 вектор-функция г (X) = r x {X) + г* (X), рас¬ 
сматриваемая в окрестности точки О, задает гладкую поверх¬ 
ность Ф, обладающую следующими свойствами: 

1. На поверхности Ф нет точек, где нижняя кривизна была 
бы положительна, а верхняя равнялась бесконечности. 

2. Если точка X поверхности Fi и соответствующая ей по 
изометрии точка поверхности F 2 являются точками двукратной 
дифференцируемости, то поверхность Ф в точке г(Х) не может 
иметь положительной нижней кривизны. 

Поверхность Ф в окрестности начала координат О одно¬ 
значно проектируется на плоскость ху и, следовательно, допу¬ 
скает задание с помощью гладкой функции: 

2 = ф(*, у). 

В силу свойства 4 взаимного расположения шапок Fi и F 2 
функция ер {х,у) удовлетворяет условию: ф(*,г/)<0 при х>0, 
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причем равенство достигается только в начале координат, 
т. е. при х=у = 0. 

Назовем точку X поверхности F і особой, если или она сама 
не является точкой двукратной дифференцируемости или если 
соответствующая ей на F 2 точка не является точкой двукратной 
дифференцируемости поверхности F 2 . Множество М особых то- 
чек поверхности F t имеет поверхностную меру нуль. Множеству 
М поверхности F { на поверхности Ф соответствует некоторое 
множество г(М). Мы утверждаем, что и это множество на по¬ 
верхности Ф имеет поверхностную меру нуль. Действительно, 
введем на поверхностях F \ и Fa общую регулярную парамет¬ 
ризацию и, ѵ. Тогда вектор-функции гДи, ѵ) и г 2 (и, ѵ), задаю¬ 
щие поверхности F\ и F\, будут гладкими функциями (лемма 1 
§ 5), причем вблизи точки О, где ведутся нами рассмотрения, 
Гі и ХГі Ѵ Ф0. Отсюда следует, что прообраз М' множества М на 
плоскости и, ѵ тоже имеет меру нуль. Так как вектор-функция 
г (и, ѵ) гладкая, то множество г(М) на поверхности Ф имеет 
меру нуль. 

Обозначим через М проекцию множества г(М) на плоскость 
л су. Поверхность Ф по отношению к множеству М обладает сле¬ 
дующими свойствами. Если точка Р поверхности Ф проекти¬ 
руется на плоскость ху в точку множества М, то в этой точке 
не может быть одновременно положительной нижней и беско¬ 
нечной верхней кривизны. Если же проекция точки Р на пло¬ 
скость ху не принадлежит М, то в точке Р нижняя кривизна 
не может быть положительной. 

Рассмотрим часть поверхности Ф, которая проектируется на 
плоскость ху в малый полукруг х: х 2 +у 2 Ке, *>0. Для точек 
поверхности Ф, которые проектируются в полуокружность х 2 +; 
,+ «/ 2 = е, х> 0, координата г(х, у)<—в'< 0, где е' —малое по¬ 
ложительное число. Проведем полуплоскость z = — х, х^О. 

Так как поверхность Ф касается плоскости ху в точке О, то 
построенная полуплоскость отрезает от поверхности Ф некото¬ 
рую горбушку Ф, которая проектируется в полукруг х. 

Согласно теореме 1 § 4 существует выпуклая шапка Й 
с краем в плоскости ху, охватывающим полукруг х, обращенная 
выпуклостью в сторону г>0 и обладающая следующими свой¬ 
ствами: 

Если проекция гладкой точки X шапки Q на плоскость ху 
не принадлежит множеству М, то нижняя кривизна шапки 
в точке X положительна, если же точка X проектируется на 
плоскость ху в точку множества М, то нижняя кривизна шапки 
в этой точке положительна, а верхняя равна бесконечности. 
Пусть эта шапка задается уравнением г=ш(х, у). Рассмотрим 
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поверхность, задаваемую уравнением 

г = Ы(х, у)--^х. 

Эта поверхность — будем обозначать ее й — тоже обладает 
свойствами поверхности й (теорема 2 § 4). Ее край лежит 
в плоскости г——^х и охватывает край поверхности Ф. При 
достаточно большом Я поверхность й расположена над поверх' 
ностью Ф. 

Если теперь поверхность й аффинно прижимать к поверх¬ 
ности Ф, уменьшая Я, то в некоторый момент она коснется по¬ 
верхности Ф в некоторой точке А. Так как поверхность Ф ка¬ 
сается поверхности Q и расположена с внутренней стороны этой 
поверхности, то нижняя кривизна поверхности Ф в точке А не 
меньше нижней кривизны Й и, следовательно, положительна. 
Если, кроме того, точка А проектируется на плоскость^ ху в точ¬ 
ку множества М, то верхняя кривизна поверхности Ф, будучи 
не меньше верхней кривизны й, равна бесконечности. Мы при¬ 
шли к противоречию, так как указанные возможности для верх¬ 
ней и нижней кривизны поверхности Ф в точке А исключаются 
леммой 2 § 5. Теорема доказана. 

§ 7. Внутренние оценки для некоторых 
геометрических величин вдоль края 
аналитической шапки 

Основным результатом настоящей главы является теорема 
о регулярности выпуклой поверхности с регулярной метрикой. 
Идея доказательства этой теоремы в общих чертах состоит 
в следующем. Пусть F^ выпуклая поверхность с регулярной 
метрикой и положительной гауссовой кривизной. Поверхность F 
гладкая и строго выпуклая (теоремы 1, 2 § 3). Пусть Р — про¬ 
извольная точка поверхности F. Отрежем от поверхности F ма¬ 
лую шапку со плоскостью, параллельной касательной плоскости 
в точке Р. Оказывается, существует регулярная шапка со, изо- 
метричная со. По теореме § 6 шапки со и со равны. Отсюда сле¬ 
дует регулярность поверхности F в окрестности произвольной 
точки Р, что и требовалось доказать. 

Доказательство существования регулярной щапки основано 
на теореме С. Н. Бернштейна [21] о разрешимости уравнения 
Дарбу, к рассмотрению которого сводится задача о построении 
поверхности, реализующей заданную метрику. Указанная тео¬ 
рема гарантирует разрешимость уравнения, если существуют 
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априорные оценки для предполагаемого решения и его произ¬ 
водных до второго порядка. Такие оценки легко получаются, 
если известны внутренние оценки (т. е. оценки, определяемые 
внутренней метрикой) для нормальных кривизн шапки и угла 
наклона ее касательных плоскостей к плоскости основания. По¬ 
лучение этих оценок и составляет содержание ближайших двух 
параграфов. 

Теорема. Пусть со — аналитическая выпуклая шапка с по¬ 
ложительной гауссовой кривизной и положительной геодезиче¬ 
ской кривизной края. 

Тогда для нормальных кривизн вдоль края шапки, а также 
для тангенса угла наклона касательных плоскостей к плоскости 
основания существует оценка в зависимости только от величин, 
определяемых внутренней метрикой шапки, т. е. ее линейным 
элементом. 

Доказательство. Пусть ш — рассматриваемая выпук¬ 
лая шапка с аналитической метрикой и положительной гауссо¬ 
вой кривизной. Примем плоскость основания шапки за пло¬ 
скость ху, а ось z направим так, чтобы шапка была обращена 
выпуклостью в сторону z<0. Введем на поверхности шапки ана¬ 
литическую параметризацию и, ѵ. Пусть г (и, ѵ) — вектор-функ¬ 
ция, задающая поверхность со, а г (и, ѵ) —ее z -компонента. Со¬ 
гласно деривационным формулам теории поверхностей имеем 

z U u = TJiz« + r?iz 0 + L£, 

Zuv = r! 2 Z u + Г? 2Z„ + AfS, 

Z 00 = ГЙ Zu + ГІ22 0 + Nt, 

где L, M, N — коэффициенты второй квадратичной формы по¬ 
верхности, £ — компонента единичного вектора нормали по оси 
z, а Г?/ — символы Христоффеля второго рода. 

Величина £ просто выражается через коэффициенты линей¬ 
ного элемента поверхности ds 2 =E du 2 +2F du dv + G dv 2 и пер¬ 
вые производные z u , z v . Действительно, если da — элемент пло¬ 
щади поверхности, а da — его проекция на плоскость ху, то 
£= da/da. Так как линейный элемент плоскости ху можно пред¬ 
ставить в виде ds 2 =ds 2 —dz 2 , то £ 2 есть отношение дискрими¬ 
нантов форм ds 2 и ds 2 , т. е. 

(£-4)(G-zg)-(F-z u z 0 ) 2 
= EG-F* 

Составляя выражение LN — М 2 из правых частей дерива¬ 
ционных формул и замечая, что 

LN-M 2 


EG — F 2 
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есть гауссова кривизна К , получим 
(г„ - ГІ,г„ - IU)(*„ - іѴ„ - 1%г.) - 
- (г„ - ru - IW - к 


Это и есть уравнение Дарбу. Если его левую часть обозначить 
через Ф, то 

дФ дФ _ _1_ / дФ \2 „ 

dz ua dz** 4 \ dz аѵ ) = ' 


Таким образом, для поверхности с положительной гауссовой 
кривизной (К) в каждой точке, где касательная плоскость не 
перпендикулярна плоскости ху, уравнение Дарбу будет эллип¬ 
тического типа. 

В случае полугеодезической параметризации поверхности 
(линейный элемент ds 2 =du 2 +c 2 dv 2 ) уравнение Дарбу прини¬ 
мает вид 


r(f + <z)-(s-ß) 2 +y = 0, (1) 


где 

a -cc tt p-<fq, fi-tf-q, Y — e -f- (c a - c 2 p 2 - q\ 


а p, q, r, s, t — обозначения для первых и вторых производных 
функции z(m, о). 

Пусть Р — произвольная точка поверхности их — произволь¬ 
ное направление из этой точки. Проведем геодезическую у из 
точки Р в направлении т и введем полугеодезические коорди¬ 
наты, включив геодезическую у в семейство линий и. При этом 
г!, = О, Г?, = 0, и первая из деривационных формул дает 
z" ss = k y cos Ь, 

где дифференцирование г выполнено по дуге геодезической у, 
— нормальная кривизна поверхности в направлении геодези¬ 
ческой, О —угол между касательной плоскостью поверхности и 
плоскостью ху. Из этой формулы видно, что для получения 
внутренних оценок нормальных кривизн поверхности достаточно 
оценить первые и вторые производные функции z(u, ѵ). Для 
получения таких оценок целесообразно ввести на поверхности 
шапки © полугеодезическую параметризацию, приняв за линию 
и= 0 границу у шапки со, за координатные линии семейства и — 
геодезические, перпендикулярные у, за семейство линий ѵ — их 
ортогональные траектории. В качестве параметров и, ѵ примем 
дугу вдоль линии у и дугу вдоль линий семейства и. Уравнение 
Дарбу при такой параметризации поверхности имеет вид (1). 
Оценим первые и вторые производные ?(ы, ѵ) вдоль края шапки. 
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Во-первых, заметим, что существует число ы 0 , зависящее 
только от метрики шапки и от минимума к 0 геодезической кри¬ 
визны граничной кривой у, такое, что для всех точек шапки со, 
для которых и «о, имеем 

|р|<1 и \q\<2. 

Действительно, |p|=sin*&, где ft — угол, образуемый каса¬ 
тельной к геодезической семейства и с плоскостью ху. Этот 
угол всегда меньше л/2, так как все касательные плоскости 
шапки со образуют с плоскостью ху углы, меньшие я/2. Далее, 
|< 7 l = jsin<p, где ф — угол, образуемый касательной к линии 
семейства ѵ с плоскостью ху, а с соответствует линейному эле¬ 
менту 

ds 2 =du 2 +c 2 dv 2 . 

Так как с на линии у равно единице, то можно указать такое 
число и 0 , что если ы-<ы 0 , то О ^. При этом, очевидно, \ q\<2. 

Введем на плоскости прямоугольные декартовы координаты 
и, ѵ и обозначим через G бесконечную полосу, ограниченную 
осью и = 0 и прямой и = и 0 . Определим в полосе G функцию 
£(«, ѵ) условиями: 

1) функция £(ы, ѵ) периодическая по о с периодом /, где 
I — длина кривой у; 

2) для 0<«4«о и 04» <( положим £(м, ѵ) =q. Построен¬ 
ная функция £ равна 0 на оси и, а на прямой и = и 0 имеем 

ІСІ<2. 

Рассмотрим поверхность Ф, заданную уравнением g = £(«, ѵ) 
в полосе 0<ы^<«о- Проведем через прямую и =0 плоскость о, 
образующую с плоскостью и, ѵ наименьший угол так, чтобы по-* 
верхность Ф была расположена под этой плоскостью. Относи-* 
тельро этой плоскости о могут быть два предположения: либо 
она упирается в край поверхности Ф, который проектируется на 
прямую м = Ио, либо она касается поверхности Ф в некоторой 
точке. В первом случае £ а <-%- П Р И w = 0 и * следовательно, 
2 

s < — вдоль границы шапки ю. 

Рассмотрим второй случай. Дифференцируя уравнение (1) 
по ѵ, получим: 

q U u(t+a) — 2<7„„(s — $) +q vv r+ra v +2(s — ß)ß„+y„=0. (2) 

В точке касания плоскости о с поверхностью Ф имеем q v =t= 0. 
Поэтому в этой точке а>0, так как дискриминант уравнения (1) 
Д=.(Н-а)г— (s -ß) 2 >0. 
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Это дает право выразить г в точке касания из уравнения (1): 
г (а — Р) 2 -ѵ 


Обращаясь теперь к уравнению (2), мы видим, что в точке 
касания плоскости а с поверхностью Ф первые три слагаемые 
дают неположительное число. Действительно, форма 

g 2 (H-a) +2grj(s — ß) +ті 2 г 

положительно определенная, так как г>0 и Д>0. Далее, форма 
l 2 q U u+2lr\q uv +r\ 2 q vv 

не принимает положительных значений, так как поверхность Ф 
лежит под плоскостью о. Отсюда следует, что 

qua (< + в)- 2 q U v (s - ß) + q vv r < 0. 

Сумму остальных слагаемых уравнения (2) можно записать 
в виде 

s 3 cc a + Oj(s) 


где 0 2 (s) — многочлен второй степени относительно s с коэф¬ 
фициентами, модули которых без труда оцениваются сверху 
через верхнюю грань модуля функции с (и, ѵ) и ее производных 
до третьего порядка. 

Так как а > 0, с > у, а с и < — хо, то при s, большем некото¬ 
рого числа «о, определяемого только внутренней метрикой по¬ 
верхности и геодезической кривизной х кривой у, сумма осталь¬ 
ных членов уравнения (2) отрицательна. Число s 0 и есть тот 
предел, которого производная s в точке касания не может пре¬ 
взойти. Но значения производной s—q u вдоль и — 0 во всяком 
случае не больше, чем ее значение в точке касания. Поэтому 
число s 0 служит верхним пределом производной s вдоль кри¬ 
вой у. Очевидно, оценкой для s снизу является — s 0 . 

Оценку производной г на границе шапки легко получить, 
если известен нижний предел |р| вдоль этой границы. Но его 
нетрудно получить из геометрических соображений. 

Кривая у в плоскости ху ограничивает некоторую область и. 
Так как геодезическая кривизна кривой у на поверхности шап¬ 
ки везде >х 0 , то ее обычная кривизна тоже >х 0 *). 


*) Обычная кривизна кривой связана с ее геодезической кривизной равен¬ 
ством £cos0=fe e , где Ф — угол между соприкасающейся плоскостью кривой 
(в данном случае плоскостью основания щапки) и касательной плоскостью к 
поверхности. 
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Покажем, что в область со можно поместить круг со, радиус 
которого зависит только от хо и длины кривой у. Для этого про¬ 
ведем диаметр области со. Возьмем на нем две точки А и В, 
близкие к его концам (рис. 21). Построим теперь луночку из 
дуг окружностей радиуса 1/хо с концами в точках А и В. Эта 
луночка расположена целиком внутри со. Действительно, если 
радиус дуг окружностей достаточно зелик, луночка, очевидно, 
находится внутри ю. Будем непрерывно уменьшать радиус дуг 
окружностей^ Луночка при этом увеличивается, но не выходит 
за пределы со, пока радиус дуг окружности остается больше 
1/х 0 , так как дуга окружности радиуса больше 1/х 0 не может 
коснуться кривой у, кривизна которой не меньше х 0 . Очевидно, 
внутри луночки можно построить круг (О 
радиуса не меньше р 0 , причем ро зависит 
только от хо и диаметра области и. И так 
как диаметр области ю не меньше 1/я, где 
I — длина кривой у. то можно считать, что 
ро зависит только от х 0 и длины / кри¬ 
вой у. 

Проведем теперь от центра круга и по¬ 
лупрямую g, перпендикулярную к плоско¬ 
сти основания шапки со, в сторону, проти¬ 
воположную той, куда обращена выпуклость шапки. Построим 
сферу Q достаточно далеко от шапки с центром на полупрямой 
g и кривизной меньшей, чем наименьшая кривизна шапки ю. 
Удалим из области и круг ю. Оставшаяся часть области ш и 
шапка © образуют некоторую поверхность Ф, край которой 
является окружностью круга ©. Будем теперь смещать сферу Q 
вдоль полупрямой g в направлении поверхности Ф. В некото¬ 
рый момент сфера Q упрется либо в край поверхности Ф, т. е. 
окружность круга б, либо в шапку ©. Вторая возможность 
исключается, так как кривизна сферы £2 меньше наименьшей 
кривизны шапки. Пусть h — расстояние, на которое выступает 
эта сфера в положении, когда она упирается в окружность кру¬ 
га б. Построим конус, основанием которого служит основание 
шапки ©, а вершиной — точка, лежащая внутри шапки, уда¬ 
ленная от плоскости основания шапки на h и проектирующаяся 
в центр круга б. Этот конус лежит внутри шапки. Поэтому его 
касательные плоскости вдоль у образуют с плоскостью основа¬ 
ния углы, большие, чем углы, образуемые касательными пло¬ 
скостями шапки. Это дает возможность взять в качестве нижней 
грани для |/>| число 6= ~г==- 1 ■ » где / — длина кривой у. 



Рис. 21. 
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Переходим к оценке производной г. Вдоль кривой у имеем 
f=0, <7=0, 6<|р|<1. Из уравнения (1) получаем вдоль кривой 

(s- Р)*-Ѵ 

сс и р 

Так как с„<—х 0 , |р|>0 и для \s\ известна внутренняя оценка, 
то оценка может быть получена и для |г|. 

Оценку угла между касательными плоскостями шапки с пло¬ 
скостью ее края мы получим для аналитических шапок доста¬ 
точно малых размеров в такой форме, как это нами исполь¬ 
зуется в дальнейшем. Именно, пусть F — выпуклая поверхность 
с аналитической метрикой и положительной гауссовой кривиз¬ 
ной, Р — произвольная фиксированная точка на F и G — малая 
выпуклая область на поверхности, ограниченная внутренне ана¬ 
литической кривой с положительной всюду геодезической кри¬ 
визной, Пусть и — аналитическая выпуклая шапка,, изометрич- 
ная области G на поверхности F. Утверждается, что если об¬ 
ласть G достаточно мала, то для угла наклона касательных 
плоскостей шапки со вдоль ее края к плоскости основания шапки 
может быть указана оценка сверху, меньшая я/2, в зависимости 
только от линейного элемента поверхности F и геодезической 
кривизны края шапки. 

Пусть Q — любая точка края шапки со, Q' — соответствую¬ 
щая по изометрии точка на поверхности F и у — геодезическая 
на F, касающаяся области G в точке Q'. Введем на F полугео- 
дезические координаты и, ѵ, включив у в семейство геодезиче¬ 
ских и (пусть она соответствует и=0). Составим уравнение Дар- 
бу относительно линейного элемента ds 2 =du 2 +c 2 dv 2 поверх¬ 
ности F (уравнение (1)). По теореме Коши — Ковалевской 
существует решение z(u,v) этого уравнения, для которого 
z(u, 0)=« 2 , q(u, 0)=0. Если область достаточно мала, то об¬ 
ласть существования этого решения, очевидно, покрывает G (как 
область изменения параметров и, ѵ) независимо от выбора 
точки Q. Как известно, это решение можно дополнить двумя 
другими аналитическими функциями х (ы, ѵ), у{и,ѵ) так, что 
уравнениями 

х=х(и, ѵ), у=у(и,ѵ), z=z(u,v) 

будет задаваться аналитическая поверхность F, изометричная 
F. Если область G достаточно мала, то производные (до лю¬ 
бого фиксированного порядка) х, у, I по и и ѵ в области 
на поверхности F, соответствующей по изометрии G, равно¬ 
мерно ограничены. Так как направления координатных линий 
и, ѵ вдоль у=0 сопряжены (коэффициент М второй квадра¬ 
тичной формы поверхности F пропорционален s — ^-q = 0) и 
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координатная сеть ортогональна, то геодезическая линия u=ß 
является линией кривизны и, следовательно, плоская. 

Пусть Q — точка, а у — геодезическая на поверхности F, со¬ 
ответствующие по изометрии точке Q' и геодезической у поверх¬ 
ности F. Плоскость а, в которой лежит геодезическая у, являет¬ 
ся нормальной плоскостью поверхности F в каждой точке гео¬ 
дезической. Так как геодезическая кривизна края области со, 
соответствующей по изометрии области G поверхности F, строго 
положительна и больше некоторого е>0, то при повороте пло¬ 
скости а_на малый угол 0(e) около касательной к у в точке Q 
область ю будет по-прежнему располагаться по одну сторону 
этой плоскости и будет однозначно на нее проектироваться. 
Можно считать, что 0(e), если область G достаточно мала, не 
зависит от формы этой области, выбора точки Q' на ее границе, 
а зависит только от нижнего предела геодезической кривизны 
кривой, ограничивающей область G. 

Расположим теперь поверхность со выпуклостью в направле¬ 
нии z<0 так, чтобы плоскость а после указанного поворота на 
угол 'ö'(e) совпадала с плоскостью ху, точка Q — с началом ко¬ 
ординат О, а касательная к у в точке Q — с осью у. Шапку со 
расположим аналогично, именно: выпуклостью в сторону z< О, 
плоскостью основания в плоскости ху, и касательную к краю 
шапки —по оси у. Пусть z и г — координаты по оси Ог соот¬ 
ветствующих по изометрии точек поверхностей со и со в указан¬ 
ном расположении. Функция z — z достигает минимума на гра¬ 
нице поверхностей (см. доказательство теоремы в § 6). Следо¬ 
вательно, этот минимум достигается в начале координат, где 
z — z = 0, ибо в остальных точках границ г— z^O. Отсюда, 
дифференцируя по направлению, перпендикулярному к краю по¬ 
верхностей в точке О, получим z' — z'^O, или — sinß + 
+ sin (у —#(е))>0. Таким образом, для угла ß, образуемого 
касательной плоскостью шапки со в точке О с плоскостью ее 
основания (плоскостью ху), получается оценка ß^ у — Ф(е). 
Теорема доказана. 

§ 8. Оценка нормальных кривизн во внутренних 
точках регулярной выпуклой шапки 

Теорема 1. Если максимум нормальной кривизны выпук¬ 
лой поверхности с регулярной метрикой и положительной гаус¬ 
совой кривизной достигается во внутренней точке поверхности, 
то для величины этого максимума можно указать оценку в за¬ 
висимости только от величин,'определяемых внутренней метри- 
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кой поверхности. Именно, если Ко — максимум, Ко — минимум 
гауссовой кривизны поверхности и X — максимум второй произ¬ 
водной от гауссовой кривизны по дуге любой геодезической на 
поверхности, то нормальная кривизна не превосходит величины 



Доказательство. Относительно точки А 0 , в которой до¬ 
стигается максимум верхней кривизны, могут быть два предпо¬ 
ложения: 

1) точка Х 0 — шаровая, т. е. кривизна нормальных с ечений 
по всем направлениям в этой точке одинакова и равна |ЛК(А 0 ), 
где К(Хо) — гауссова кривизна в точке Х 0 ; 

2) точка А 0 не является шаровой. 

В первом случае, очевидно, в качестве оценки максимума 
верхней кривизны можно взять число ѴК 0 , где Ко — максимум 
гауссовой кривизны поверхности. 

Во втором случае, так как точка А 0 не шаровая, в ее доста¬ 
точно малой окрестности можно ввести координатную сеть и, ѵ, 
состоящую из линий кривизны. В качестве параметров и и ѵ 
примем дуги вдоль координатных линий, проходящих через 
точку А 0 и назовем » = 0 то направление, по которому дости¬ 
гается максимум нормальной кривизны. 

Согласно выбору параметров и и ѵ вдоль линии ѵ=0 имеем 
ds 2 =du 2 , а вдоль линии ы=0 ds 2 =dv 2 . Поэтому для коэффи¬ 
циентов квадратичной формы 

ds 2 =E du 2 +2F du dv + G dv 2 

в точке Xo имеем 

£=G= 1, F= 0, E U = G V = 0. 

Выражения для средней и гауссовой кривизны поверхности 
имеют вид 

EN+GL к LN _1 f д {ѴЁ) ѵ д (УТПц І 

2 EG ’ Д EG V~EG[do Ѵв ди VE /’ 

где L и N — первый и третий коэффициенты второй квадратич¬ 
ной формы поверхности. 

Простой вид принимают также формулы Кодацци 



Пусть х и х — наибольшая и соответственно наименьшая 
нормальные кривизны поверхности в произвольной точке, близ¬ 
кой к А 0 . Тогда из формул для средней и гауссовой кривизны, 
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приведенных выше, легко следует 
_l_ 

Е' * х O' 

После этого из формул Кодацци получим 

Tip (“* + *>• 

Решая эти равенства относительно Е ѵ и G u , находим 



Найдем теперь выражение кривизны К в точке Х 0 . Имеем 

±(Ж) _ 

дѵ \ Ѵа І ІЫ 2 4 


_і с 
Л*о) 2 


<?и \ ѴЁ 

Из равенств (1) получим 

E..-EI + JL 


№ 


( 2 ) 


Так как х достигает максимума в точке Х 0 , то в этой точке 
х и =х„=0, и равенства (2) дают 


= оі + - 


Подставляя найденные значения и G„, 
гауссовой кривизны К в точке Х 0 , получим 

К~- (ІЕІ + 


; формулу для 


/! р2 I 1 С 2 2я ѵѵ ЖУ-ии \ 2Кии 

( 4 ” +< ‘ + -x + |- + K.(-« + f)j 
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Так как в точке Х 0 достигается максимум х, и точка Х 0 не 
шаровая, то в этой точке х> к ив <0, Поэтому вы- 

ражение в скобках неотрицательно, и, следовательно, 

(3) 


Линия о=0 в точке Ло имеет нулевую геодезическую кри¬ 
визну. Действительно, для геодезической кривизны известно сле¬ 
дующее выражение: 

где _ 

W = Y EQ — F 2 , 

r=W 2 (u'u"-v'u") + 

+ (Ей' + Fo') [(f. - j Е ѵ ) и' 3 + G u u'v' + j G v v' 3 ] - 

- (Fu' + Qv') [i- E a u' 3 + E v u'v' + (f v ~y 0«) o'*] • 

Из этого выражения для геодезической кривизны кривой 
очевидным образом следует, что линия о = 0 в точке Х 0 имеет 
нулевую геодезическую кривизну. Поэтому Кии(Х 0 ) =K S s(X 0 ). 

Если теперь обозначить через X максимум второй производ¬ 
ной гауссовой кривизны по дуге геодезической на всей поверх¬ 
ности по всем геодезическим, то из неравенства (3) в точке Х 0 
получим 

2Я 

* ^ х*-К ’ 

Отсюда _ 

к<у г K+^jr. 


Обозначая Ко и К 0 максимум и соответственно минимум 
гауссовой кривизны поверхности, получаем для верхней кри¬ 
визны поверхности следующую оценку: 


И < уѴо + 


2А 

Ко 


Теорема доказана. 

Если поверхность замкнутая, то максимум ее верхней кри¬ 
визны, очевидно, достигается в некоторой внутренней точке, 
а поэтому он не превосходит числа 


V *оН 


где Ко, КопХ имеют прежние значения. 
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Как следствие теоремы 1 и теоремы § 7 получается следую¬ 
щая теорема о существовании внутренних оценок на всей по¬ 
верхности аналитической выпуклой шапки с положительной 
гауссовой кривизной. 

Теорема 2. Пусть F — аналитическая шапка с положи¬ 
тельной гауссовой кривизной и положительной геодезической 
кривизной края. Тогда для нормальных кривизн шапки и тан¬ 
генса угла наклона ее касательных плоскостей к плоскости ос¬ 
нования можно указать оценки в зависимости только от вели¬ 
чин, определяемых внутренней метрикой шапки. 

В оценке для нормальных кривизн шапки, которая обеспе¬ 
чивается теоремой 2, существенно используется положитель¬ 
ность геодезической кривизны края шапки. Если строгой поло¬ 
жительности геодезической кривизны края шапки не предпола¬ 
гать, то гарантировать оценки для нормальных кривизн на всей 
шапке нельзя. Однако имеет место следующая теорема. 

Теорема 3. Пусть со — регулярная выпуклая шапка с по¬ 
ложительной гауссовой кривизной. 

Тогда для нормальных кривизн шапки в произвольной точ¬ 
ке Р, находящейся на расстоянии, не меньшем б>0 от плоскости 
края, могут быть указаны оценки в зависимости только от ве¬ 
личин, определяемых внутренней метрикой шапки и числом б. 

Доказательство. Пусть А— произвольная точка шапки 
и у — произвольная, исходящая из точки X геодезическая. Обо¬ 
значим, через Ху(Х) нормальную кривизну шапки в точке X в 
направлении у и рассмотрим функцию 

w y (X)=h(X)xy(X), 

где h(X) — расстояние точки X от плоскости края шапки. Функ¬ 
ция Wy(X) неотрицательна и обращается в нуль на границе 
шапки. В некоторой внутренней точке шапки А 0 для некоторой 
геодезической у 0 , исходящей из этой точки, она достигает ма¬ 
ксимума. Обозначим через w 0 величину этого максимума. 

Проведем через точку Х 0 геодезическую уо. перпендикуляр¬ 
ную уо, и введем в окрестности точки А 0 на поверхности шапки 
полугеодезическую координатную сеть и, ѵ, приняв геодезиче¬ 
ские, перпендикулярные у 0 , за линии и. В качестве параме¬ 
тров и, ѵ примем дуги геодезических уо и у 0 , отсчитываемые от 
точки А 0 . Обозначим у (А) геодезическую семейства и, проходя¬ 
щую через точку А, близкую к А 0 , и введем в рассмотрение 
функцию 

w(X)=Wy iX )(X). 


Эта функция, очевидно, также достигает максимума в точке А 0 , 
и этот максимум равен Wq. 






§ 8. Оценки нормальных кривизн 


109 


Составим уравнение Дарбу для поверхности шапки, приняв 
за плоскость 2 = 0 касательную плоскость шапки в точке Х 0 . Для 
определенности будем считать, что шапка находится в полупро- 
странстве 2>0. Так как линейный элемент шапки в координа* 
тах «, ѵ равен ds 2 =du z +c 2 dv 2 , то уравнение Дарбу для функции 
z(u, ѵ) имеет вид (§ 7) 


где 


r(/ + a)-(s-ß) 2 + y = 0, 
а = сс а р — ~г ?, ß = 7 L <7, 

Y = -£M.( C 2_ C 2 p 2_ (7 2 )> 


Как показано в § 7, нормальная кривизна вдоль геодезиче¬ 
ской у на поверхности выражается по формуле 

*ѵ (Л 

И Ѵ COS ф ’ 

где дифференцирование z выполняется по дуге геодезической у, 
а ф — угол между касательной плоскостью шапки и плоскостью 
ее основания. Так как 

cos 2 ф = 1 — р 2 — , 


то для функции w(X) получается следующее представление: 


w = 


_ hr 

і/ 


Решая это равенство относительно г, получим 

Исходя из этого выражения для г, найдем его первые и вто¬ 
рые производные по и и ѵ в точке Х 0 . При этом будем иметь в 
виду следующее. По выбору системы координат и, ѵ в точке Л'о 
с= 1, с и =с ѵ =с иѵ =с ѵѵ = 0, с ии = — К, где К — гауссова кривизна 
поверхности. Производные р, q равны нулю, так как плоскость 
z = 0 касается поверхности в точке Я 0 - Производная s=0, так 
как М = 0 (направления координатных линий в точке Х 0 яв¬ 
ляются главными направлениями). Наконец, ш„ = ш„=0, потому 
что w достигает максимума в точке Х 0 . 
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Имеем 



По поводу значений этих производных в точке Х 0 существенно 
заметить следующее. Так как и, ѵ в точке Х 0 суть дуги геоде¬ 
зических, а h — расстояние до основания шапки, то 
|Л„|-< 1. Следовательно, 

І Г «І<Т» ' \ г ѵ\<1 • 

Принимая во внимание формулу для нормальной кривизны 


получаем 

Отсюда 

Следовательно, 





- + Аг 2 + Вг, r vv = ^f-~ 


где А, В, С, D — величины, которые просто оцениваются че¬ 
рез величину б. 

Дифференцируя уравнение Дарбу в точке Х 0 по и, получим 


Отсюда 


rt a + tr a -К и = 0. 



Дифференцируя уравнение Дарбу по и дважды, получим 
r u J + t uu r + 2 r u t u - 2 si - Кии = 0. 

Введем в это равенство полученные выше значения r u , r v , s u =r„, 
Гии, tuu = r v о- Тогда получим 

J ( W au t + w vv r) -^~ + Pr+Q= 0, (*) 

где Р и Q — величины, которые оцениваются через величину б, 
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гауссову кривизну К и ее производные до второго порядка. Так 
как функция w достигает максимума в точке Ло, то в этой 
точке 

w uu t+w vv r < 0. 

Поэтому, отбрасывая в левой части равенства (*) заведомо не¬ 
положительные члены, будем иметь 

- J T~+P r + Q>°- 

Или, переходя от г к w=rlh, получим 

-Kw 2 +P'w + Q'>0. 

Отсюда очевидным образом оценивается w, а вместе с ним и 
нормальная кривизна и. Теорема доказана. 

§ 9. Существование аналитической выпуклой шапки, 
реализующей заданную аналитическую метрику 

Лемма 1. Пусть в г-окрестности единичного круга ©: 
м 2 +ц 2 < 1 задана аналитическая метрика с положительной 
гауссовой кривизной 

ds\ = Е а du 2 + 2 F a du dv + G a dv 2 , 

аналитически зависящая от параметра а. Пусть окружность 
круга со имеет относительно метрики dsl положительную геоде¬ 
зическую кривизну. 

Тогда, если при некотором значении параметра ос=а 0 ме¬ 
трика dsa реализуется выпуклой аналитической шапкой со 0 „ 
допускающей аналитическое продолжение за ее границу, то и 
при всех достаточно близких к сс 0 значениях параметра а она 
также реализуется выпуклой аналитической шапкой со а , анали¬ 
тически продолжаемой за ее границу. 

Доказательство. Допустим, что существует аналитиче¬ 
ская шапка ю а , реализующая метрику dsl. Расположим шап¬ 
ку (о а так, чтобы ее основание лежало в плоскости ху, а сама 
шапка — в полупространстве 2>0. Координата г точки (и, ѵ ) 
шапки © а удовлетворяет в круге © дифференциальному уравне¬ 
нию в частных производных эллиптического типа — уравнению 
Дарбу 

Ф а (г, s, t, р, q, и, ѵ) =0 

и имеет нулевые значения на окружности круга со. 

При а=а 0 уравнение Ф а = 0, очевидно, имеет аналитическое 
рещецие гщ, аналитически продолжаемое за границу круга со, 
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так как существует аналитическая шапка ©а 0 , реализующая ме¬ 
трику По известной лемме С. Н. Бернштейна [21, гл. VII] 
для значений параметра а, близких к а 0 , существует решение 
z a (u, о) уравнения Ф а =0, аналитическое_по и, ѵ, а, анали¬ 
тически продолжаемое за границу круга и и равное нулю на 
окружности этого круга. Покажем, что каждому такому реше¬ 
нию z a , если ja— a 0 | достаточно мало, соответствует аналити¬ 
чески продолжаемая за границу шапка © а , реализующая ме- 
трику ds\. 

Рассмотрим квадратичную форму d(4, заданную в круге © 
и достаточно малой его окрестности равенством 
dal = dsl - dz\ . 

При a = a 0 эта форма положительно определенная и пред¬ 
ставляет собой линейный элемент плоскости основания шап¬ 
ки ©а„, если за координаты и, ѵ точки Р этой плоскости взять 
координаты лежащей над ней точки шапки. Таким образом, 
метрика dal, в круге ю реализуется плоской выпуклой обла¬ 
стью — основанием шапки © а „. Кривизна границы этой области, 
равная геодезической кривизне окружности круга © относи¬ 
тельно метрики do^, положительна. 

Так как метрика da\ аналитически зависит от параметра а, 
то геодезическая кривизна окружности u 2 +v 2 = I относительно 
метрики doa при малом |а — ао| тоже положительна, а форма 
dot в круге © положительно определенная. Вычисляя гауссову 
кривизну с помощью коэффициентов формы dal, убеждаемся, 
что она с точностью до множителя, отличного от нуля, совпа¬ 
дает сФ г и поэтому равна нулю. Отсюда следует, что метрика 
dal при малом |а — ао|, рассматриваемая в достаточно малой 
окрестности круга ©, реализуется областью на плоскости ху, 
причем кругу © соответствует выпуклая область, ограниченная 
аналитическим контуром с положительной кривизной. 

Пусть х а (и, ѵ) и у а (и, ѵ) —координаты точки плоскости ху, 
соответствующие точке (и, ѵ) круга © при изометрическом ото¬ 
бражении этого круга с метрикой da 2 a в плоскость ху. Аналити¬ 
ческая поверхность, заданная уравнениями 

х=х а (и, ѵ), У=Уа.( и < ѵ )> z=z a (u, v), 
имеет dsl своим линейным элементом, так как 

dxl + dy 2 a + dzl = dal + dz 2 a = ds \, 
и она представляет собой аналитическую выпуклую шапку м а , 
существование которой и утверждалось, 
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Лемма 2. Пусть в г-окрестности круга ю: и 2 + и 2 <Д за¬ 
дана аналитическая метрика с положительной гауссовой кри¬ 
визной 

ds\ = Е а du 2 + 2 F a du dv + G a dv 2 , 

аналитически зависящая от параметра а(ао ^а-^аі). Пусть 
окружность круга © имеет относительно метрики ds\ положи¬ 
тельную геодезическую кривизну для всех а из указанного от¬ 
резка. 

Тогда, если при а=ао метрика ds\ реализуется некоторой 
выпуклой аналитической шапкой со а „, допускающей аналитиче¬ 
ское продолжение за ее границу, то при а = аі она также реа¬ 
лизуется некоторой выпуклой аналитической шапкой, аналити¬ 
чески продолжаемой за ее границу. 

Доказательство. Обозначим через а' точную верхнюю 
грань чисел а, удовлетворяющих следующему условию. Для 
каждого а(ао-^а<а') метрика ds 2 реализуется некоторой 
аналитической шапкой, аналитически продолжаемой за ее гра¬ 
ницу. В силу леммы 1, а 0 <а'. Покажем, что а'=аі. 

Пусть ßi, ß 2 , ..., ß n , ■ •. — последовательность чисел из ин¬ 
тервала (а 0 , а'), сходящаяся к а'. Каждому значению ß* соот¬ 
ветствует аналитическая шапка со&, реализующая метрику ds 
Обозначим через r h (u, ѵ) радиус-вектор точки шапки соа, соот¬ 
ветствующий точке (и, ѵ) круга ©. Не ограничивая общности, 
можно считать, что вектор-функции r h (u, ѵ) равномерно ограни¬ 
чены, основание каждой шапки ©& лежит в плоскости ху, а сами 
шапки — в полупространстве z>0. Согласно теореме 2 § 8 для 
нормальной кривизны каждой шапки ©ь, а также для угла, об¬ 
разуемого ее касательными плоскостями с плоскостью ху, могут 
быть указаны внутренние оценки. Из условий леммы следует, 
что эти оценки можно считать не зависящими от k, причем 
оценка для углов меньше я/2. С помощью оценки для кривизны 
могут быть получены оценки для производных второго порядка 
функций r k {и, ѵ) . 

Возьмем теперь две оси g it g 2 , проходящие через начало ко¬ 
ординат, не лежащие в одной плоскости с осью г и образующие 

с ней углы, не превосходящие г Д е Фо — максимум 

углов, образуемых касательными плоскостями всех шапок © ft 
с плоскостью ху. Пусть Ін(и, ѵ) и rife (ы, п) — проекции вектора 
r h {u,v) на эти оси. Каждая из функций z h {u, v), v), 

т ]h(u, v) удовлетворяет уравнению в частных производных вто¬ 
рого порядка эллиптического типа — уравнению Дарбу. В § 11 
настоящей главы будет доказана теорема об оценках производных 


§ А. В. Погорелое 
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решения уравнения эллиптического типа общего вида. Со¬ 
гласно этой теореме для производных четвертого порядка функ¬ 
ций z h , и в круге и 2 + о 2 < 1 — 8і(еі>0) могут быть полу¬ 
чены оценки, если известны оценки для производных первых 
двух порядков. Принимая во внимание характер зависимости 
уравнений для z h , l h . л*> от ßft. можно считать, что оценки для 
четвертых производных функций Zk, £ft, Л& не зависят от k. 
С помощью оценок для производных функций rift. Zft могут 
быть получены оценки производных вектор-функций Гь(ы, о). 
Таким образом, можно считать, что четвертые производные век¬ 
тор-функций r h {u, ѵ) в круге м 2 +о 2 < 1 — еі равномерно (по k) 
ограничены. 

Так как последовательность вектор-функций r h (u, ѵ ) равно¬ 
мерно ограничена и равностепенно непрерывна, то можно выде¬ 
лить из нее сходящуюся подпоследовательность. Не ограничи¬ 
вая общности, можно считать, что сама последовательность 
/■ft (и, о) сходится к некоторой функции г (и, ѵ). Сходимости век¬ 
тор-функций Гй(«, ѵ) соответствует сходимость шапок со/і к не¬ 
которой выпуклой шапке со с радиус-вектором г (и, ѵ), реали¬ 
зующей метрику ds\,. 

Из равномерной ограниченности четырех гроизводных функ¬ 
ций r h (u,v) в круге ы 2 +и 2 < 1— еі следует трехкратная диф¬ 
ференцируемость предельной функции г{и,ѵ) в этом круге, а 
следовательно, и во всем круге со, исключая, быть может, его 
границу. 

Из трехкратной дифференцируемости функции г(ц, о) вну¬ 
три круга следует трехкратная дифференцируемость проекций 
z(u, ѵ), 1(и, ѵ), л (и, ѵ) вектора г (и, ѵ) на оси z, g u g 2 . Так как 
каждая из функций £, л> 2 удовлетворяет аналитическому урав¬ 
нению эллиптического типа, то, по известной теореме С. Н. Берн¬ 
штейна об аналитичности решений уравнений эллиптического 
типа, функции |, л. 2 аналитические внутри круга со. 

Дискриминант уравнения Дарбу для функции z существенно 
больше нуля во всем круге со, так как касательные плоскости 
шапки со образуют с плоскостью ху углы, не превосходящие Оо, 
а гауссова кривизна шапки существенно положительна. 

Отсюда по теореме С. Н. Бернштейна [21, гл. VII] следует, 
что функция^ z допускает аналитическое продолжение за гра¬ 
ницу круга со. Поэтому аналитическая метрика do 2 ,, с помощью 
которой определяются две другие_координаты (х и у) вектора 
г (и, ѵ), задана не только в круге со, но и в некоторой его окрест¬ 
ности. Отсюда следует, что функции х(и, ѵ), yju, v), z(u, v) 
аналитически продолжаются за границу круга со. Таким обра- 
ЭРМ, цщпка со реализует метрику ds 2 „ является аналитической и 
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аналитически продолжается за границу. В силу леммы 1 тогда а' 
не может быть меньше аі. Лемма 2 доказана. 

Теорема. Пусть в е-окрестности круга со: ы 2 +и 2 ^1 ли¬ 
нейным элементом ds 2 задана аналитическая метрика с положи¬ 
тельной гауссовой кривизной, причем окружность у круга со 
имеет относительно метрики ds 2 всюду .положительную геодези¬ 
ческую кривизну. Пусть каждая геодезическая относительно ме¬ 
трики ds 2 , проведенная из центра круга со, встречает окружность 
круга в точке, расстояние которой вдоль этой геодезической 
меньше_ 1 /УК 2 , где Кг — максимум гауссовой кривизны в 
круге со. 

Тогда существует аналитическая шапка со, реализующая ме¬ 
трику ds 2 , заданную в круге со. 

Доказательство. Введем в круге со полярные геодези¬ 
ческие координаты р, Ф относительно метрики ds 2 , взяв центр О 
круга со за полюс. Линейный элемент ds 2 в этих координатах 
имеет вид 

ds 2 =dp 2 +c 2 (p, 0)Л> 2 , 
причем с (О, О) =0, с р (0, 0)=1. 

Так как гауссова кривизна К= — с рр Іс, то вдоль каждой гео¬ 
дезической, выходящей из точки О, коэффициент с 2 линейного 
элемента ds 2 удовлетворяет обыкновенному дифференциальному 
уравнению 

у"+Ку =0 

и начальным условиям у= 0, у'= 1 при р=0. Если Кі^-К^-Кг, 
то, как известно, интегральная кривая этого уравнения в полосе 
0<р<л/\А/С 2 заключена между интегральными кривыми урав¬ 
нений 

У"+КіУ = 0, у"+К 2 у=0 


при тех же начальных условиях. Отсюда следует, что с(р, Ф), 
будучи выпуклой функцией по р при фиксированном О, моно¬ 
тонно растет по крайней мере в интервале ^0, yJ_ j и, следова¬ 


тельно, координатная сеть р, ф может быть введена во всем 
круге со и некоторой его окрестности. 

Пусть р = р (О) — уравнение окружности у круга со в коор¬ 
динатах р, Ф. Покажем, что геодезическая кривизна кривой у а , 
заданной уравнением р=ар(Ф), а<1, больше, чем геодезическая 
кривизна кривой у (в точках, соответствующих одним и тем же 
значениям б'). Действительно, рассмотрим четырехугольник 


8* 
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АВА а В а (рис. 22), ограниченный координатными геодезическими 
■Ѳ'='0 , о, Ф=0о+А0 и дугами кривых у и у а . Длина дуги А а В а 
меньше длины дуги AB, так как они on* 
ределяются формулами 

Öq +ДО 

J Yw) 2 +c 2 (op, 

»0 

»o+A» _ 

J ѴѴ г + с 2 (р ,Q)dü 

соответственно, а c(pi, ■б) <с(рг, •&), если 
Рис. 22. Рі<Р 2 <у=-- П Р именяя к четырех¬ 

угольнику А а В а АВ теорему Гаусса — 
Боннэ и замечая, что геодезические •ö , =const пересекают кри- 
вые у а и у под прямыми углами, получим 



( в а) (В) 

J х(0, a)ds a - J x(fl)ds = JJ К(Р, b)do, 

(Л а ) ( А) (А а В а АВ) 


где «(■&, а) и х(д) — геодезические кривизны кривых у а и у, 
а К — гауссова кривизна. Отсюда 

и* As a — и* As = К* Асг, 

где и* , и* — средние значения геодезических кривизн кривых у а 
и у на участках А а В а и AB соответственно, а К* — среднее зна¬ 
чение гауссовой кривизны четырехугольника. Деля полученное 
равенство на A s a и замечая, что As/As a > 1, в пределе при As— >0 
получим 

*«(«)-х (О) >0. 


Пусть со а — область в круге а, ограниченная кривой у а . Ото¬ 
бразим эту область на круг со, ставя в соответствие точке обла¬ 
сти со а с координатами р, Ф точку круга с координатами О. 
При этом кривой Ya соответствует окружность y- Это отображе¬ 
ние очевидным образом продолжается _в отображение окрест¬ 
ности области <» а в окрестность круга со. Метрика ds l , рассма¬ 
триваемая в окрестности области со а , переходит в метрику ds 2 a , 
заданную в окрестности круга со. Так как метрика ds\ аналити¬ 
чески зависит от параметра а и геодезическая кривизна окруж¬ 
ности у относительно этой метрики положительна, то в силу 
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леммы 2 метрика ds 2 в круге со реализуема аналитической вы¬ 
пуклой шапкой, аналитически продолжаемой за ее границу, если 
реализуема метрика ds 2 хотя бы при каком-нибудь значении па¬ 
раметра афО или, что то же самое, если реализуема метрика 
ds 2 , рассматриваемая в области со а . 

Пусть 

ds 2 — dp 2 + с 2 с№ 2 

— линейный элемент сферы радиуса 1 іѴ Ко, где Ко — гауссова 
кривизна в центре круга со относительно метрики ds 2 в поляр¬ 
ных геодезических координатах. Рассмотрим метрику ds|, за¬ 
данную в круге со линейным элементом 

dsjt = dp 2 + (ßc + (l — ß)c)W, 0<ß< 1. 

В точке О функции с(р, О) и с(р, О) совпадают вместе с их про¬ 
изводными до второго порядка. Поэтому при достаточно малом 
сс=ао метрика ds^. в окрестности области со 0о имеет положитель¬ 
ную гауссову кривизну, а кривая у а не только относительно 
метрики ds 2 , но и относительно каждой метрики имеет поло¬ 
жительную геодезическую кривизну. 

Отсюда следует, что метрика ds 2 , рассматриваемая в обла¬ 
сти ©а, и достаточно малой ее окрестности, реализуема выпук¬ 
лой шапкой, аналитически продолжаемой за ее границу, если 
реализуема метрика ds 2 . Если (Оа 0 —область на сфере S, ограни¬ 
ченная кривой у По с тем же уравнением в полярных геодезиче¬ 
ских координатах р, ■б', что и у кривой Ѵ 0о , то реализуемость 
метрики ds 2 , рассматриваемой в области со а ., аналитической шап¬ 
кой, аналитически продолжаемой за ее границу, равносильна 
существованию такой шапки, изометричной ©а 0 . 

Спроектируем кривую у„ о из центра сферы S на касатель¬ 
ную плоскость а к сфере 5 в точке р = 0. В результате получим 
выпуклую кривую у' с положительной кривизной. Введем на 
плоскости а полярные координаты г, ср, приняв направление 
0 = 0 на сфере S за направление ф=0 на плоскости о. Пусть 

r=f( Ф) 

— уравнение кривой у' о в полярных координатах г, ф. Рассмо¬ 
трим кривую в плоскости а, заданную уравне¬ 

нием 
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Эта кривая имеет всюду положительную кривизну при каждом 
значении t из указанного сегмента и при *=0 совпадает с кри- 
вой а при t= 1 — с окружностью r= 1 *). 

Спроектируем кривую А,* на сферу S из ее центра и обозна- 
чим через © а „, t выпуклую область, ограниченную этой проекцией 
на сфере. 

Для того чтобы существовала аналитическая шапка, анали¬ 
тически продолжаемая за ее границу и изометричная области 
®а 0 , достаточно, чтобы такая шапка существовала хотя бы для 
одной области © а0і t . Но для Юа 0 , і такая шапка действительно 
существует — это сегмент сферы S, в который проектируется 
круг г < 1 плоскости а. Следовательно, существует аналитиче¬ 
ская шапка, аналитически продолжаемая за ее границу, изоме¬ 
тричная области G>a 0 сферы S, а тогда существует подобного 
рода шапка, реализующая метрику ds заданную в круге и, 
и, наконец, существует аналитическая шапка, реализующая ме- 
трику ds 2 в этом круге. Теорема доказана. 

§ 10. Регулярность выпуклых поверхностей 
с регулярной метрикой 

Основной результат настоящей главы составляет следующая 
теорема. 

Теорема 1. Если выпуклая поверхность имеет регулярную 
метрику класса О (п > 2) и положительную гауссову кривизну , 
то сама поверхность принадлежит по крайней мере классу 
Qn- 1 +a П р и лю бом а, 0<а<1. Если метрика поверхности ана¬ 
литическая, то поверхность аналитическая. 

Доказательство. Пусть Ф — выпуклая поверхность, удо¬ 
влетворяющая условиям теоремы. Согласно теоремам 1, 2 § 3 
эта поверхность гладкая и существенно выпуклая в том смысле, 
что каждая касательная плоскость поверхности Ф имеет с ней 
только одну общую точку — точку касания. Пусть О — произ¬ 
вольная точка поверхности Ф. Отрежем от поверхности Ф пло¬ 
скостью, параллельной касательной плоскости в точке О, ма¬ 
ленькую выпуклую шапку и с внутренним диаметром меньше 
1 ІѴТ 2 , где Кг — максимум гауссовой кривизны шапки. Это воз- 


*) В этом утверждении, может быть, не совсем очевидно то, что кри¬ 
вая Я( имеет положительную кривизну. Но это просто следует из того, что 
кривизна кривой, заданной в полярных координатах г, ф уравнением r=p(q>), 
равна 



(і + (ln р)' 2 ) 4 
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можно, так как поверхность Ф существенно выпуклая, и следо¬ 
вательно, при достаточной близости секущей плоскости к точке О 
отрезаемая ею шапка со будет иметь сколь угодно малый вну¬ 
тренний диаметр. Обозначим через у границу шапки со. 

Впишем в кривую у геодезическую ломаную с малыми 
звеньями, а затем сгладим ее в вершинах с помощью геодези¬ 
ческих кругов малого радиуса. В результате получим внутренне 
гладкую выпуклую кривую уі, близкую к кривой у. Сместим те¬ 
перь каждую точку X этой кривой вдоль кратчайшей к точке О 
на расстояние, равное ei d, где d — первоначальное расстояние 
между X и О на поверхности Ф. При таком преобразовании 
кривой уі геодезическая кривизна увеличивается, и мы получим 
некоторую кривую, у которой в каждой точке справа и слева 
существует, и притом положительная, геодезическая кривизна. 
Очевидно, эту кривую, которую мы обозначим через у 2 , можно 
считать сколь угодно близкой к кривой у. Для этого мало взять 
только достаточно малыми звенья ломаной, вписываемой в кри¬ 
вую у, и достаточно малым число ві. 

Построим теперь аналитическую кривую у с положительной 
геодезической кривизной и близкую к у 2 . Так как кривая у 2 
гладкая и имеет почти всюду, за исключением конечного числа 
точек, строго положительную геодезическую кривизну, то по¬ 
строение кривой у не составляет труда. Пусть со—область на 
поверхности Ф, ограниченная кривой у. 

Пусть и, ѵ — координатная сеть на поверхности Ф, 
ds 2 —E du 2 +2F du dv + G dv 2 

— линейный элемент поверхности, причем коэффициенты Е, F, 
G — трижды дифференцируемые функции переменных и, ѵ. По¬ 
строим последовательности аналитических функций Е п , F„, G n , 
сходящиеся к Е, F, G равномерно с их производными до третьего 
порядка включительно в области со поверхности Ф. Рассмотрим 
метрику, заданную в области со квадратичной формой 
ds 2 n = Е п du 2 + 2 F n du dv + G n dv 2 . 

Если n достаточно велико, то гауссова кривизна, вычисленная 
с помощью коэффициентов формы ds 2 , сколь угодно близка 
к гауссовой кривизне поверхности со, а геодезическая кривизна 
кривой у относительно метрики ds 2 n в каждой точке больше 
нуля. По теореме § 9 существует аналитическая шапка со„, реа¬ 
лизующая метрику dsl, заданную в области ю. 

Устремляя теперь кривую у к у, построим последователь¬ 
ность аналитических шапок со', сходящуюся к шапке ©', изо- 
метричной со. По теореме § 6 шапка ©' равна шапке со, и, таким 



120 Гл. II. Регулярность выпуклых поверхностей с регулярной метрикой 


образом, остается доказать, что предельная шапка со' обладает 
указанной в теореме регулярностью. 

Хейнц в работе [70] доказал следующую теорему. Пусть 
г (и, ѵ) — дважды дифференцируемая вектор-функция, заданная 
в области Q плоскости и, ѵ\ ds 2 =E du 2 +2F du dv + G dv 2 — ли¬ 
нейный элемент поверхности Ф: г=г(и, и). Пусть коэффициенты 
формы ds 2 ограничены вместе с их производными до третьего 
порядка и величиной, обратной дискриминанту формы, постоян¬ 
ной а\ гауссова кривизна поверхности Ф всюду больше Ь> 0, 
а интегральная средняя кривизна ограничена постоянной с < оо. 
Тогда на множестве внутренних точек Ф, удаленных от ее гра¬ 
ницы на расстояние, не меньшее р > 0, можно указать оценку 
модулей вторых производных г (и, ѵ) в зависимости только от 
величин а, Ь, с, р. Более того, каково бы ни было положитель¬ 
ное число ѵ<1, для постоянных Гёльдера вторых производных г 
относительно показателя ѵ может быть указана оценка в зави¬ 
симости от тех же величин и числа ѵ. 

Применяя эту теорему к последовательности шапок со„ и 
переходя к пределу при п—* оо, мы заключаем, что предельная 
шапка to' должна принадлежать классу С 2+ѵ , 0<ѵ< 1, т. е. век¬ 
тор-функция г (и, ѵ), ее задающая, имеет вторые производные, 
удовлетворяющие условию Гёльдера с любым показателем ѵ 
(0<ѵ<1). 

Дальнейшая регулярность предельной шапки о/ получается 
с помощью теоремы Ниренберга о характере регулярности 
дважды дифференцируемого решения уравнения эллиптического 
типа с регулярными коэффициентами в применении ее к урав¬ 
нению Дарбу. Согласно этой теореме из двукратной дифферен¬ 
цируемости поверхности ю' и n -кратной дифференцируемости ее 
метрики следует, что поверхность со' по крайней мере п — 1 раз 
дифференцируема и (п — 1)-е производные функции г(и,ѵ), за¬ 
дающей поверхность, удовлетворяют условию Гёльдера с любым 
показателем Я, 0 < X < 1, [51]. 

Таким образом, если п^> 3, то выпуклая поверхность с ме¬ 
трикой класса С п и положительной гауссовой кривизной при¬ 
надлежит по крайней мере классу С п ~ 1+а при любом а, 0<а<1. 

Аналогичный результат имеет место и при п = 2. Он полу¬ 
чается из другой теоремы Хейнца [71]. Хейнц доказал, что если 
дважды дифференцируемая функция z(x, у) в области Q пло¬ 
скости ху удовлетворяет условию 

0<a<z xx z yy — zly <ß< оо, 

то на множестве внутренних точек Q, удаленных от ее границы 
на расстояние, не меньшее d, первые производные функции 
z( х, у) удовлетворяют условию Гёльдера с показателем v = )/ß/a 
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и постоянной, зависящей только от а, ß, d и 

b = d max (z\ + 2*)‘ Ä . 

Q 4 * Ш 


Применяя эту теорему к шапкам ю', сходящимся к ю, заклю- 
чаем, что в окрестности точки О первые производные функций 
г п (х, у), задающих эти поверхности, равномерно удовлетворяют 
условию Гёльдера с любым показателем ѵ<1. (При малой ок¬ 
рестности величина ß/a сколь угодно близка к единице ввиду 
непрерывности гауссовой кривизны и гладкости предельной по¬ 
верхности.) Переходя к пределу при п-*оо, заключаем, что 
этим свойством обладает и поверхность со'. Теорема доказана. 

Как следствие теоремы 1 и теоремы А. Д. Александрова 
о реализуемости выпуклой метрики, заданной на многообразии, 
гомеоморфном сфере, выпуклой поверхностью (гл. I, § 7) полу¬ 
чается полное решение проблемы Вейля в виде следующей тео¬ 
ремы. 

Теорема 2. Регулярная метрика с положительной гауссо¬ 
вой кривизной, заданная на многообразии, гомеоморфном сфере, 
реализуется замкнутой регулярной поверхностью. Именно, если 
метрика принадлежит классу О, п > 2, то поверхность принад¬ 
лежит по крайней мере классу C n - 1+a , 0<а<1. Если метрика 
аналитическая, то поверхность аналитическая. 

С помощью теоремы А. Д. Александрова о реализуемости 
полных выпуклых метрик (гл. I, § 11) и теоремы 1 получается 
следующая теорема. 

Теорема 3. Полная регулярная метрика с положительной 
гауссовой кривизной, заданная в области, гомеоморфной кругу, 
реализуется бесконечной регулярной выпуклой поверхностью. 
Если метрика принадлежит классу О, п > 2, то поверхность 
принадлежит классу C n ~ l+a , 0<a< 1. Если метрика аналитиче¬ 
ская, то поверхность аналитическая. 

Как следствие теоремы 1 и теоремы А. Д. Александрова 
о реализуемости неполных выпуклых метрик выпуклой шапкой 
получается 

Теорема 4. Пусть в гомеоморфной кругу области G, огра¬ 
ниченной кривой у, задана регулярная метрика с положитель¬ 
ной гауссовой кривизной. Пусть геодезическая кривизна кривой у 
относительно заданной метрики неотрицательна. 

Тогда существует регулярная выпуклая шапка, реализующая 
эту метрику. Если заданная метрика принадлежит классу С п , 
и > 2, то шапка принадлежит классу 0~ 1+а . Если метрика ана¬ 
литическая, то шапка аналитическая. 

Теорема 5. Пусть в гомеоморфной кругу области G, огра¬ 
ниченной кривой у, задана регулярная метрика с положительной 
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гауссовой кривизной. Пусть геодезическая кривизна кривой у 
относительно заданной метрики положительна. Пусть, наконец, 
й — произвольная выпуклая область на единичной сфере с пло¬ 
щадью, равной интегральной кривизне заданной метрики. 

Тогда существует регулярная выпуклая поверхность, реали¬ 
зующая заданную в области G метрику, и имеющая область Й 
своим сферическим изображением. Если метрика принадлежит 
классу С п , л >2, то поверхность принадлежит классу С п ~ [+а , 
0<а<1. Если метрика аналитическая, то поверхность аналити¬ 
ческая. 

Доказательство. Согласно теореме А. Д. Александрова 
заданная в области G метрика реализуется некоторой выпуклой 
шапкой F. Возьмем на поверхности шапки F достаточно густую 
сеть точек A h . Построим выпуклую оболочку множества точек A k 
и основания шапки F. При этом получится замкнутая выпуклая 
поверхность, которая состоит из некоторой шапки F' и основа¬ 
ния шапки F. Когда густота сети точек A h увеличивается, 
шапка F' сходится к шапке F. Поворот кривой у', ограничиваю¬ 
щей шапку F', сходится к повороту кривой у, ограничивающей 
шапку F. Вся кривизна шапки F' сосредоточена в вершинах A k , 
вне этих вершин шапка F' локально изометрична плоскости. 

Возьмем две точки А^А { и ß=Aj. Пусть а и ß — кривизны 
в этих точках. Соединим точки А и В кратчайшей на поверх¬ 
ности F' и обозначим через I ее длину. Разрежем шапку F' 
по кратчайшей AB и вклеим в полученный разрез два треуголь¬ 
ника с основанием I и прилежащими углами а/2, ß/2. Полу¬ 
чится многообразие с выпуклой метрикой, в которой вместо вер¬ 
шин А и В появляется некоторая новая вершина С с кривизной 
a + ß. Такое последовательное вклеивание треугольников приво¬ 
дит нас в конце концов к некоторому многообразию F", содер¬ 
жащему только одну вершину с кривизной в ней, равной кри¬ 
визне исходной шапки F'. Это многообразие изометрично обла¬ 
сти на конусе с кривизной в вершине, равной кривизне шапки F'. 
Поворот кривой, ограничивающей многообразие F", очевидно, 
равен повороту ее на F'. Если теперь, увеличивая густоту сети 
точек A k , перейти к пределу, то получим многообразие F'", изо- 
метричное области G на конусе V с кривизной в вершине, рав¬ 
ной кривизне шапки F. Соответствующие участки границ обла¬ 
сти G и шапки F имеют равные длины и повороты. С помощью 
теоремы о склеивании А. Д. Александрова (гл. I, § 11) из шап¬ 
ки F и многообразия V — G строится полное многообразие Н. 
Вся кривизна этого многообразия сосредоточена на части, изо- 
метричной F, на остальной части Н кривизна равна нулю. 

По теореме С. П. Оловянишникова (гл. I, § 11) внутренняя 
метрика многообразия Н реализуется на бесконечной выпуклой 
поверхности Ф с предельным конусом, имеющим область й 



§ 10. Регулярность выпуклых поверхностей с регулярной метрикой 123 


своим сферическим изображением. Поверхность Ф имеет ограни¬ 
ченную удельную кривизну, а следовательно, она гладкая. Пусть 
Ф'— область на поверхности Ф, изометричная F, а Ф" — остав¬ 
шаяся часть поверхности. Кривизна Ф" равна нулю. Возьмем 
произвольную точку Q внутри области Ф" и построим касатель¬ 
ную плоскость а к поверхности Ф в этой точке. Обозначим че¬ 
рез М множество общих точек плоскости а с поверхностью Ф. 
Множество М является выпуклым. Покажем, что оно бес¬ 
конечно. 

Прежде всего, М не может состоять из одной точки Q, так 
как тогда плоскостью, параллельной а, можно было бы отре¬ 
зать малую шапку, принадлежащую Ф". Но это невозможно, так 
как Ф" имеет нулевую кривизну. Покажем, что М не может 
быть отрезком. Действительно, допустим что М — отрезок. 
Утверждаем, что этот отрезок с границей у' области Ф' не мо- 
жет иметь более одной общей точки. В самом деле, пусть б — 
часть этого отрезка с концами на границе у'- Отрезок б и кри¬ 
вая у' ограничивают на Ф" гомеоморфную кругу область с ну¬ 
левой кривизной. Применяя к этой области теорему Гаусса — 
Боннэ (гл. I, § 8), немедленно заключаем, что кривая у' имеет 
нулевой поворот со стороны этой области. Но повороты кри¬ 
вой у' по обе стороны равны (по модулю), а со стороны обла¬ 
сти Ф' он заведомо положителен, так как положительна геоде¬ 
зическая кривизна. Мы пришли к противоречию. Итак, отре¬ 
зок М с границей области Ф' имеет не более одной общей точки. 
Отсюда следует, что один из концов этого отрезка является вну¬ 
тренней точкой области Ф". Пусть Q' — точка границы обла¬ 
сти Ф', принадлежащая множеству М, если такая точка суще¬ 
ствует. Проведем в плоскости а прямую g, разделяющую 
точки Q и Q'. Тогда достаточно малым поворотом плоскости а 
около прямой g можно отрезать шапку от поверхности Ф". А это 
невозможно. Если М не содержит точек границы области Ф', то 
такую шапку можно отрезать близкой к а параллельной пло¬ 
скостью. 

Аналогичным рассуждением доказывается, что множество М 
не может быть конечной областью. Итак, М — бесконечное вы¬ 
пуклое множество. Так как нормали к поверхности Ф во всех 
точках множества М параллельны, то сферическое изображение 
каждой точки Q области Ф" принадлежит границе области Q на 
единичной сфере. Сферическое изображение поверхности Ф' есть 
открытое множество, так как гауссова кривизна этой поверхно¬ 
сти положительна. По доказанному оно содержит все внутрен¬ 
ние точки области и только эти точки. Теорема доказана. 

С помощью теоремы о склеивании и теоремы 1 устанавли¬ 
ваются весьма общего содержания теоремы о разрешимости 
первой краевой задачи (задцчи Дирихле) для уравнения Дарбу, 
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Теорема 6. Пусть в гомеоморфной кругу области G, огра¬ 
ниченной кривой у, задана регулярная метрика с положитель¬ 
ной гауссовой кривизной линейным элементом 

ds 2 =E du 2 +2F dudv + G dv 2 . 

Пусть 

Ф(г и „, z U v, z vv , z u , z Vt u, u)=0 


— уравнение Дарбу, составленное с помощью линейного эле¬ 
мента ds 2 . Пусть h — произвольная функция, заданная на гра¬ 
нице области G. 

Тогда, если геодезическая кривизна х кривой у относительно 
метрики ds 2 положительна и удовлетворяет условию 


и> 


I h"\ 

(l-A'f* ’ 




(*) 


то первая краевая задача для уравнения Ф = 0 в области G при 
граничных значениях h вдоль у всегда разрешима. Если ме¬ 
трика ds 2 принадлежит классу С п , п > 2, то решение принадле¬ 
жит классу O- 1+0t , 0<а<1. Если метрика аналитическая, то 
решение аналитическое. 

Доказательство. Пусть h (s) — заданная на границе у 
области G функция (s — дуга кривой у в метрике ds 2 ) . По- 
строим в плоскости ху кривую у: 


x=x(s), y=h(s), 0 


где s — дуга этой кривой, а / — длина кривой у в метрике ds 2 . 
Кривая у вполне определяется заданием только функции h(s). 
Нетрудно проверить, что ее кривизна равна 


Таким образом, условие (*) теоремы допускает и такую запись: 
и>|£|. Проведем через концы кривой у прямые, параллельные 
оси у, и свернем ограниченную этими прямыми полосу в ци¬ 
линдр. Этот цилиндр разбивается кривой у на два полуци¬ 
линдра. Обозначим один из них через Z. 

Пусть F — выпуклая шапка, реализующая метрику, задан¬ 
ную линейным элементом ds 2 в области G. Ввиду условия х> \ k\ 
теоремы, для шапки F и полуцилиндра Z выполнены условия 
теоремы о склеивании. Следовательно, существует бесконечная 
полная выпуклая поверхность Ф, которая состоит из двух ча¬ 
стей F и Z, изометричных F и Z соответственно. Предельный ко¬ 
нус этой поверхности, очевидно, вырождается в полупрямую. 
Введем в пространстве декартовы координаты х, у, z и распо- 
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ложим поверхность Ф так, чтобы предельный конус этой поверх¬ 
ности совпадал с положительной полуосью z. При таком распо¬ 
ложении поверхности Ф область F на ней однозначно проекти¬ 
руется на плоскость ху, так как имеет строго положительную 
гауссову кривизну. Покажем, что область Z на поверхности Ф 
есть полуцилиндр (в общем случае, конечно, не круговой). 

Пусть у — общая граница областей F и Z на поверхности Ф 
и Q — точка на ней. Возьмем точку Q' в области Z, близкую 
к точке Q. Проведем в точке Q' опорную плоскость а к поверх¬ 
ности Ф. Пусть М — множество общих точек поверхности Ф 
с плоскостью а. М — выпуклое множество. Покажем, что оно 
не может быть конечным. Прежде всего, множество М не может 
состоять из одной точки (точки Q'), так как тогда параллель¬ 
ная к а и достаточно близкая к ней плоскость отрезает от Z 
«горбушку» и, следовательно, поверхность Z имеет положитель¬ 
ную кривизну, что невозможно. 

Допустим теперь, что М есть ограниченное множество, не 
сводящееся к точке Q'. Множество точек строгой выпуклости 
границы М содержит по крайней мере две точки. Все они при¬ 
надлежат кривой у. Действительно, пусть точка Р строгой вы¬ 
пуклости границы М не принадлежит у и, следовательно, яв¬ 
ляется внутренней точкой области Z. Проведем опорную пря¬ 
мую g к множеству М в точке Р так, чтобы эта точка была 
единственной общей точкой множества М и опорной прямой. 
Сместим эту прямую параллельно в сторону М настолько мало, 
чтобы все точки М, принадлежащие у. если такие есть, были 
отделены от Р. А теперь малым поворотом плоскости а около 
построенной прямой отрезаем горбушку от поверхности Z. Но 
это невозможно. Итак, все точки строгой выпуклости границы 
множества М лежат на кривой у. 

Так как все точки строгой выпуклости границы М лежат на 
кривой у, то могут представиться только следующие две воз¬ 
можности: 

1) некоторый отрезок границы М сливается с у; 

2) некоторый прямолинейный отрезок бі границы М соеди¬ 
няет две точки Аі и Ві кривой у и лежит на поверхности Z. 
В первом случае найдутся сколь угодно близкие точки кривой у, 
которые соединяются прямолинейным отрезком на Z: это точки, 
принадлежащие общей части границы множества М и кривой у. 
Во втором случае отрезок б 4 вместе с дугой АіВі кривой у огра¬ 
ничивает гомеоморфную кругу область G t . Возьмем посредине 
между точками А\ и В\ на кривой у точку С\ и затем точку С' 
в области Gi, достаточно близкую к С\. Построим в точке С\ 
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опорную плоскость аі поверхности Ф и обозначим множен 
ство общих точек этой плоскости с поверхностью Ф. М\ — 
выпуклое множество, принадлежащее G b Его точки строгой вы¬ 
пуклости также принадлежат у. Далее заключаем о существо-« 
вании прямолинейного отрезка б 2 на поверхности Z, соединяю¬ 
щего точки А 2 и В 2 одной из дуг АіСі или ßiC t . Повторяя это 
построение, приходим к выводу о том, что в любом случае на 
кривой у найдутся сколь угодно близкие точки А п , В п , которые 
на поверхности Z соединяются прямолинейным отрезком б„. 
Пусть In — длина кратчайшей, соединяющей точки А п и В п 
в области F, а І п — длина прямолинейного отрезка б п . Сейчас 
мы покажем, что при достаточной близости точек А п , В„ будет 
/„<?„ ■ Полученное противоречие докажет, что М не может быть 
конечным множеством. 

При доказательстве теоремы 5 для выпуклой шапки F была 
построена коническая поверхность V, у которой соответствую¬ 
щие отрезки края имеют ту же длину и поворот, что и у края 
шапки F. Из способа построения этой поверхности путем вклеи¬ 
вания треугольников ясно, что расстояние между двумя дан¬ 
ными точками на краю шапки не больше расстояния между со¬ 
ответствующими точками края конической поверхности (речь 
идет о расстояниях по поверхности). 

Пусть С — точка на краю поверхности V, А и В — близкие 
к ней точки края. Так как поверхность V локально изометрична 
плоскости, то расстояние между точками А и В на этой поверх¬ 
ности равно 

р =5 - ж и2 * 3+ W. 

где s — расстояние между точками А и В вдоль края, х —гео¬ 
дезическая кривизна в точке С, а (*) обозначает слагаемое бо¬ 
лее высокого порядка малости. 

По доказанному выше существует последовательность отрез¬ 
ков б п, неограниченно убывающих по длине, соединяющих точки 
А п и В п кривой у на поверхности Z. Не ограничивая общности, 
можно считать, что последовательности точек А п и В п сходятся 
к некоторой точке С. Расстояние между точками А„ и В п на по¬ 
верхности F при достаточной близости их к С меньше чем 

5 -(іг и2 < с )- е )* 3 ’ 

где е — малое положительное число. С другой стороны, длина 
прямолинейного отрезка А п В п не меньше 

s~(^4 ^(С) + е) Л 
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Так как длина кратчайшей, соединяющей точки А п и В п на по¬ 
верхности F, не меньше длины прямолинейного отрезка А п В п , 
то 

s - (і * 2 (О - е ) - (І-(О + е) s®. 

Но это невозможно, если достаточно мало е, ибо по условию 
теоремы и>|&|. Итак, предположив, что множество М конечно, 
мы приходим к противоречию. Следовательно, М — бесконечное 
множество. 

Так как М — бесконечное выпуклое множество, то оно со¬ 
держит полупрямую, исходящую из точки Q'. Переходя к пре¬ 
делу при Q'— ► Q, заключаем, что на поверхности Z лежит полу¬ 
прямая g Q , исходящая из точки Q. Так как предельный конус 
поверхности Ф вырождается в полупрямую — положительную 
полуось г, то полупрямая g Q параллельна оси г. При движении 
точки Q по кривой у. полупрямая g Q описывает поверхность Z. 
Следовательно, поверхность Z — полуцилиндр. Очевидно, сме¬ 
щением поверхности Ф в направлении оси z можно добиться 
того, чтобы вдоль кривой у выполнялось условие z=h. Коорди¬ 
ната г точки поверхности F, рассматриваемая как функция па¬ 
раметров и, ѵ, и дает решение z(u, о), которое утверждается 
теоремой. Теорема доказана. 

Пусть F — выпуклая поверхность, звездно расположенная от¬ 
носительно точки О. Это значит, что никакой луч, исходящий из 
точки О, не касается поверхности. Пусть р(м, ѵ) —расстояние 
точки О до точки поверхности с координатами и, ѵ. Оказы¬ 
вается, что функция р (и, ѵ) также удовлетворяет уравнению 
Монжа — Ампера с коэффициентами, зависящими только от 
коэффициентов линейного элемента ds 2 поверхности К и их про¬ 
изводных. Это уравнение также называется уравнением Дарбу. 
Оно будет уравнением эллиптического типа, если гауссова кри¬ 
визна поверхности F положительна. 

Теорема 7. Пусть в гомеоморфной кругу области G, огра¬ 
ниченной кривой у и расположенной на единичной сфере, задана 
регулярная метрика 

ds 2 = Е du 2 + 2F du dv + G dv 2 
с положительной гауссовой кривизной. Пусть 
Ф (Раа> Ра®. Р**, Ра. Pt). Р. и, ѵ) = О 


есть уравнение Дарбу, составленное с помощью линейного эле¬ 
мента ds 2 . Пусть h произвольная функция, заданная на гра¬ 
нице области G. 
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Тогда, если геодезическая кривизна к кривой у относительно 
метрики ds 2 положительна и удовлетворяет условию 

“ >/тг? |7-т?гг|, |А,|<1 - 

то первая краевая задача для уравнения г|з = 0 в области G при 
граничных значениях h вдоль у всегда разрешима. Если ме¬ 
трика ds 2 принадлежит классу С п , п > 2, то решение принадле¬ 
жит классу C n ~ 1+ “. Если метрика аналитическая, то решение 
аналитическое. 

Доказательство этой теоремы основано на тех же сообра¬ 
жениях, что и в теореме 6. Сначала строится на плоскости кри¬ 
вая у, задаваемая в полярных координатах р, -б- уравнениями 
Ѳ = Ѳ (s) , p=A(s), 

где s — дуга кривой у. Кривизна этой кривой равна 



Из начала координат О к концам кривой у проводятся полу¬ 
прямые, и угол, образованный этими полупрямыми, сворачи¬ 
вается в конус. Этот конус кривой у разбивается на две части. 
Пусть V — та из этих частей, которая содержит вершину О. 
Реализуем метрику ds 2 , заданную в области G, выпуклой шап¬ 
кой F. Для этой шапки и конуса V выполнены условия теоремы 
о склеивании. Отсюда следует существование замкнутой выпук¬ 
лой поверхности Ф, состоящей из двух частей: F, изометричной 
шапке F, и изометричной конусу V. Далее показывается, что 
поверхность V сама является конусом. Расстояние р от вершины 
этого конуса до точек поверхности F, рассматриваемое как 
функция координат и, ѵ на поверхности, и есть решение краевой 
задачи, существование которого утверждается теоремой. 

§ II. Об оценках для производных решения уравнения 
в частных производных второго порядка 
эллиптического типа 

В доказательстве регулярности выпуклой поверхности с ре¬ 
гулярной метрикой (теорема 1 § 10) мы воспользовались одной 
теоремой об оценках производных решения уравнения в частных 
производных второго порядка эллиптического типа. Доказатель¬ 
ству этой теоремы посвящен настоящий параграф. 

Теорема 1. Пусть 

F(x, у, г, р, у , г, s, t) = 0 


( 1 ). 
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— уравнение в частных производных эллиптического типа и 
z=z(x, у) — его регулярное решение в области G плоскости ху. 

Тогда для модулей третьих производных функции г в точке 
(х, у) области G могут быть получены оценки в зависимости 
только от верхней грани модулей функции z и ее производных 
до второго порядка, верхней грани модулей частных производ¬ 
ных функции F до третьего порядка, верхней грани модулей ве¬ 
личин 


F r ’ 


Ft ’ 


F A~J F І 


и расстояния точки (х, у) от границы области G*). 

Доказательство. Дифференцируя уравнение (1) по х, 
получим 

F Т т х + F s s x + F t t x = М ѵ (2) 

Дифференцируя уравнение (2) еще раз по х, получим 

F T r xx + F S s xx + F t l xx = M 2 , (3) 


где M 2 представляет собой многочлен второй степени относи¬ 
тельно третьих производных r x , s x и t x , коэффициенты которого 
не содержат производных функции z выше второго порядка. 
Подставим вместо третьей производной t x в М 2 ее выражение 
через г х и s x из (2), тогда М 2 превращается в многочлен не 
выше второй степени относительно третьих производных г х и s x 
с коэффициентами, не содержащими производных функции г 
выше второго порядка. 

Пусть П\, п 2 .«5 — производные функции z по х и у до 

второго порядка, N u N 2 , ... — все производные функции F по ее 
аргументам до третьего порядка. Тогда для удобства изложе¬ 
ния выражения вида 


2 


F r F t(F r Ft--J pfj 1 


(со) 


где аь 0 С 2 , ..., ßi, ß 2 .А,, ц, ѵ — любые целые неотрицательные 

числа, будем называть «выражениями типа (со)». 

Положим 

г = — М + а ln ln и, 


*) Предполагается, что после формального вычисления производных 
функции F вместо z, р, q, г, s, t подставляется решение z(x,y) и его произ¬ 
водные, а затем вычисляются верхние грани модулей указанных величин. 


9 А. В. Погорелое 
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где М — верхняя грань модуля второй производной г. Тогда из 
уравнения (3) получим 

Ar I + 2 ßsj + Ct 1 ’= 

-TirW + 2Sp,?, + ^ P.- Q,. (4) 

где pi, q it ri. Si, 4 — обозначения для первых и вторых произ¬ 
водных функции и(х, у), A=F r , 2 B=F S , C=F t , а Р 2 , Р ь Ро — 
многочлены соответственно второй, первой и нулевой степени 
относительно рі и qi с коэффициентами типа (со). 

Следуя С. Н. Бернштейну [21], рассмотрим теперь функцию 
w(x, у), определяемую равенством 

w = Ар\ + 2 Bp l q l + Cq\. 

Допустим, что в некоторой точке (х 0 , у 0 ) эта функция дости¬ 
гает максимума. Тогда в этой точке 

w x =>0, w y =0. (5) 

Решая эти уравнения совместно с уравнением (4) относи¬ 
тельно л, Si, t u получим 

5 і = ~ { w ( В Р\ + С Чі)(АРі + #<7i ) 1 и і'пи + Thiü + Л 2 + /з “д П “ I, 

где Д=ЛС — В 2 ; gi, g 2 , g 3 — многочлены не выше четвертой сте¬ 
пени относительно pi, qi\ hi, h 2 , h 3 — не выше третьей степени, 
Іи 4, 4 — не выше второй степени с коэффициентами типа (со). 
Рассмотрим выражение 

K{w) = — (Aw xx + 2 Bw x . y + Cwyy). 

Если предположить, что Л>0, а этого всегда можно до¬ 
биться, умножая, в случае необходимости, исходное уравне¬ 
ние (1) на —1, то в точке, где w достигает максимума, 
K(w) < 0, так как форма 

А¥ + 2В1т\ + Сг\ 2 

положительно определенная, а форма 

w x J? + 2ау^іті + Wy U r \ 2 
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не принимает положительных значений. Подставляя в K(w) 
w = Ар\ + 2Bp 1 q l + Cq\, находим 

К (ю) = (Арг + Bq x ) (Ap Ux + 2Bp lxy + Cp lyy ) + 

+ ( Вр х + Cq x )(Aq Xxx + 2 Bq lxy + Cq Xyy ) + А (Ar 2 + 2 Br ,s, + Csf) + 

+ 2ß (4r,s, + ß (r,/, + s2) + Cs,/,) + C (4s? + 2ßs,/, + C/f) + 

+ H r+ ^+ '“ <ЛГ$ H ‘+ «'» 


где #i — многочлен первой степени относительно pir it piS lt р і/ ь 
qiSi, qtfu qiti\ H 2 — многочлен второй степени относительно pi, 
qi\ H 3 — многочлен первой степени относительно p\r x , p^s,, p 2 x t x , 
p x q x r x , p x q { s x , P\Q\t\> Я 2 / ѵ Я 2 ^\, Я 2 *\ и, наконец, Я 4 и Я 5 — много¬ 
члены четвертой степени относительно pi, qi. Коэффициенты 
всех многочленов суть выражения типа (со). 

Дифференцируя уравнение (4) по х, получим 



где Gi и G 3 — многочлены третьей степени, G 5 — первой степени 
относительно р и ?i; G 2 — многочлен первой степени относительно 
р p x s x , p x t x , q x r x , q x s x , q x t x , p\, p x q x , q 2 x ; G 4 — многочлен первой 
степени относительно r it sj, t t , p it qü наконец, G 6 — многочлен 
второй степени относительно и q u и все с коэффициентами 
типа (со). 

Точно так же, дифференцируя уравнение (4) по у, получим 



где G(i), G ( 2 ), ..., G( 6 ) — многочлены, обладающие свойствами, 
аналогичными свойствам многочленов G u G 2 , ..., G 3 . 

9* 
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Обращаясь теперь к выражению K(w) и подставляя туда 
найденные выражения для Арі хх +2Врі Х у+Ср іуу и Aq ixx +* 
+ 2Bq iX y+Cq lvv , получим 


w 2 K (w) = 


1 +ІПИ+ (Іпы) 2 
(u In h) 2 

„ 1+ІПИ , , 




(« In u) 2 6 (tt In u) 2 

+ТОГ p ;+ nF к + к + (-^г) р ,- 


где через P k , P' k и P" k обозначены многочлены степени k отно¬ 
сительно ри qi с коэффициентами типа (со). 

Совокупность членов восьмой степени относительно р\ и q і 
в w 2 K(w) задается выражением 


Т& и 2 ln« +a (uln«) 2 wPe+ {ulnu) 2 Р * 


Так как 1пи>1, то можно указать достаточно малое число а 
такое, чтобы при |р| + |<7І>1 было 



Пусть а выбрано именно таким образом. 

Тогда, если \р\ + |р| <1, то функция 

w = Ар\ + 2 Bpfly + Cq\ 

не может превзойти максимума |Л|+2|5| + |С|. Если же 
ІРІ + І<7І>І> то 

ш 2 №)>|-р^ + Г 7 . 

И так как K(w) < 0, то не представляет труда указать число w 0 , 
которого w в точке ( х 0 , у 0 ) не может превзойти. 

Теперь, когда получена оценка для w, получение оценок для 
третьих производных г х и s x не составляет труда, так как 
/ Г+М\ (1±4*Л 

w = а?е ' ° ’ е 2еЧ “ \Arl + 2Br x s x + Csl). 

Аналогично могут быть получены оценки для третьих про¬ 
изводных Sy и t y . 

При получении оценки максимума функции w мы предпола- 
гали, что этот максимум достигается внутри области G при до¬ 
статочно малых значениях параметра а. 

Оценим теперь величину w в некоторой внутренней точке 
области G, удаленной на расстояние е от ее границы, без пред* 
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положения о том, что максимум w достигается внутри обла¬ 
сти G. 

Не ограничивая общности, можно считать, что точка, в ко¬ 
торой желательно получить оценку для w, есть начало коор¬ 
динат. 

Рассмотрим функцию 

w=kw, 


где Х=(е 2 — х 2 — у 2 ) 2 , a w — введенная раньше вспомогатель¬ 
ная функция С. Н. Бернштейна. В круге ю е (х 2 + */ 2j 4e 2 ) Функ¬ 
ция w неотрицательна, обращается в нуль на окружности круга 
и, следовательно, достигает максимума в некоторой внутренней 
точке Р круга со е . В точке Р 


Отсюда 


w x =w x 'k+wk x =0, Wy = WyX+wh v =0. 




Далее, в той же точке Р по известной причине 

K(w) = -j ( Aw xx + 2Bw xy + Cwyy) < 0. 

Преобразуем K(w): 

К (ш) = {Aw xx + 2Bw xy + Cwyy ) + — w ( Al xx + 2Bl xy + CK yy ) + 

+ (Ah x w x + В (k x w y + 'hyW x ) + ClyWy) 
Заменяя w x и w y найденными их выражениями в точке Р 
и замечая, что |-^-А. 2 |, |г^| ограничены, получим 

К (о>) = А .К {w) + wL, 


где L — некоторая функция, модуль которой не может превзойти 
некоторого числа L 0 , зависящего от верхней грани модулей ко¬ 
эффициентов А, В, С. 

Так как K(w) 40 в точке Р, то в этой точке 
K(w)-~ ^<0. 

Найдем вторые производные r it s it ti функции и в точке Р, 
где w достигает максимума, из системы 


Ar 1 + 2Bs 1 + Ct l = Q 1 ; 
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Если правые части двух последних уравнений заменить ну¬ 
лями, то мы приходим к рассмотренной выше системе (4), (5). 
Поэтому решения этой системы можно представить в виде 
Г Х = ßi + П х , S, = ß 2 + п 2 , /, = ß 3 + «3, 

где ß,, ß 2 , ß 3 — решение системы (4), (5), а п х , л 2 , п 3 — решение 
системы 

Ar , + 2 Bs x + Ct x = О, 

'i (А Рх + Bq x ) + s, ( B Pl + Cq x ) = - , 

s x (A Pl + Bq x ) + t x (B Px + Cq x ) = - . 

Решения этой системы имеют вид 

Я„&, + Я /, Я~&п + Я in Я „feg + Я /, 

«1 =-”2=-”3=-* 

где &і, U, k 2 , k, k 3 , l 3 — линейные выражения относительно Pi , q x 
с известными ограниченными коэффициентами. 

Положим 

/С(до)-/Ср(ю)+*„(»), 

где K&(w ) —значение /((до), если в качестве r it s it t x взять 
ßi, ß 2 , ß 3 , а Кп (до) — добавка к /Ср(до), которая вызвана тем, 
что Гі, Si, t x равны ßi +Пі, ß 2 +n 2 , $ 3 +п 3 соответственно. 

Все члены /((до), содержащиеся в /(„(до), входят в выра¬ 
жение 

{А Рх + Bq x ) 1д 2 ц + G 4 j + (В Рх + Cq x ) + G( 4 >) + 

+ А (Ar\ + 2ßr,s, + Csf) + 2 В (4r,s, + В (г/, + s?) + Cs,/,) + 

+ С (Лэ2 4- 2 ßs,/, + С/?) + Я, + . 


Если теперь заметить, что ßi, ß 2 , ß 3 при больших до имеют по¬ 
рядок до, а «і, п 2 , «з имеют порядок не выше у ]/до (| \ х | +1 Х у |), 
то нетрудно заключить, что при больших до 

I Кп (“О I < N I ( I К I + 1 К I ) + -JT (*£ + К) ). 


где N — некоторая постоянная, зависящая только от верхней 
грани модулей производных z до второго порядка, верхней 
грани модулей производных F до третьего порядка, верхней 


грани функций 


, -і- , - Ц - в области G. 

Fr Ft F r F t -~Fl 
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Взяв достаточно малым число ос, при достаточно больших г 
будем иметь 


V-) Стат¬ 


но 


K(w)-^< О, 

поэтому при больших ДО 

Отсюда следует, что существует достаточно большое число R 0 , 
зависящее только от верхней грани модулей производных F и z 
в области G, такое, что до в точке Р не превосходит числа 
= Ео 


Следовательно, в круге и 8 , в частности, в его центре, w*CR 0 . 
Таким образом, для до в точке области G, удаленной на расстоя¬ 
ние е от ее границы, получается оценка 


причем Ro зависит только от верхней грани модулей производ¬ 
ных функций 2 и F до второго и соответственно третьего поряд¬ 
ков и верхней грани модулей величин 



в области G. 

После того как получена оценка для до, получение оценок 
для третьих производных функции г не представляет труда. 
Теорема доказана. 

Получение оценок для четвертых и последующих производ¬ 
ных решения z(x, у) уравнения (1) может быть основано на 
следующей теореме ІІІаудера [72] для линейных уравнений 
эллиптического типа. 

Пусть в ограниченной области G переменных Хі, х 2 рассма¬ 
тривается линейное уравнение в частных производных эллипти¬ 
ческого типа 

ац(*і. * 2 )иіі+ 2 аі 2 (хі, х 2 ) « 12 + 022 (*ь x 2 )u 22 =f(x lt х 2 ), 
причем а п а^ — a 2 l2 = 1. Пусть, далее, в замкнутой области Ö ко¬ 
эффициенты уравнения а і} и его правая часть f удовлетворяют 
условию Гёльдера с показателем а+е(0<а<1, е>0) и постоян¬ 
ной Гёльдера М. 
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Тогда, если вторые производные решения и(х и х 2 ) удовле¬ 
творяют условию Гёльдера с показателем а, то для верхней 
грани модулей производных u(x it х 2 ) первого и второго порядка 
в области В, которая вместе с границей содержится в G, и для 
наименьших постоянных Гёльдера вторых производных функции 
и(хі, х 2 ) в области В относительно показателя а может быть 
указан верхний предел в зависимости только от М, максимума 
модуля ц{хи х 2 ) в G и расстояния области В от границы обла¬ 
сти G. Пусть 

F(x, у, z, р, q, г, s, t) =0 (6) 


— уравнение в частных производных эллиптического типа в 
круге со е (х 2 +г/ 2 -< е 2 ), z(x, у) — его решение. Дифференцируя 
уравнение (6), например по х, получим уравнение, которому 
удовлетворяет функция u=z x : 


А_ 

А 


D_ 

6 


(7) 


где 


A = F r , 2 B = F S , С = F t , А 2 = АС — В 2 , 


D — некоторое выражение, построенное из производных первого 
порядка функции F и производных решения z(x , у) до второго 
порядка. 

Будем рассматривать коэффициенты уравнения (7) как из¬ 
вестные функции хи у. Тогда в отношении уравнения (7) мы 
находимся в условиях применимости теоремы Шаудера. В самом 
деле, мы можем оценить постоянную Гёльдера относительно по¬ 
казателя а(0<сх<1) для коэффициентов и правой части урав¬ 
нения (7) в зависимости только от верхней грани модулей вто¬ 
рых производных функции F, третьих производных решения 
г(х, у) и нижней грани дискриминанта уравнения АС —В 2 в 
круге со е . 

По теореме Шаудера можно указать оценку постоянной 
Гёльдера для вторых производных функции и (т. е. третьих про¬ 
изводных г) относительно показателя а'<а в круге , целиком 
содержащемся в со е . Итак, зная оценки для третьих производ¬ 
ных решения, мы можем оценить наименьшие постоянные Гёль¬ 
дера этих производных относительно любого показателя а 
(0<а<1) в круге co-c:ö) g , используя при этом только двукрат¬ 
ную дифференцируемость функции F. 

Дифференцируя уравнение (6), например, дважды по х, мы 
получим уравнение такого же вида, как уравнение (7), для 
функции v=z xx , с той лишь разницей, что теперь правая часть 
будет выражением, построенным из вторых производных функ¬ 
ции F и третьих производных решения z(x, у). Рассматривая 
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снова коэффициенты полученного уравнения и его правую часть 
как известные функции х и у, применяем теорему Шаудера. 
В результате получаем оценки для вторых производных функ¬ 
ции о и их наименьших постоянных Гёльдера относительно по¬ 
казателя а"<а' в круге со=, целиком лежащем в круге со-. 

Так, шаг за шагом, могут быть получены оценки для произ¬ 
водных любого порядка функции г и их наименьших постоян¬ 
ных Гёльдера относительно любого положительного показателя, 
меньшего единицы. Окончательный результат может быть сфор¬ 
мулирован следующим образом. 

Теорема 2. Пусть 

F(x, у, г, р, q, г, s, t)= О 

— уравнение в частных производных эллиптического типа, 
г(х, у) — его регулярное решение в круге со е : х 2 +у 2 •< е 2 . 

Тогда внутри круга со- (е<е) можно указать оценку для 
производных k -го порядка решения г(х, у) в зависимости только 
от верхней грани модуля z и его производных до второго по¬ 
рядка в круге со е , верхней грани величин 

W' W' 7^1^ 

и верхней грани модулей производных функции F до s -го по¬ 
рядка, причем s=3 при k=3 и s=k — 1 при k>3. 

Более того, в зависимости от тех же величин могут быть ука¬ 
заны оценки для наименьших постоянных Гёльдера производ¬ 
ных k -го порядка функции z относительно любого показателя а 
(0<а<1). 


Глава III 


Однозначная определенность выпуклых 
поверхностей 


Проблема однозначной определенности заключается в реше¬ 
нии вопроса о равенстве изометричных поверхностей при нали¬ 
чии изометрии. Вот один из относящихся сюда результатов: 

Два изометричных замкнутых выпуклых многогранника 
равны. 

Значение проблемы однозначной определенности для выпук¬ 
лых поверхностей особенно возросло в связи с доказательством 
А. Д. Александрова теорем о реализуемости абстрактно задан¬ 
ной выпуклой метрики выпуклой поверхностью; эти теоремы как 
средство исследования в теории выпуклых поверхностей значи¬ 
тельно усиливаются фактом однозначной определенности. В тео¬ 
рии поверхностей теоремы реализуемости и однозначной опре¬ 
деленности находятся между собой в таком же отношении, в 
каком находятся в теории дифференциальных уравнений тео¬ 
ремы существования и единственности решения. 

Проблема однозначной определенности выпуклых поверхно¬ 
стей привлекала к себе внимание многих геометров. Первый ре¬ 
зультат был получен еще Коши, который в 1813 г. доказал, что 
два замкнутых выпуклых многогранника, одинаково составлен¬ 
ные из конгруэнтных граней, равны. 

Несколько позже, в 1838 г., Миндинг высказал гипотезу, что 
сфера неизгибаема. Однако доказать это удалось только в 1899 г. 
Либману и Минковскому. Ими была доказана не только неиз¬ 
гибаемость, но и то, что сфера не допускает нетривиальных изо¬ 
метрических преобразований, т. е. ее однозначная определен¬ 
ность. 

После этого вопросом неизгибаемости и однозначной опре¬ 
деленности выпуклых поверхностей занимались Гильберт, Вейль, 
Бляшке, Кон-Фоссен. Усилиями этих геометров была доказана 
неизгибаемость замкнутых регулярных выпуклых поверхностей 
(Либман, Бляшке, Вейль) и однозначная определенность замк¬ 
нутых регулярных (трижды непрерывно дифференцируемых) по¬ 
верхностей с положительной гауссовой кривизной в классе по¬ 
верхностей с такой же степенью регулярности (Кон-Фоссен [40]). 
Теорема Кон-Фоссена гласит: 
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Если Ft — трижды непрерывно дифференцируемая замкну¬ 
тая выпуклая поверхность с положительной гауссовой кривиз¬ 
ной и F 2 — трижды непрерывно дифференцируемая поверхность, 
изометричная F it то F 2 конгруэнтна либо F it либо зеркальному 
изображению F і. 

В 1941 г. С. П. Оловянишников получил принципиально но¬ 
вый результат в проблеме однозначной определенности выпук¬ 
лых поверхностей. Он доказал, что всякая выпуклая поверх¬ 
ность F, изометричная замкнутому выпуклому многограннику Р 
(без предположения о том, что она является многогранником) 
есть многогранник, равный Р [54]. 

Полное решение проблемы об однозначной определенности 
выпуклых поверхностей, причем не только замкнутых, было по¬ 
лучено автором сначала для выпуклых поверхностей ограничен¬ 
ной удельной кривизны [59], а затем и для общих выпуклых 
поверхностей [60]. Изложению этих результатов и посвящается 
в основном настоящая глава. 

§ 1. Кривые ограниченной вариации поворота 

Достаточно широкий класс в известном смысле «хороших» 
кривых на общей выпуклой поверхности составляют кривые 
ограниченной вариации поворота. В дальнейшем нам предстоит 
рассматривать такого рода кривые в одном из центральных мест 
доказательства основной теоремы об однозначной определен¬ 
ности замкнутых выпуклых поверхностей (§ 6). 

Под кривой мы будем понимать непрерывный и однозначный 
образ отображения отрезка в пространство. Введем понятие 
вариации поворота кривой. 

Пусть у — кривая в пространстве. Впишем в нее ломаную с 
и обозначим со (с) сумму дополнений до п углов этой ломаной. 
Верхний предел со (у) величин со (с) по всем ломаным с, вписан¬ 
ным в кривую у, называется вариацией поворота кривой у. Если 
й (у) конечно, то у называется кривой с ограниченной вариацией 
поворота. 

Рассмотрим некоторые свойства кривых ограниченной вариа¬ 
ции поворота. Сначала отметим следующую лемму. 

Лемма 1. Пусть с —ломаная в пространстве. Если звено а 
этой ломаной заменить двумя звеньями, то поворот ломаной cd 
не уменьшится, причем он наверное увеличится, если звенья ло¬ 
маной с, примыкающие к а, не лежат в одной плоскости. 

Доказательство. Пусть е ѵ е 2 , е 3 , е 2 , е" 2 — векторы, изо¬ 
бражаемые звеньями ломаной (рис. 23). Обозначим через 
Ф(х, у) угол, образуемый векторами хну. Тогда поворот 
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исходной ломаной на участке AB равен 

со (с) e 2 )+ft(e2, е 3 ). 

После замены звена а двумя звеньями поворот ломаной на 
том же участке будет 

со (с') = О (в,, е') + Ф (е', е 2 ) + Ь (е" 2 , е 3 ). 

Так как е 2 = е 2 + е" 2 , то 

д ( е 2- е 2) + ^( ё 2> 0 = ^(4 е д- 

Сумма двух плоских углов трехгранного угла не меньше треть* 
его, причем равна ему только тогда, когда трехгранный угол 
вырождается. Отсюда 

0( е Р е 0 + д ( е 2> е *). 

®( е 2 ’ е 3 )<^( е 2 - 0 + ^(4 е з> 

Следовательно, 

ш(сКа,(0, 

причем имеет место строгое неравенство, если рассматриваемые 
три звена исходной ломаной не лежат в одной плоскости. Лемма 
доказана. 

Лемма 2. Пусть Ѵі и Ѵ г — два круговых конуса с общей 
вершиной О, не имеющие других общих точек. Пусть точки А 
и В принадлежат конусу Ѵі, а точ¬ 
ка С принадлежит конусу Ѵ 2 . То¬ 
гда существует такое положитель¬ 
ное число е, что при любом распо¬ 
ложении точек А, В, С угол б 1 (С) 
треугольника АВС не превосходит 
я — е. 

Доказательство. При сме- 
щении вершины А вдоль полупря¬ 
мой ОА в одном из ДЕух направле* 
ний угол #(С) монотонно растет. 
Аналогично, при смещении точки В 
вдоль полупрямой OB в одном из 
двух направлений угол •& (С) так* 
же монотонно растет. Отсюда еле* 
дует, что угол 0(0) исходного треугольника не превосходит 
либо максимального угла а, образуемого полупрямыми, прохо¬ 
дящими внутрь конуса Ѵі, либо угла я — ß, где ß — наимень¬ 
ший угол, образуемый полупрямыми, одна из которых проходит 
внутри конуса Ѵі, а другая внутри конуса Ѵ 2 . Число е есть 
меньшее из двух чисел я —а и ß. Лемма доказана. 
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Теорема 1. Кривая ограниченной вариации поворота имеет 
в каждой точке правую и левую полукасательные. 

Доказательство. Допустим, утверждение неверно и кри¬ 
вая у ограниченной вариации поворота в точке О не имеет пра¬ 
вой полукасательной. Тогда существуют две последовательности 
точек на кривой, сходящиеся в точке О справа по двум различ¬ 
ным направлениям 4 и t 2 . Опишем около каждой из полупря¬ 
мых 4 и 4 конус с вершиной О так, чтобы эти конусы не имели 
других общих точек, кроме вершины О. Впишем теперь в кри¬ 
вую у ломаную с с достаточно большим числом звеньев так, 
чтобы все ее вершины принадлежали построенным конусам, 
причем чтобы любые две соседние вершины принадлежали раз¬ 
ным конусам. Согласно лемме 2 поворот ломаной с может быть 
сколь угодно большим, если только достаточно велико число ее 
звеньев. Но это невозможно, так как по предположению кри¬ 
вая у ограниченной вариации поворота. Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть точка Р разбивает кривую у ограничен¬ 
ной вариации поворота на две кривые у' и у". Пусть Ф(Р) — 
угол между правой и левой полукасательной в точке Р. Тогда 
а(у) =(£>(у') +(о(у") + (я— Ф(Р)). 

Доказательство. Пусть с', с п и ^ — последователь¬ 
ности вписанных в кривые у', у" и у ломаных, удовлетворяю¬ 
щие условиям (0 (с') -> 0 (у'), <*> ( С п ) -> со (у"), со (с п ) -> со (у). Согласно 
лемме 1, не ограничивая общности, можно считать, что звенья 
ломаных стремятся к нулю. Пополним вершины каждой из ло¬ 
маных с', с п , с п вершинами двух других. Тогда получим лома¬ 
ные с', с", с п . Они обладают свойствами ломаных с', с", с п , 
т. е. при п -» оо 

со (с') -> со (у'), 0 (с") -> 0 ( у"), о (с п ) -*• 0 (у). 

Так как 0 (с„) = <*> (с') + со (с") + (л — (Р) ) (Р) — угол между 

звеньями ломаной с„, сходящимися в точке Р) и & п (Р) -> ft (Р), 
то действительно 

а (у) = о (у') + 0 (у") + (я - 0 (Р)). 

Теорема доказана. 

Теорема 3. На кривой ограниченной вариации поворота 
может быть не более счетного множества угловых точек, т. е. 
таких точек, в которых правая и левая полукасательные обра¬ 
зуют угол, отличный от я. 

Доказательство. Согласно теореме 2 множество М п тех 
угловых точек кривой, в которых полукасательные образуют 
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угол, меньший я—5-, конечно. Отсюда следует, что множество 
всех угловых точек 

М = 2 М п 

не более чем счетно. Теорема доказана. 

Теорема 4. Пусть Р — точка на кривой у ограниченной 
вариации поворота. Тогда справа (соответственно слева) от 
точки Р на кривой у можно указать точку Q4=P такую, что 
вариация поворота дуги PQ кривой у будет сколь угодно 
мала. 

Доказательство. Пусть у' — часть кривой у, располо- 
женная справа от точки Р. Впишем в кривую у' ломаную с так, 
чтобы ю(у')—ю(с)<е. Пусть А — первая вершина ломаной с, 
если двигаться от точки Р. Возьмем между точками Р и А кри¬ 
вой у' еще одну вершину ломаной — точку Q, настолько близ¬ 
кую к Р, чтобы угол между звеньями, примыкающими к вер¬ 
шине А, изменился при этом на величину, не превосходящую е. 
Очевидно, вариация дуги PQ кривой у не больше 2е. Теорема 
доказана. 

Теорема 5. Кривую ограниченной вариации поворота 
можно разбить на конечное число кусков со сколь угодно малой 
вариацией поворота. 

Доказательство. По теореме 4 у каждой точки Р кри¬ 
вой существует замкнутая окрестность U(P) такая, что ее пра¬ 
вая и левая полуокрестности U'(P) и U"(P) имеют поворот 
меньше е. Из окрестностей U(P) можно выделить конечное по¬ 
крытие кривой. Из соответствующих полуокрестностей строится 
без труда разбиение кривой, обладающее указанным свойством. 
Теорема доказана. 

Теорема 6. Кривая ограниченной вариации поворота 
спрямляема. 

Доказательство. Согласно теореме 5 достаточно дока¬ 
зать спрямляемость кривой с вариацией поворота меньше е. 
Впишем в такую кривую ломаную с. Звенья этой ломаной обра¬ 
зуют с начальным звеном углы меньше е. Поэтому длины ло¬ 
маных с ограничены некоторым числом /, которое зависит только 
от е и расстояния между концами кривой. Отсюда следует 
спрямляемость кривой. Теорема доказана. 

Теорема 7. Пусть Р — точка кривой у ограниченной ва¬ 
риации поворота, Q — близкая к Р точка кривой, s PQ — длина 
дуги отрезка PQ кривой у, d PQ — расстояние между точками Р 
и Q. Тогда отношение s PQ /d P Q стремится к единице, когда Q-+ Р. 

Доказательство. При Q -> Р вариация поворота ю( Р , Q) 
дуги PQ кривой у стремится к нулю. Так как каждое звено ло¬ 
маной с, вписанной в дугу PQ кривой у, образует с начальным 
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звеном угол не больше со (Р, Q), то длина каждой ломаной с, 
а следовательно, и дуги PQ кривой у, не больше d PQ l cos м(Р, Q). 
0тсюда заключаем, принимая во внимание s PQ ldp q > 1 , что 
s Pq /d Pq —» 1, когда Q-*P. Теорема доказана. 

Теорема 8. Пусть у— кривая ограниченной вариации по¬ 
ворота, r(s) —точка кривой, соответствующая дуге s. Тогда 
вектор-функция r(s) имеет для каждого s правую и левую про¬ 
изводные, по абсолютной величине равные единице. 

Утверждение очевидно в силу теорем 1 и 7. 

Понятие вариации поворота для кривых, имеющих в каждой 
точке правую (или левую) полукасательную, можно ввести дру¬ 
гим способом. А именно, пусть у — кривая, имеющая в каждой 
точке правую полукасательную. Возьмем на ней конечное число 
точек Ph и построим в каждой из них 
правую полукасательную t h . Верхнюю 
грань суммы углов между последо¬ 
вательными полукасательными по 
всем конечным системам точек P k бу¬ 
дем называть вариацией поворота 
кривой у. То, что это определение эк¬ 
вивалентно данному выше определе¬ 
нию, пока не очевидно. В нижесле¬ 
дующих теоремах ограниченность ва¬ 
риации поворота кривой мы будем 
понимать в смысле этого определения. 

Теорема 9. Пусть у — кривая ограниченной вариации по¬ 
ворота, Р — точка на ней, Q — точка кривой у, близкая к Р. 
Тогда, если Q-+P, оставаясь справа от Р, то правая полукаса¬ 
тельная в Q сходится к правой полукасательной в Р; если же 
Q-+P, оставаясь слева от Р, то полукасательная в точке Q 
сходится к некоторой полупрямой, которая может не совпадать 
с правой полукасательной в Р. 

Доказательство. То, что полукасательная в точке Q 
стремится к определенному пределу, когда эта точка неограни¬ 
ченно приближается к Р, оставаясь справа от нее (или соответ¬ 
ственно слева), непосредственно вытекает из требования ограни¬ 
ченное™ поворота кривой у. Покажем, что полукасательная в 
точке 0 стремится к полукасательной в Р, когда Q—*P, оста¬ 
ваясь справа от Р. Допустим, утверждение неверно. Обозна¬ 
чим U правую полукасательную в точке Р и t 2 — предел полука¬ 
сательной в Q, когда Q-*P справа. Пусть Р' —точка, близкая 
к Р. Проведем через точки РиР' плоскость а перпендикулярно 
плоскости полупрямых ti и 4, а потом повернем эту плоскость 
на малый угол около средины отрезка РР' в положение а' так, 
чтобы точка Р' была с одной стороны плоскости а', а точка Р 
и полупрямая /а —с другой (рис. 24). Пусть Р" — первая точка 
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дуги РР' кривой у. если двигаться от Р' к Р, которая лежит в 
плоскости а'. Правая полукасательная кривой у в точке Р" на- 
правлена либо в полупространство, определяемое плоскостью а', 
где лежит точка Р', либо лежит в плоскости а'. Отсюда видно, 
что можно указать точку Р", сколь угодно близкую к точке Р, 
в которой правая полукасательная кривой у будет образовывать 
с полупрямой 4 угол больше О—е, где Ф— угол между полу¬ 
прямыми ti и 4, а е — любое положительное число. Мы пришли 
к противоречию с тем, что 4 является пределом правых полу- 
касательных. Теорема доказана. 

Теорема 10. Пусть у — кривая ограниченной вариации по¬ 
ворота, Р — точка этой кривой, А и В — точки кривой у, распо¬ 
ложенные справа от Р, причем 
/ так, что А находится между Р 

t/ и В. Тогда при А и В-*Р на¬ 

правление отрезка AB сходится 
к направлению правой полука¬ 
сательной t к у в точке Р. 

Доказательство. Допу¬ 
стим, утверждение неверно. Не 
ограничивая общности, можно 
считать, что существует последо¬ 
вательность пар точек А п , В п , 
такая, что направление отрезка 
А п В п сходится к некоторому направлению V, отличному от t. 
Построим плоскость а, параллельную V и перпендикулярную 
плоскости направлений t и V. Сместим эту плоскость парал¬ 
лельно так, чтобы она проходила через средину отрезка А п В п , 
а затем поворотом на малый угол переведем ее в положение а', 
при котором точки А п и В п будут по разные стороны плоско¬ 
сти а', причем точка А п — с той стороны этой плоскости, куда 
направлена полупрямая t (рис. 25). Будем теперь двигаться 
вдоль у из точки В п к Р, и первую точку встречи с плоско¬ 
стью а' обозначим С„. Правая полукасательная в точке С„, если 
угол между плоскостями а и а' мал в сравнении с углом между 
направлениями t и t', не сходится к t — правой полукасательной 
в точке Р. Мы пришли к противоречию. Теорема доказана. 

Замечание к теореме 10. Очевидно, аналогичным 
рассуждением можно показать, что если точки А и В располо¬ 
жены слева от Р, причем так, что В находится между А и Р, 
то при А и В —» Р направление отрезка AB сходится к тому же 
направлению, к которому сходится правая полукасательная в 
точке Q, сходящейся слева к точке Р. 

Теорема 11. Кривая ограниченной вариации поворота 
спрямляема. 



Рис. 25. 
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Доказательство. Пусть Р— произвольная точка кривой 
и Q — близкая к ней точка кривой, расположенная справа от Р. 
По теореме 10, если точка Q достаточно близка к Р, то все 
звенья ломаной с, вписанной в отрезок PQ кривой, образуют 
с правой полукасательной в точке Р углы меньше е<л/2. От¬ 
сюда следует, что длина ломаной с не превосходит PQ/cose. 
Аналогично с помощью замечания к теореме 10 показывается, 
что таким свойством обладает отрезок PQ кривой, если взять 
точку Q слева от Р достаточно близко к Р. Отсюда следует 
существование у каждой точки кривой спрямляемой окрестно¬ 
сти, а следовательно, и спрямляемость всей кривой. Теорема 
доказана. 

Теорема 12. Пусть у —кривая ограниченной вариации по¬ 
ворота, r(s) — радиус-вектор точки этой кривой, соответствую¬ 
щей дуге s. Тогда в каждой точке существуют правая и левая 
производные вектор-функции r(s) по дуге s, равные по абсолют¬ 
ной величине единице. Почти для всех s, исключая не более чем 
счетное множество s, правая и левая производные совпадают. 

Доказательство. Пусть As — малое положительное 
число. Впишем в отрезок (s, s+As) кривой ломаную с с доста¬ 
точно малыми звеньями так, чтобы ее длина была больше 
As(l — е). По теореме 10 при достаточно малом As звенья ло¬ 
маной образуют с правой полукасательной в точке s углы 
меньше е. Следовательно, вектор Г ^ + по направлению 

сходится к правой полукасательной кривой в точке s, а по вели¬ 
чине к единице. 

Аналогичными соображениями устанавливается существова¬ 
ние левой производной вектор-функции r(s). Счетность множе¬ 
ства тех точек, в которых эти производные не совпадают, дока¬ 
зывается так же, как счетность множества угловых точек в тео¬ 
реме 3. 

Теорема 13. Первое и второе определения вариации по¬ 
ворота кривой эквивалентны. 

Д о к а з а тел ьство. Пусть у — кривая ограниченной ва¬ 
риации поворота в смысле первого определения. Согласно тео¬ 
реме 1 она в каждой точке имеет правую и левую полукасатель¬ 
ные. Возьмем на кривой у конечную систему точек Р ь Р 2 ,..., Р„ 
и проведем в каждой точке P h правую полукасательную t h . Возь¬ 
мем, далее, справа от каждой точки P h близкую к ней точку Q h 
и впишем в кривую у ломаную с с вершинами Р ь Q b Р 2 , Q 2 , ... 

..., Pn, Qn ■ Поворот этой ломаной со (с) не больше со (у). Если 
неограниченно приближать точки Q h к соответствующим точ¬ 
кам Ph, то направления звеньев PhQh сходятся к направлениям 
полукасательных t h . Отсюда мы заключаем, что сумма углов 
<o' k (у) между последовательными полукасательными /* не 
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превосходит со (у)- Следовательно, кривая у будет ограниченной 
вариации поворота в смысле второго определения, причем 
имеет место неравенство со' (у) ^ со (у). 

Пусть теперь у — кривая ограниченной вариации поворота в 
смысле второго определения. Покажем, что она будет ограни- 
ченной вариации поворота в смысле первого определения, при¬ 
чем выполняется неравенство со (у) -<со'(у). Впишем в кривую у 
произвольную ломаную с. Пополним вершины этой ломаной точ¬ 
ками, в которых правая и левая полукасательные образуют угол 
больше е (е —малое положительное число). Пополним теперь 
ломаную с новыми вершинами так, чтобы правые полукасатель¬ 
ные кривой у в точках, лежащих между соседними вершинами 
ломаной, образовали углы меньше ei (eiCe). Оценим теперь по¬ 
ворот полученной ломаной с'. 

Пусть ti(s) —единичный вектор правой полукасательной 
кривой у на участке, соответствующем і-му звену ломаной, 
6 і — длина этого звена. Тогда поворот ломаной с' равен 

^/»ж*). 

где О обозначает угол между соответствующими векторами. 
Сумму, стоящую справа, удобно разбить на две суммы Е' и Е", 
объединяя в первую слагаемые, соответствующие вершинам ло¬ 
маной, в которых правая и левая полукасательные образуют 
угол больше е, а в Е" — остальные слагаемые. Относительно ка¬ 
ждого слагаемого прежней суммы заметим, что 

^(^7І T/ds ’ і т ж ds)<(l+rh)|-^-J4ds- -5^7 J 4 + 1 ds|< 

< 0 + Па) 1 7- Г f I ds - Г т і+1 ds I , 

I s i J s i +1 J I 

где Гц, Ti 2 — сколь угодно малые положительные числа, если е 4 
достаточно мало. Параметризуем теперь каждый участок кри¬ 
вой у, относя точке X значение Я, равное отношению расстояния 
точки X от начальной точки участка к длине всего участка. 
Тогда для слагаемых суммы Е" будем иметь 

j j- j т, ds — j* т ж ds J = j J* гіЯ — J r /+1 dl j = 

” J* (*i - T m) dX < (1 + Пз) J ♦ ( x h x m) d\ 

I о I 0 

где ris по-прежнему мало вместе с ei. 



§ 1. Кривые ограниченной вариации поворота 


147 


Для слагаемых суммы 2' также имеем 

* [т, j x ‘ ds ’ -ьЬ I т « 1 ds ) < (‘+’ ОI '* ( т - V.) Л 

Принимая во внимание полученные выше оценки для сумм 2" 
и 2', заключаем, что 

1 

®(сО<0+П) JSJ.Ofa, т |+1 )(0., 

О і 

где г) сколь угодно мало, если достаточно мало еі. Отсюда 
ш(с')©'(у) и, следовательно, со(у) -*С(і)'(у). Так как, кроме 
того, было показано, что со' (у) со (у), то со (у) = со'(у), что и 
требовалось доказать. 

Теорема 14. Пусть уі, у 2 , ..у п , • • • — бесконечная после¬ 
довательность кривых ограниченной вариации поворота, причем 
вариация поворота каждой кривой не превосходит V. Тогда, 
если последовательность кривых у„ сходится к кривой у, то эта 
кривая ограниченной вариации поворота и вариация поворота 
ее не превосходит V. 

Доказательство. Впишем в кривую у произвольную ло¬ 
маную с. В кривую у„, если достаточно велико п, можно вписать 
ломаную с„, близкую к с, так, что |со(с) —(о(с„)|<е. Так как 
вариации поворота кривых ограничены числом V, то со(с„) V. 
Отсюда, ввиду произвола с и малости е, следует, что кривая у 
имеет ограниченный поворот, не превосходящий V. Теорема до¬ 
казана. 

Теорема 15. Если диаметр кривой у не больше d, а вариа¬ 
ция не больше V, то длина ее не превосходит 2 ( + l) d, где 

обозначает целую часть . 

Доказательство. Кривую у можно разбить на ^-j + 1 
кусков уь, каждый из которых имеет вариацию поворота не 
больше я/3. Впишем в кривую у& произвольную ломаную с. 
Звенья этой ломаной образуют с направлением начального 
звена углы не больше я/3. Отсюда следует, что длина лома¬ 
ной с, а следовательно, и кривой ys, не превосходит d/cos-g-. 
Так как число кривых у* равно ["^“] + 1>то Длина всей ломаной 
не превосходит 2 | [—-] + l) d. Теорема доказана. 

В гл. I, § 8 было введено понятие поворота кривой на вы¬ 
пуклой поверхности, а также отмечены основные его свойства. 


10* 
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С помощью этого понятия мы выделим важный для дальней" 
шего изложения класс кривых ограниченной вариации поворота 
на поверхности следующим определением. 

Пусть кривая у на выпуклой поверхности имеет определен¬ 
ный поворот на каждом участке. Разобьем ее точками 
Рі, Рг, .. •, Ph на куски у ь Уг . Ум-і и составим сумму 


2іф(ѵ,)і + 2і я-<►(/>,) к 

і і 

где ф(уі) —правый поворот кривой у*, а Ф(Р г ) —угол правого 
сектора при точке Р,. Точную верхнюю грань таких сумм по 
всем разбиениям кривой у будем называть вариацией правого 
поворота кривой у на поверхности. Оказывается, если вариация 
правого поворота кривой у ограничена, то вариация левого по¬ 
ворота тоже ограничена. 

Теорема 16. Пусть F — выпуклая поверхность, располо¬ 
женная над плоскостью ху, и опорные плоскости этой поверх¬ 
ности образуют с плоскостью ху углы Пусть у — кри¬ 

вая на F, которая проектируется на плоскость ху в кривую у 
ограниченной вариации поворота (для плоской кривой вариа¬ 
ция поворота будет одна и та же в смысле каждого из данных 
выше определений). 

Тогда кривая у будет ограниченной вариации поворота в про¬ 
странстве. 

Доказательство. Впишем в кривую у ломаную с ма¬ 
лыми звеньями. Сместим незначительно вершины этой ломаной 
так, чтобы в эти вершины проектировались гладкие точки по¬ 
верхности F и чтобы поворот ломаной при этом изменился на 
величину, не превосходящую е. Так построенную ломаную обо¬ 
значим с.-Пусть ус — кривая на поверхности, которая проекти¬ 
руется в ломаную с, Z c — цилиндр, проектирующий кривую у с 
на плоскость ху. Развернем цилиндр Z c на плоскость. При этом 
кривая у с на Z c перейдет в плоскую кривую у с , составленную 
из кусков выпуклых кривых уі, у 2 , ..., уп с концами Рі, Р 2 , ... 
..., Р п -и соответствующими вершинам ломаной с. При движе¬ 
нии вдоль кривой у с правая полукасательная на каждом участке 
у,- поворачивается в одном и том же направлении. Пусть Ф* — 
изменение направления правой полукасательной в точке Рі, 
а бч — изменение направления звена ломаной с при прохожде¬ 
нии через вершину, соответствующую точке Рі. Так как каса¬ 
тельные плоскости поверхности F образуют с плоскостью ху 
углы то можно указать постоянную m такую, что 
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1$»| < т\Оч\. Отсюда 2 I m2 \ I или, вводя вариацию 
поворота кривой Y, 2 I I < mco (у) + е - 

Так как при движении вдоль кривой у с правая полукасатель-і 
ная на каждом участке уі поворачивается в одном и том же на- 
правлении, а сумма абсолютных _поворотов правой полукаса- 
тѳльной в точках Рі меньше тсо(у)+8, то вариация поворота 
кривой ус не превосходит я+тш(у) +е. 

Отсюда следует, что если проектирующий кривую у цилиндр 
развернуть на плоскость, то кривая у перейдет при этом в пло¬ 
скую кривую у, вариация поворота которой не больше л + 
+пиа (у). 

Возьмем на кривой у две точки Qi_ и Q 2 . Пусть U и t 2 — пра¬ 
вые полукасательные в этих точках, fi и t 2 —правые полукаса¬ 
тельные кривой у, а fi и f 2 — правые полукасательные кривой у 
в точках, соответствующих Qi и Q 2 . Очевидно, сумма углов ме¬ 
жду fi и f 2 , fi и f 2 не меньше угла между fi и t 2 . Поэтому ва¬ 
риация поворота в пространстве кривой у не больше суммы ва¬ 
риаций поворота кривых у и у, т. е. не больше я+ (т+ 1)<о(у). 
Теорема 16 доказана. 

Теорема 17. Если кривая у на выпуклой поверхности F 
имеет ограниченной вариации правый поворот, то она ограни¬ 
ченной вариации поворота в пространстве. 

Доказательство. Во-первых, заметим, что кривую у 
можно разбить на конечное число кусков таких, что сфериче¬ 
ское изображение е-окрестности каждого куска расположено 
на сегменте единичной сферы, меньшем полусферы. Поэтому 
теорему достаточно доказать для каждого такого куска. Не 
ограничивая общности, можно считать, что сама кривая у обла¬ 
дает этим свойством, т. е. сферическое изображение е-окрест- 
ности ее расположено на сегменте, меньшем полусферы. 

Пусть g' — полупрямая, образующая с внешними нормалями 
поверхности F в точках е-окрестности кривой у углы < ~ — б, 
где б > 0. 

Согласно теореме В. А. Залгаллера [36], существует после¬ 
довательность геодезических ломаных с п на поверхности, рав¬ 
номерно сходящаяся к у, с вариациями правого поворота, схо¬ 
дящимися к вариации правого поворота у, и длинами, сходя¬ 
щимися к длине кривой у. Можно считать, что вершины этих 
ломаных находятся в гладких точках поверхности F. 

Спроектируем геодезическую ломаную с п в направлении g'. 
Развернем проектирующий цилиндр Z' на плоскость. Ломаная 
с п перейдет при этом в некоторую кривую с п ■ По теореме Ли¬ 
бермана о выпуклости геодезической каждое звено кривой с» 
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на развертке цилиндра представляет собой выпуклую кривую, 
причем все эти кривые обращены выпуклостью в одну сто¬ 
рону — в направлении проектирование g'. Оценим вариацию по¬ 
ворота кривой Пусть с\, с\, ..с™ — куски этой кривой, со¬ 
ответствующие звеньям геодезической ломаной, а Рі, Р 2 , ... 
..., P m+ 1 — точки, соответствующие ее вершинам. Вариация по¬ 
ворота кривой с„ на поверхности F равна 2 I Ф/1, где — по¬ 
ворот правой полукасательной кривой с„ при прохождении че¬ 
рез вершину Рі. Пусть й* — поворот правой полукасательной 
кривой с„ при прохождении через точку Рі. Так как внешние 
нормали касательных плоскостей F в вершинах кривой с п обра¬ 
зуют с полупрямой g' углы меньше -у -0 , то существует по¬ 
стоянная т, зависящая только от б, такая, что |fy|.<m|fy|. 
Отсюда при достаточно большом п получаем, что 2 1 I < 
<пкяр{с п ) +е', где (o F (c„)— вариация правого поворота лома¬ 
ной с„ на поверхности F, а е' стремится к нулю, когда п-*- оо. 

Так как при движении вдоль кривой с„ правая полукаса¬ 
тельная на каждом участке с 1 п поворачивается в одном и том 
же направлении, а сумма абсолютных поворотов правой полу¬ 
касательной в точках Р{ меньше, чем та>р(с„) +е', то вариация 
поворота кривой с„ меньше n+_ma F (c n ) +г'. 

Отсюда следует, что если проектирующий кривую у в напра¬ 
влении g' цилиндр развернуть на плоскость, то кривая у перей¬ 
дет при этом в кривую у', вариация поворота которой не боль¬ 
ше я+/пм^(у). 

Построим теперь еще две полупрямые g" и g'", обладающие 
свойством полупрямой g', причем так, чтобы они не лежали 
в одной плоскости с полупрямой g'. Подобно у' построим кри¬ 
вые у" и у'". Пусть Qj и Q 2 — две произвольные точки на кри¬ 
вой у, U и 4 — правые полукасательные в них, t\ и и 

t", F" и — правые полукасательные в соответствующих точ¬ 
ках кривых Y, у", у'". Можно показать элементарным рассу¬ 
ждением, что существует постоянная х, зависящая только от 
числа б и углов между полупрямыми g', g", g"\ такая, что 

«+♦«'. «')+*«" Ч'Ъ 

Отсюда следует, что вариация поворота кривой у в простран- 

ö)(y)<3x(n + mto f W)‘ 

Теорема доказана. 

Теорема 18. Пусть F — выпуклая поверхность, располо¬ 
женная над плоскостью ху, причем опорные плоскости поверх- 
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ности образуют с плоскостью ху углы < у — б, б > 0. Пусть 
у — кривая на поверхности F, у— ее проекция на плоскость ху. 
Тогда , если у ограниченной вариации поворота, то у имеет 
ограниченной вариации правый (левый) поворот на поверхно¬ 
сти F. 

Доказательство. Построим последовательность выпук¬ 
лых многогранников F n , сходящуюся к F, и последовательность 
ломаных с« на плоскости ху, сходящуюся справа к кривой у, 
причем так, чтобы при этом вариации_поворота ломаных с„ схо¬ 
дились к вариации поворота кривой у и никакая вершина мно¬ 
гогранника F n не проектировалась бы в вершину ломаной с„. 
Пусть с п — кривая на многограннике F n , которая проектируется 
в ломаную с п . Вариация правого поворота с п на F„, очевидно, 
не больше вариации поворота с п в пространстве, а для послед¬ 
ней мы можем получить оценку в зависимости от вариации По¬ 
ворота кривой Сп и наибольшего угла, образуемого опорными 
плоскостями многогранника F n с плоскостью ху. 

Таким образом, вариации правых поворотов кривых с„ на 
многогранниках F n равномерно ограничены. Отсюда следует, 
что кривая у на поверхности F имеет ограниченной вариации 
правый поворот. Теорема доказана. 

§ 2. О сходимости изометричных выпуклых 
поверхностей 

В ходе дальнейшего изложения нам неоднократно придется 
рассматривать сходящиеся последовательности изометричных 
выпуклых поверхностей. Чаще всего в этих рассмотрениях при¬ 
ходится делать некоторые заключения о характере сходимости 
соответствующих по изометрии направлений и их отношении 
к направлению на предельной поверхности. Чтобы не повто¬ 
ряться и несколько разгрузить доказательство основных вспомо¬ 
гательных теорем, мы рассмотрим в этом параграфе некоторые 
общие предложения, касающиеся данного вопроса. 

Теорема 1. Пусть F — выпуклая поверхность, F n — после¬ 
довательность выпуклых поверхностей, изометричных F и схо¬ 
дящихся к F, X о — точка на F, Х п — точка на поверхности F n , 
соответствующая по изометрии точке Х 0 на F, s b s 2 , ..., s „, ... — 
убывающая последовательность положительных чисел, сходя¬ 
щаяся к нулю. Пусть F n — поверхность, полученная из F n пре¬ 
образованием подобия относительно центра Х„ с коэффициен¬ 
том подобия 1 /$„. 

Тогда, если при п—* оо последовательность поверхностей F„ 
сходится, то предельная поверхность представляет собой: 
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1) конус, равный касательному конусу поверхности F в точ¬ 
ке Х 0 , если эта точка коническая-, 

2) цилиндр с образующими, параллельными ребру поверх¬ 
ности F в точке Х 0 , если Х 0 — ребристая точка, причем этот ци¬ 
линдр содержит двугранный угол в точке Х 0 ; 

3) плоскость, если Х 0 — гладкая точка на F. 

Доказательство. Кривизна поверхности F n в точке Х п 

не зависит от п и равна кривизне^ в точке Х 0 . Кривизна любой 
ограниченной части поверхности F n , исключая точку Х п , неогра¬ 
ниченно убывает, когда п-*оо. Отсюда следует, что поверхность 
F — предельная поверхность последовательности F n — есть или 
конус (если точка Х 0 на F коническая), или цилиндр (если 
точка Х 0 на F гладкая или ребристая). 

Опорные плоскости F в точке Х 0 должны быть опорными 
плоскостями для F, так как таковыми являются предельные 
опорные плоскости поверхностей F n . Касательный конус поверх¬ 
ности F в точке Хо содержит касательный конус поверхности F, 
Отсюда, принимая во внимание равенство кривизны поверхно¬ 
стей F и F в точке Х 0 , заключаем, что F совпадает с касатель¬ 
ным конусом F в точке Хо, если эта точка коническая. Если же 
Хо ребристая точка, то F — цилиндр, содержащий ребро дву- 
гранного угла в точке Х 0 поверхности F в качестве одной из 
образующих. Весь двугранный угол содержится внутри этого 
цилиндра. Если Х 0 — гладкая точка поверхности F, то F — 
плоскость, совпадающая с касательной плоскостью поверхности 
F в точке Х 0 . Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть F — выпуклая поверхность, Х 0 — точка 
на ней, F n — последовательность выпуклых поверхностей, изо- 
метричных F и сходящихся к F, Х п — точка на поверхности F n , 
соответствующая по изометрии точке Х 0 . 

Тогда, если точка Х 0 гладкая или коническая, то направле¬ 
ния в точках Х„ на поверхностях F n при п-*оо сходятся равно¬ 
мерно к соответствующим по изометрии направлениям на F 
в точке Х 0 . 

Если же точка Х 0 ребристая, то этим свойством обладают по 
крайней мере два направления, соответствующие направлениям 
ребра в точке Х 0 на F. 

Доказательство. Возьмем на поверхности F точку У 0 , 
близкую к Х 0 , и соединим их кратчайшей у 0 . Пусть у п — соот¬ 
ветствующая кратчайшая на поверхности F n . При п—*оо 
F n -*F, a Yn-*Yo- 

Если точка Х 0 гладкая или коническая, то в силу теоремы 1 
полукасательная t n к у п в точке Х п сходится к полупрямой, ле¬ 
жащей в касательной плоскости к F в точке Х 0 или к одной из 
образующих касательного конуса. Согласно следствиям из тео¬ 
ремы Либермана (§ 1 гл. II) отсюда заключаем, что предел по- 
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лукасательных t„ является полукасательной к предельной крат¬ 
чайшей, т. е. уо в точке Х 0 . Из равенства кривизн поверхности F 
в точке Х 0 и поверхности F n в точке Х п и характера сходимости 
поверхностей F„ к поверхности F (см. теорему 1) теперь сле¬ 
дует равномерная сходимость всех направлений в точке Х п по¬ 
верхности F n к соответствующим по изометрии направлениям 
на F в точке Хо. 

Допустим, Х 0 — ребристая точка поверхности F. Возьмем на 
поверхности F точку Уо так, чтобы кратчайшая уо. соединяющая 
Х 0 и Уо, образовала с направлением ребра в точке Хо угол мень¬ 
ше е. Не ограничивая общности, можно считать, что полукаса¬ 
тельная t n к у„ в точке Х п сходится к некоторой полупрямой t 0 . 
Из теоремы 1 следует, что эта полупрямая не может проходить 
внутри двугранного угла поверхности F в точке Х 0 и, следова¬ 
тельно, по теореме 9 (§ 1, гл. II) она должна образовать с на¬ 
правлением полукасательной к у 0 в точке Х 0 угол порядка е. 
Отсюда мы заключаем, что направления на поверхности F„ 
в точке Х„, соответствующие направлениям ребра в точке Хо 
на F, сходятся к соответствующим по изометрии направлениям 
на F. Теорема доказана. 

Теперь несколько обобщим теорему 2 в том смысле, что вме¬ 
сто отдельной точки Хо на поверхности F возьмем любое замк¬ 
нутое множество точек. Именно, докажем следующую теорему. 

Теорема 3. Пусть F — выпуклая поверхность, М — зам¬ 
кнутое множество на ней, F n — последовательность выпуклых 
поверхностей, изометричных F и сходящихся к F. 

Тогда при достаточно большом п у каждого касательного 
конуса поверхности F в точках множества М найдутся два на¬ 
правления, разбивающие этот конус пополам и образующие 
с соответствующими по изометрии направлениями на F n углы 
меньшие е. 

Доказательство. Допустим, утверждение неверно. Тогда 
для каждого п на F существует точка Х п сМ, в которой указан¬ 
ное свойство не имеет места. Не ограничивая общности, можно 
считать, что последовательность точек Х п сходится к некоторой 
точке Х 0 поверхности F. Могут представиться три случая: 

1) Хо — гладкая точка; 

2) Х 0 — коническая точка; 

3) Х 0 — ребристая точка. 

Пусть s n — расстояние между точками Х 0 и Х„ поверх¬ 
ности F. Обозначим F" = -j-F поверхность, полученную преоб¬ 
разованием подобия из F относительно центра Х 0 с коэффициен¬ 
том подобия a Fn — аналогично построенную поверхность 
s n 

для F„ относительно точки, соответствующей по изометрии 
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точке Хо. Пусть у„ — кратчайшая на F, соединяющая точки Х 0 и 
Хп, У" и у" — соответствующие по изометрии и подобию 
кратчайшие на F n и F% . Не ограничивая общности, можно 
считать, что последовательности поверхностей F n и F" сходятся, 
а также сходятся последовательности кратчайших у п и у". Обо¬ 
значим F 0 и F о предельные поверхности для последователь¬ 
ностей F n и F ", а у 0 и у° — предельные кратчайшие для у" и у" 
соответственно. 

Допустим теперь, что Х 0 — гладкая или коническая точка 
поверхности F. В этом случае обе поверхности F 0 и f® совпа¬ 
дают и представляют собой касательную плоскость kFb точ¬ 
ке Хо, если эта точка гладкая, или касательный конус в этой 
точке, если Х 0 — коническая точка. Кратчайшие у° и у® суть 
прямолинейные отрезки с концом в точке Х 0 , лежащие в каса¬ 
тельной плоскости или соответственно на касательном конусе 
поверхности F в точке Х 0 . В силу теоремы 2 прямолинейные от¬ 
резки у 0 и у® совпадают. Применяя теорему 9 (§ 1, гл. II), от¬ 
сюда заключаем, что полукасательные кратчайших у" и у" в точ¬ 
ках, соответствующих Х п , сходятся к одной и той же полупря¬ 
мой t 0 , содержащей прямолинейный отрезок у° = у®. Поэтому 
при достаточно большом п поверхность F в точке Х п и поверх¬ 
ность F n в соответствующей точке будут иметь соответствую¬ 
щие по изометрии направления, образующие друг с другом 
сколь угодно малый угол. Ясно также, что направления на F 
и F n , которые вместе с отмеченными делят соответствующие 
касательные конусы пополам, соответствуют по изометрии и 
также образуют малый угол. Мы пришли к противоречию. 

Рассмотрим случай, когда Х 0 — ребристая точка на F. В этом 
случае, если последовательность точек Х„ сходится к Х 0 так, 
что полукасательные к у" в точке Х 0 сходятся к направлению 
ребра в этой точке (не ограничивая общности, можно считать, 
что полукасательные сходятся), надо повторить все то, что 
было сказано в случае гладкой и конической точек. Если же 
предельная полукасательная не лежит на ребре двугранного 
угла — касательного конуса в точке Х 0 , то предельные кратчай¬ 
шие у° и yg, вообще говоря, не совпадают, но полукасательные 
к ним в точке Х 0 получаются одна из другой поворотом на неко¬ 
торый угол около направления ребра поверхности F в точке Х 0 , 
иными словами говоря, эти полукасательные образуют с на¬ 
правлением ребра один и тот же угол Ф 0 - Отсюда, принимая 
во внимание, что F 0 — двугранный угол, а Fo — цилиндр, содер¬ 
жащий ребро этого угла, мы заключаем, что одно из направле¬ 
ний на F в точке Х п , образующее с у„ угол Оо, при п-* оо обра- 
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зует с соответствующим по изометрии направлением на 
сколь угодно малый угол. Другое направление, обладающее 
этим свойством, делит соответствующий касательный конус вме¬ 
сте с указанным направлением пополам. Мы пришли к проти¬ 
воречию. Теорема доказана полностью. 

В доказательстве основной теоремы — об однозначной опре¬ 
деленности замкнутых выпуклых поверхностей мы будем исхо¬ 
дить из предположения о существовании двух близких замкну¬ 
тых выпуклых изометричных, но не равных поверхностей 
и придем к противоречию. В связи 
с этим мы докажем следующую 
лемму. 

Лемма. Пусть F — замкнутая вы¬ 
пуклая поверхность. Тогда, если су¬ 
ществует замкнутая выпуклая поверх¬ 
ность F', изометричная F, но не рав¬ 
ная F, то сколь угодно близко к F 
Существуют изометричные F, но не 
равные ей замкнутые выпуклые по¬ 
верхности. При этом к числу замкну¬ 
тых выпуклых поверхностей относятся 
также дважды покрытые выпуклые 
области плоскости. 

Доказательство. Во-первых покажем, что замкнутую 
выпуклую поверхность F можно разбить на выпуклые треуголь¬ 
ники так, что будут выполняться следующие условия: 

1. Стороны каждого треугольника меньше е. 

2. Две вершины каждого треугольника можно соединить на 
поверхности только одной кратчайшей, а именно — соответст¬ 
вующей стороной треугольника. 

3. Углы каждого треугольника меньше п. 

4. Кривизна каждого треугольника меньше со, где со — любое 
положительное число. 

Существует разбиение Т поверхности F на треугольники Д, 
удовлетворяющие условиям 1 и 3 (§ 2 гл. I). Отправляясь от 
этого разбиения, мы построим разбиение Т', удовлетворяющее 
также условию 2. Для этого проведем в каждом треугольнике Д 
разбиения Т геодезические медианы. Если в каком-либо тре¬ 
угольнике Д медианы пересекаются в одной точке, то шесть 
треугольников, на которые разбивается треугольник Д его ме¬ 
дианами, уже удовлетворяют условиям 1, 2 и 3. Если же ме¬ 
дианы треугольника Д не пересекаются в одной точке, то они 
разбивают его на четыре треугольника и три четырехугольника. 
Проведем в каждом четырехугольнике диагонали. Тогда тре¬ 
угольник Д будет разбит на шестнадцать треугольников, удо¬ 
влетворяющих условиям 1, 2 и 3 (рис. 26). То, что условие 2 
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в каждом из рассмотренных случаев действительно выполняется, 
следует из теоремы о неналегании кратчайших (§ 2 гл. I). 

Покажем теперь, что существует разбиение поверхности F, 
удовлетворяющее не только условиям 1—3, но также усло¬ 
вию 4. Для этого заметим, что существует число б, зависящее 
от со, такое, что кривизна каждого треугольника на поверхности 
со сторонами, не превосходящими б, за вычетом не более одной 
его внутренней точки, будет меньше со. Действительно, каждой 
точке X поверхности F можно сопоставить область точек U(X), 
удаленных на расстояние меньшее 8(Х), от точки X, причем 
так, что кривизна множества U (X) — X будет меньше со. Мно¬ 
жества U(X) образуют открытое покрытие поверхности, из ко¬ 
торого по известной теореме можно выделить конечное покры¬ 
тие Uu Uz . U s . Для этого покрытия найдется число 6>0 

такое, что всякий треугольник диаметра меньше б на поверх¬ 
ности F будет принадлежать хотя бы одному из множеств 

Uu Uz . U a . Возьмем разбиение Т настолько мелким, чтобы 

диаметр каждого треугольника Д был меньше б. Кривизна ка¬ 
ждого треугольника А, если из него удалить некоторую вну¬ 
треннюю точку, будет меньше со. Соединим эту точку с верши¬ 
нами треугольника. Тогда получим новое разбиение поверхности 
на треугольники, удовлетворяющие не только условиям 1—3, 
но и условию 4. 

Построим теперь поверхность, существование которой утвер¬ 
ждается леммой. Пусть Т — разбиение поверхности на геодези¬ 
ческие треугольники, удовлетворяющие условиям 1—4. Отметим 
на поверхности F достаточно густую сеть точек S, содержащую 
все вершины треугольников Д разбиения Т. Соответствующую 
по изометрии сеть точек на F' обозначим S'. 

Образуем выпуклые оболочки множеств S и S'. Это будут 
замкнутые выпуклые многогранники. Обозначим их Р и Р' со-< 
ответственно. Соединим вершины многогранников Р и Р', соот¬ 
ветствующие вершинам триангуляции Т, кратчайшими, соответ¬ 
ствующими сторонам треугольников Д. Если сеть точек S 
взята достаточно густой, то эти кратчайшие осуществляют раз¬ 
биение многогранников Р и Р' на треугольники так же, как 
триангуляция Т на F, причем кривизны этих треугольников 
малы вместе с со. 

Обозначим через а д р и соответственно а д р , геодезические 
треугольники на многогранниках Р и Р', соответствующие тре¬ 
угольнику Д на поверхности F. Каждый из этих треугольников 
представляет собой выпуклый многогранник с краем. Пусть X 
и У — две какие-нибудь вершины многогранника Р, располо¬ 
женные внутри области <х д р . Пусть а и ß — кривизны р этих 
вершинах, у кратчайшая, соединяющая точки X и У внутри 
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0 д р ,1 — ее длина. Построим два плоских треугольника с осно¬ 
ванием I и углами х и у при основании. Для этих треугольни¬ 
ков и многогранника Р, разрезанного вдоль кратчайшей у. при 

всех хи у, удовлетворяющих условиям х^-^, У^ -j, выпол¬ 
нены условия теоремы о склеивании. Пусть Р х , ѵ — замкнутый 
выпуклый многогранник, полученный склеиванием этих двух 
треугольников и многогранника Р, разрезанного вдоль крат¬ 
чайшей у. В силу теоремы об однозначной определенности зам¬ 
кнутых выпуклых многогранников можно считать, что при не¬ 
прерывном возрастании х и у многогранник Р х , у изменяется 
непрерывно и переходит от многогранника Р (что соответствует 
х=у = 0) к многограннику с меньшим числом вершин, чем у Р, 
именно, вместо двух вершин X и Y на Р, которые исчезают, по¬ 
является одна с кривизной a+ß. 

Применяя конечное число раз эту операцию, мы сможем не¬ 
прерывно деформировать многогранник Р в многогранник, 
у которого в каждой из областей, соответствующих треуголь¬ 
никам Л, будет не более одной вершины. Пусть Р — такой мно¬ 
гогранник и а д р — треугольник на нем, соответствующий тре¬ 
угольнику Д. Он изометричен или плоскому треугольнику, или 
боковой поверхности трехгранной пирамиды. Рассмотрим вто¬ 
рой случай. Вырезав треугольник о д р, свернем его в боковую 
поверхность трехгранной пирамиды, а затем будем непрерывно 
переводить ее в треугольник, лежащий в основании пирамиды, 
смещая ее вершину по прямой к какой-нибудь внутренней точке 
основания. 

Условия теоремы«о склеивании для части многогранника Р , 
которая получается после удаления из него треугольника сг д j 
(обозначим ее Р — о д j), и деформированной боковой поверх¬ 
ности пирамиды все время выполнены. Склеенный таким 
образом замкнутый многогранник, изменяясь непрерывно при 
непрерывном изменении_боковой поверхности пирамиды, в на¬ 
чальный момент равен Р,_а в конце представляет собой много¬ 
гранник, склеенный из Р — о д и плоского треугольника с 
теми же сторонами, что и о д j. 

Применяя конечное число раз эту операцию, мы придем 
в конце концов к выпуклому замкнутому многограннику Р, 
склеенному из плоских треугольников со сторонами, равными 
соответствующим сторонам треугольников о д р . 

Определим понятие близости для замкнутых выпуклых мно¬ 
гогранников, полученных описанной выше деформацией из Р. 
Мы будем говорить, что два многогранника Рі и Р 2 е-близки , 
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если они допускают такое взаимное расположение, при котором 
их вершины, соответствующие вершинам триангуляции Т на F, 
удалены друг от друга не более чем на е, но не существует 
такого взаимного расположения, при котором все пары упомя¬ 
нутых вершин находятся на расстоянии, меньшем е. 

В отношении многогранника Р' можно применить такую же 
деформацию, как и для Р. Таким образом, мы переведем его 
в замкнутый выпуклый многогранник Р', склеенный из плоских 
треугольников со сторонами, равными сторонам треугольников 
о д рг , соответствующих треугольникам А на F. 

Если сеть точек S была взята достаточно густой, то длины 
сторон треугольников о д р и о А р1 отличаются мало, а поэтому 
многогранник Р близок либо к Р', либо к его зеркальному изо¬ 
бражению. 

Отсюда мы делаем важный вывод. При достаточной густоте 
сети S среди многогранников, полученных описанной выше де¬ 
формацией из Р и Р', найдутся е-близкие к Р и е-близкие к Р', 
как бы ни было мало е>0. Возьмем по одному представителю 
каждого из таких многогранников и обозначим их Р е и Р' со¬ 
ответственно. 

Если теперь переходить ко всем более мелким триангуля¬ 
циям, уменьшая одновременно cd и увеличивая густоту сети S, 
то можно считать, что последовательность многогранников Р е , 
а также Р', сходится к выпуклым поверхностям, изометричным 
F, близким F и F' соответственно, но не равным им. Лемма 
доказана. 

§ 3. Смешивание изометричных поверхностей 

Пусть F 0 и Fi — две фигуры, между точками которых неко¬ 
торым образом установлено взаимно однозначное соответствие. 
Операция смешивания этих фигур заключается в построении 
фигуры F x , которая состоит из точек пространства, делящих от¬ 
резки, соединяющие соответствующие точки фигур F 0 и F it в от¬ 
ношении Я:(1—Я). Эта операция оказывается полезной при 
рассмотрении изометричных поверхностей. 

Сейчас мы рассмотрим смешивание простейших изометрич¬ 
ных поверхностей: плоскостей, двугранных углов и конусов. По¬ 
лученные результаты будут использованы при изучении смеши¬ 
вания общих изометричных выпуклых поверхностей. 

Мы будем говорить, что две изометричные выпуклые поверх¬ 
ности F и F' ориентированы одинаково, если Для любой пары 
соответствующих точек Р и Р' этих поверхностей соответствую¬ 
щие по изометрии обходы образуют с направлением полупря¬ 
мых / и V, исходящих из точек Р и Р' и идущих внутрь тел, 
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ограниченных поверхностями F и F', одновременно правый или 
левый винт. Поверхность./ 7 и ее зеркальное отражение/ 7 * ориен¬ 
тированы противоположно. Поэтому для каждой пары изомет¬ 
ричных поверхностей всегда можно добиться одинаковой ориен¬ 
тации, отражая при необходимости одну из них зеркально. 
В настоящем параграфе, рассматривая пары изометричных по¬ 
верхностей, мы будем предполагать, что они ориентированы 
одинаково. 

Пусть а и ß — два изометричных выпуклых конуса (выро¬ 
ждение конусов в двугранные углы или плоскости не исклю¬ 
чается), Р и Q — их вершины, со —шар, содержащийся внутри 
каждого из конусов. Пусть в вершине Р конуса ос есть два на¬ 
правления t' и /", делящие угол в точке Р на конусе а пополам, 
образующие между собой в пространстве угол больше я — е, 
а с соответствующими по изометрии направлениями на конусе ß 
в вершине Q — углы меньше е. 

Лемма 1. Если кривизна конусов ос, ß достаточно мала, их 
вершины близки, е и |я — у| малы, то результат смешивания у 
конусов а и ß есть выпуклый конус, содержащий внутри себя 
шар ю. 

Доказательство. Если а и ß — плоскости, то результат 
их смешивания также плоскость. Действительно, если е\ и е 2 — 
два единичных, непараллельных вектора в плоскости ос, то эта 
плоскость задается вектор-функцией r a =eiu+e 2 v, — оо <и, о< 
<оо. Если е\ и е' 2 — единичные векторы соответствующих напра¬ 
влений в плоскости ß, то она задается вектор-функцией = 
= е\и + е 2 ѵ . Результат смешивания у плоскостей а и ß задается 
вектор-функцией г у = А, ( е х и + е 2 ѵ) + (1 — Я.) (е\и + е'о) и, следова¬ 
тельно, представляет собой плоскость. Для случая плоскостей 
при е=0 и Я,= 1/2 утверждение леммы очевидно, так как пло¬ 
скость у является бисекторной для плоскостей ос, ß. Отсюда сле¬ 
дует, что для плоскостей ос и ß при достаточно малых е и |‘Я — -і- 1 
лемма остается справедливой. , 

В случае, если а является плоскостью, а ß двугранным 
углом, результат смешивания у, очевидно, представляет собой 
двугранный угол. Его грани получаются смешиванием граней 
угла ß и соответствующих им по изометрии полуплоскостей 
плоскости а. Утверждение леммы очевидно при е=0 и Я=1/2< 

Следовательно, оно верно и при достаточно малых е и | Ä, — і|. 

Пусть теперь конусы а и ß не вырождаются ни в двугран¬ 
ные углы, ни в плоскости. Допустим, утверждение леммы не¬ 
верно. Тогда существуют бесконечные последовательности 



Гл. III. Однозначная определенность выпуклых поверхностей 


конусов а„ и ß n с вершинами Р„ и Q„, чисел и е„-»-0, 

для которых утверждение неверно. Не ограничивая общности, 
можно считать, что конусы а п и ß„ сходятся к двугранным 
углам осо и ß 0 (они могут вырождаться в плоскости), а их вер¬ 
шины — к точке 5. Изометрическое отображение конуса а„ на ß„ 
переходит в изометрическое отображение углов ао и ß 0 , у которых 
ребра соответствуют по изометрии и соответствующие по изо¬ 
метрии точки ребер совпадают. 

Конус уп при достаточно большом п выпуклый. Чтобы в этом 
убедиться, достаточно показать, что он локально выпуклый в 
том смысле, что через каждую его образующую t n можно про¬ 
вести плоскость так, что все образующие, близкие к данной, 
будут в одном из полупространств, определяемых этой плоско¬ 
стью, именно в том, где расположен шар со. Допустим, на ка¬ 
ждом конусе уп найдется образующая t n , в которой нарушается 
локальная выпуклость. Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что соответствующие образующие t' n на а„ сходятся к 
to на ао. Пусть А п — точки на t n на единичном расстоянии от 
вершины конуса а„, ^ — касательный двугранный угол в этой 
точке и k n — касательный двугранный угол в точке А п , соответ¬ 
ствующей точке А п на конусе ß n . При смешивании углов k' n и 
k"„ при достаточно большом п получается двугранный угол k n , 
внутри которого находится шар со. Через ребро этого двугран¬ 
ного угла можно провести опорную плоскость так, что внутрен¬ 
няя нормаль к ней п, будучи отложена из точек А' п и А’ п , напра¬ 
влена внутрь конусов а п и ß n . Соединим точку Вп, близкую 
к точке Ап, кратчайшей у' на а„. Пусть ri(s) — радиус-вектор 
точки кривой у', соответствующей дуге s (начало отсчета дуг — 
точка An), r 2 (s) — радиус-вектор соответствующей по изометрии 
точки на ß„. При s=0 имеем -^-(^ 1 +(1 — Я,„)г 2 )л>0. Приме¬ 
няя теорему Либермана о выпуклости геодезической к кратчай¬ 
шей у' на ап и соответствующей кратчайшей у" на ß„, заклю¬ 
чаем, что -^-(^„^ + (1 — Я,„)> 2 )л^0 для всех s вдоль у'. 

Интегрируя это неравенство, заключаем, что все точки ко¬ 
нуса у п , близкие к образу точки А п , расположены с одной сто¬ 
роны опорной плоскости с внутренней нормалью іг. Мы пришли 
к противоречию, и тем самым локальная выпуклость конуса Yn 
доказана. Заметим, что конус y вырождается в двугранный угол 
только в том случае, если каждый из конусов а и ß — двугран¬ 
ный угол и их ребра соответствуют по изометрии. Лемма 1 до¬ 
казана. 
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Лемма 2. При достаточно малых е и jx, — | отображение 

конуса а на у, при котором точке ^еа сопоставляется точка 
Х^у, делящая в отношении X: (1 — X) расстояние между точ¬ 
кой X и соответствующей по изометрии точкой- конуса ß, есть 
гомеоморфизм. 

Доказательство. Допустим, утверждение леммы невер¬ 
но. Тогда существует бесконечная последовательность конусов 
а п и ß„, пар точек А п , А'„ и В„, В' п на этих конусах, чисел 
Х п -* 1 /2 и е —* 0 таких, что точки С п и С' п , соответствующие 
А п и Ап на конусах у п , совпадают. Не ограничивая общности, 
можно считать сходящимися последовательности конусов а„, ß„ 
и последовательности точек А„, А п \ В п , В п \ С п , С п , причем 
lim Л„=Л 0 ¥=5, где S — вершина предельных конусов ао и ß 0 . 
Такая сходимость всегда может быть обеспечена переходом 
к соответствующей подпоследовательности конусов и их подоб¬ 
ным преобразованием. Если теперь предположить, что1ітЛ^ = 
= А'о¥=А 0 , то Со и Со заведомо различны, что невозможно, 
так как С' п = С„ для всех п. 

Допустим, что Ао s Ао. Подвергнем конусы а„ и ß„ преоб¬ 
разованию подобия с коэффициентом подобия 1 /«„, где s n — 
расстояние между точками А п и А„. Совместим точки А п , В п 
с фиксированной точкой пространства О и перейдем к пределу 
при п -* оо. Не ограничивая общности, можно считать, что по¬ 
верхности сс п и ß n сходятся к цилиндрам ао, ßo (теорема 1 §2). 
Изометрическое соответствие а„ и ß„ индуцирует изометрию 
цилиндров а 0 , ß 0 . Направления образующих этих цилиндров па¬ 
раллельны и соответствуют по изометрии. Так как цилиндры ао 
и ß 0 обращены выпуклостью в одну сторону и одинаково ориен¬ 
тированы, то СоФС ' о , что противоречит предположению (С„ =е 
= Сп). Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть все направления на конусе а в его вер¬ 
шине Р образуют с соответствующими по изометрии направле¬ 
ниями на конусе ß углы, меньшие е, а кривизна в вершине кону¬ 
сов не меньше д 0 >0. 

Тогда при достаточно малых ей |х,— і-| результат смешива¬ 
ния у конусов а и ß есть выпуклый конус, содержащий внутри 
себя шар и, а естественное отображение конуса а на у, которое 
определено в лемме 2, есть гомеоморфизм. 

Доказательство леммы 3 основано на тех же соображениях, 
что и в леммах 1, 2. Именно, гомеоморфизм указанного соот¬ 
ветствия устанавливается так же, как в лемме 2, а локальная 
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выпуклость, как в лемме 1. Мы не будем повторять эти рассуй 
ждения. 

Лемма 4. Пусть F — замкнутая невырожденная выпуклая 
поверхность и F n — последовательность выпуклых поверхно¬ 
стей , изометричных F и сходящихся к F. 

Тогда результат смешивания поверхностей F и F n при 

достаточно большом п и малом |я — -j| есть замкнутая выпук¬ 
лая поверхность. Соответствие точек поверхностей F и F nX , при 
котором точке X поверхности F ставится в соответствие точка 
Х п % поверхности F nK , делящая в отношении Я: (1 —Я) отрезок, 
соединяющий точку X с соответствующей по изометрии точкой 
поверхности F n , есть гомеоморфизм. 

Доказательство. Обозначим Ѵ(Х) — касательный ко¬ 
нус поверхности F в точке X и Ѵ п (X) — касательный конус по¬ 
верхности F n в соответствующей по изометрии точке. Изометри¬ 
ческое соответствие поверхностей F и F n естественным образом 
порождает изометрическое соответствие конусов V и Ѵ п . 

Пусть Q — точка, расположенная внутри поверхности F. По¬ 
кажем, что при п достаточно большом и Я, близком к 1/2, при 
смешивании конусов Ѵ(Х) и Ѵ П (Х) для всех X получается 
выпуклый конус VnxW ( в частности, двугранный угол или 
плоскость), причем точка Q находится внутри этого конуса. 

Допустим, утверждение неверно. Тогда существует на F бес¬ 
конечная последовательность точек Х п и последовательность 

чисел Я„->-і- при пгтюо такая, что для каждого Ѵпк п (Х п ) не 
имеет места хотя бы одно из указанных выше свойств. 

Не ограничивая общности, можно считать, что последова¬ 
тельность точек X" сходится к некоторой точке Х° на F, конусы 
Ѵ(Х") и Ѵ„(Х") сходятся к конусам V и Ѵ 0 с вершиной Х°, 
содержащим касательный конус F в этой точке. Изометрическое 
соответствие конусов Ѵ(Х п ) и Ѵ п (Х п ) переходит в изометри¬ 
ческое соответствие предельных конусов V и Ѵ 0 . 

Какова бы ни была последовательность точек Х п , из нее все¬ 
гда можно выделить подпоследовательность, удовлетворяющую 
одному из следующих условий: 

1. Подпоследовательность X" содержит только конические 
точки с кривизной, не меньшей '&о>0. 

2. Кривизна в каждой точке подпоследовательности Х п 
меньше Оо. 

Применяя теорему 3 § 2, а затем лемму 3 или соответственно 
леммы 1, 2 настоящего параграфа, приходим к противоречию 
в обоих случаях выделенной подпоследовательности Х п . 

Покажем теперь, что множество F n \ при достаточно боль¬ 
шом п и малом IЯ — 1 /21 локально выпукло в том смысле, что 
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через каждую точку Х п}і множества F n % можно провести пло¬ 
скость так, что все точки У п х, которым на F соответствуют 
точки У, близкие X, расположены по одну сторону этой пло¬ 
скости, там, где расположена точка Q. Предположим, это не¬ 
верно. Не ограничивая общности, можно считать, что наруше¬ 
ние локальной выпуклости происходит в точке, соответствую¬ 
щей Х п . 

В точке ^поверхности F nX не может быть нарушения ло¬ 
кальной выпуклости, если конус Е„х(^ п ) не вырождается в пло¬ 
скость или двугранный угол. Отсюда следует, что для подпо¬ 
следовательности Х п может иметь место только вторая из 
указанных выше возможностей. Можно считать, что если для 
достаточно больших п точки Х п и соответствующая ей по изо¬ 
метрии точка на F n — обе ребристые, то направления ребер 
у них соответствуют по изометрии. В этом случае V и Ѵ 0 — дву¬ 
гранные углы или плоскости. Из теоремы 2 § 2 следует, что они 
имеют общую прямую, на которой совпадают соответствующие 
по изометрии точки углов V и W Каждый из этих углов со¬ 
держит касательный конус поверхности F в точке Х°. 

Пусть Ух — результат смешивания У и У 0 . В общем случае 
Ух представляет собой двугранный угол. Проведем через ребро 
этого угла плоскость ах так, чтобы внутренняя нормаль к ней 
проходила внутри У и У 0 . Легко видеть, что такая плоскость 
действительно существует, если |а, — у|<х, где %>0 зависит 
только от наименьшего двугранного угла, внутрь которого мож¬ 
но поместить касательный конус поверхности F в точке Х°. От¬ 
сюда следует, что при л, достаточно большом, и К близком к 1/2, 
через ребро угла У"х можно провести плоскость а п % так, что 
полупрямые, одинаково направленные с внутренней нормалью 
к ней, с начальными точками на ребрах углов Ѵ(Х п ) и У„(Л>), 
пройдут внутри этих углов. 

Соединим точку У, близкую к точке Х п , кратчайшей 
у на F. 

Пусть /•(«)—радиус-вектор точки кривой у, а r„(s) — радиус- 
вектор точки, соответствующей на поверхности F n . Если обозна¬ 
чить п единичный вектор внутренней нормали к плоскости а„х. 
то в начальной точке кривой у (т. е. точке Х п ) будет -Jj(A,r + 

+ (1 — Ä,) г п ) п >0. Применяя теорему Либермана о выпуклости 
геодезической к кратчайшей у и соответствующей кратчайшей 
на F n , заключаем, что ~ (Я-г + (1 — Ä,)r„) п ^0 для всех точек 
кривой у. Отсюда следует, что для всех точек У, близких к Х п , 
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Но это значит, что в точке имеет место локальная выпук¬ 
лость. Мы пришли к противоречию. 

Итак, при п, достаточно большом, и Я,, близком к 1/2, поверх¬ 
ность F „ ь локально выпукла, конус Ѵ„*.(Х) выпуклый и содер¬ 
жит точку Q. 

Покажем теперь, что отображение поверхности F на F n% , 
при котором точке X поверхности F сопоставляется точка Х П ), 
поверхности F n \, есть гомеоморфизм. 

Допустим противное. Именно, пусть для каждого п суще¬ 
ствует при п —*■оо и пара точек X", Y" на F такие, 

что ЛаУ", Не ограничивая общности, можно считать, что 
последовательности X" и Y" сходятся. Очевидно, предельная 
точка будет одна и та же для каждой последовательности. 
Обозначим ее Х°. Подвергнем поверхности F и F n преобразова¬ 
нию подобия относительно точек Х° и с коэффициентом 
подобия 1 /«„, где «„ — расстояние от точки Х° до наиболее 
удаленной из двух точек X" и Y". Полученные поверхности 
обозначим F" и F„. Не ограничивая общности, можно считать, 
что поверхности F" и Fh сходятся при л->оо к F 0 и Fo. Изо¬ 
метрическое соответствие F" и F" переходит в изометрическое 
соответствие F 0 и Fo. При этом, если Х° — коническая точка, 
то Fo — конус, совпадающий с F 0 так, что соответствующие 
направления F 0 и Fo в точке Z 0 совпадают. Если Х° — ребристая 
точка, то F 0 — двугранный угол, Fo в общем случае цилиндр, 
имеющий ребро угла F 0 одной из образующих и содержащий 
этот угол, причем ребро угла совпадает с соответствующей 
пб изометрии образующей. Если Х° —гладкая точка, то F 0 
и Fo — совпадающие плоскости. Переходя к рассмотрению по¬ 
верхностей F" и Fn при п-> оо, без особого труда заключаем, 
что точки Х\ п и Y\ n при достаточно больших п не могут совпа¬ 
дать, и, таким образом, приходим к противоречию. 

Итак, отображение F на F nJl , при котором точке X£F сопо¬ 
ставляется точка Х п \€ F nX , есть гомеоморфизм. 

Покажем, наконец, что F nX представляет собой замкнутую 
выпуклую поверхность. Для этого рассечем поверхность F„>, 
плоскостью, проходящей через точку Q. Покажем, что получен¬ 
ная в сечении кривая у выпуклая. В самом деле, если бы это 
было неверно, то на кривой у была бы точка Р ив ней локаль¬ 
но опорная прямая кривой у, которая отделяла бы точку Q от 
точек кривой у, близких к Р. Но это находится в противоречии 
с расположением точек поверхности F nX , близких к Р, относи¬ 
тельно локально опорной плоскости в точке Р. 
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Из того, что каждая кривая у выпуклая, следует, что поверх* 
ность F n \ — замкнутая выпуклая поверхность. Лемма доказана 
полностью. 

Пусть F 0 и — две замкнутые изометричные выпуклые по¬ 
верхности, Хо — произвольная точка поверхности F 0 , Хі — соот¬ 
ветствующая по изометрии точка поверхности Fi. Пусть X 
точка, делящая отрезок ХоХі в отношении А(1 —1). Мы пока¬ 
зали, что геометрическое место F х точек Х%, если поверхность 
Fi достаточно близка к F 0 и А близко к 1/2, есть замкнутая вы¬ 
пуклая поверхность, а отображение поверхности F 0 на F x , при 
котором точке Хо поверхности F 0 ставится в соответствие точка 
Хх поверхности Fx, есть гомеоморфизм. Относительно поверх¬ 
ности Fx мы говорим, что она получена смешиванием поверх¬ 
ностей Fo и Fi. 

Покажем, что поверхности Fx и F ^ при достаточной близости 
Fi к Fo, А близком к 1/2, и р=1 —А суть изометричные выпук¬ 
лые поверхности и отображение поверхности Fx на F ц, при ко¬ 
тором точке Хх е Fx сопоставляется точка е F B , изометри¬ 
ческое. 

Действительно, пусть Хх, Yx — две произвольные точки по« 
верхности Fx и ух — соединяющая их кратчайшая. Пусть Хц, 
Уд, Уд — соответствующие точки и кривая на поверхности F B ; 
пусть, наконец, Х 0 , У 0 , у 0 и Х и Уі, у 4 — соответствующие точки й 
кривые на поверхностях F 0 и Fi. 

Направления отрезков, соединяющих соответствующие по 
изометрии точки поверхностей F 0 и F it при достаточной близости 
поверхности Fj к F 0 образуют углы меньшие я—б, где б>0. 
Отсюда очевидным образом следует, что спрямляемость кри¬ 
вой ух влечет за собой спрямляемость кривых уо, уі, а следова¬ 
тельно, и уд. Обозначим r 0 (s), гДа), r*(s) и r B (s) —радиус-век¬ 
торы соответствующих точек кривых у 0 , уі, у х и ^ (а — дуга 
кривой уо). Вектор-функции г 0 (а) и гДа) почти для всех а 
имеют ограниченные производные, поэтому таким же свойством 
обладают и Гх(а) =Аг 0 (а)+ргДа), r B (a) =рг 0 (а) +АгДа). Отсюда 
следует, что длины кривых ух и у в равны соответственно 

J Vtf№7 d *> J VKW ds - 

Но непосредственной проверкой убеждаемся, что почти для 
всех а подынтегральные функции у этих интегралов совпадают, 
откуда следует, что интегралы равны. Так как у в кратчайшая, 
то это значит, что расстояние между точками Хх и на F x не 
меньше расстояния между точками X и У в на F B . Аналогично 
показывается, что и, наоборот, расстояние между точками и 
Ун на F B не меньше расстояния между Хх и Ух на F x . Откуда 
следует, что эти расстояния равны, т. е. поверхности Fx и F B 
изометричны. Утверждение доказано. 
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Повернем поверхность F ^ на малый угол б около произ¬ 
вольной прямой и обозначим Fp поверхность F^ в этом положе¬ 
нии. Построим теперь смешанные поверхности Ff x «= \ t F K + 
и F% ßi = + Я,^® (м -j = 1 — Я -j). При достаточной близости по¬ 

верхности Р г к F 0 , А, и A.J, близких к|, и малом б поверхности 
Fxx, и Fxp, суть изометричные выпуклые поверхности, и отображе¬ 
ние поверхности Fxx, на Ftp,, при котором точке Ххх, поверх¬ 
ности Fu, сопоставляется точка Ххр, поверхности Ftp,, является 
изометрическим. 

Доказательство этого утверждения совершенно аналогично 
доказательству леммы 4. Мы не будем приводить его во всех 
деталях, укажем только основные этапы. 

1. Пусть Ѵх — касательный конус выпуклой поверхности f*. 
в произвольной точке Хх, и Vj - касательный конус в соответ¬ 
ствующей по изометрии точке Хр поверхности F*, Q — точка, 
расположенная внутри поверхности F ( ■/,>. Тогда при достаточной 
близости F t к F 0 , Я,, Яі, близких к j , и малом б смешанные ко¬ 
нусы ѴІх, и ѴІц, для всех Х х выпуклые, и точка Q находится 
внутри этих конусов. 

2. Каждое из множеств Fix, и Ftp , при достаточной близо¬ 
сти поверхности Fi к F 0 , Я,, р, близких к 1/2 и малом б локально 
выпукло. 

3. При достаточной близости Fi к F 0 , Я, и Лі, близких к 1/2, 
и малом б отображение, при котором точке Х 0 е F 0 сопоста¬ 
вляется точка Au, е Fxx„ есть гомеоморфизм. 

4. В тех же предположениях относительно Я,, Я*, ■б и близо¬ 
сти Ft к F 0 множества точек Fxx, и Ftp , представляют собой 
замкнутые изометричные выпуклые поверхности; отображение 
первой на вторую, при котором точке ХІх, поверхности Fxx, со¬ 
поставляется точка поверхности Fxp„ изометрическое. 


§ 4. Об изометричных выпуклых поверхностях 
в каноническом расположении 

Пусть F — выпуклая поверхность. Мы скажем, что поверх¬ 
ность F находится в каноническом расположении относительно 
плоскости ху, если она однозначно проектируется на эту пло¬ 
скость, обращена выпуклостью к ней и опорные плоскости по¬ 
верхности образуют с плоскостью ху углы меньшие б 0 < 
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Относительно двух изометричных поверхностей F 0 и Fi мы 
будем говорить, что они находятся в каноническом расположе¬ 
нии, если для них выполняются следующие условия: 

1) обе поверхности одинаково ориентированы, и каждая из 
них находится в каноническом расположении относительно пло¬ 
скости ху, 

2) каждый отрезок, соединяющий две произвольные точки 
одной поверхности, образует с отрезком, соединяющим соответ¬ 
ствующие по изометрии точки второй поверхности, угол мень¬ 
ший фо<я. В частности, соответствующие по изометрии напра¬ 
вления на поверхностях F 0 и Fi образуют углы меньшие фо; 

3) при всех Я, достаточно близких к 1/2, смешанная поверх¬ 
ность —Я)^ выпуклая, и она находится в канони¬ 

ческом расположении относительно плоскости ху, а отображение 
поверхности F 0 на поверхность F \, при котором точке Х 0 е F со¬ 
поставляется точка Х».=ЯХо+(1—Я).^ (Хі^точка поверхно¬ 
сти F if соответствующая по изометрии Х 0 ), есть гомеоморфизм. 

Кривые Ѵо и Ѵі на изометричных поверхностях F 0 и F і, нахо¬ 
дящихся в каноническом расположении, мы будем называть 
равноотстоящими (от плоскости ху), если они соответствуют по 
изометрии поверхностей f 0 и F ( и соответствующие точки этих 
кривых находятся на одинаковом расстоянии от плоскости ху. 

Равноотстоящие кривые у 0 и у, на выпуклых поверхностях F« 
к Fi в каноническом расположении назовем нормальными, если 
для них выполняются следующие условия: 

1) кривые Уо и у, ограниченной вариации поворота й не со¬ 
держат конических точек поверхностей F 0 и Л соответственно; 

2) если точка X кривой у* (і— 0, 1) является ребристой точ¬ 
кой поверхности F it то направление ни одной из полукасатель- 
ных кривой у t в точке X не совпадает с направлением ребра ка¬ 
сательного двугранного угла в этой точке; 

3) если Хо — произвольная точка кривой у 0 , t 0 — полукаса¬ 
тельная кривой у 0 в этой точке, Хі и ti — соответствующие точка 
и полукасательная кривой Vj, то угол, образуемый плоскостью-*# 
и опорной плоскостью поверхности F 0 в точке Х 0 , проходящей 
через полупрямую t 0 , больше угла, образуемого плоскостью ху 
и опорной плоскостью поверхности Fi в точке Хі, проходящей 
через полупрямую t t . 

Рассмотрим некоторые свойства изометричных выпуклых по¬ 
верхностей, находящихся в каноническом расположении. 

Пусть Fo в Fi — изометричные выпуклые поверхности, нахо¬ 
дящиеся в каноническом расположении, у 0 и у,— равноотстоя¬ 
щие нормальные кривые на этих поверхностях; у 0 и у,— их 
проекции на плоскость ху. Тогда вариация поворота кривой у*.— 
проекции кривой ух=Яу 0 +(1— Я)у і на плоскость ху — равно¬ 
мерно (по Я) ограничена для всех Я, достаточно близких к 1/2. 
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Действительно, ух—^Уо+О— A)yi- Пусть т 0 ($)—единичный 
вектор правой полукасательной кривой уо в точке, соответствую¬ 
щей дуге s, Xi(s) — единичный вектор правой полукасательной 
в соответствующей точке кривой уі- Тогда вариация поворота 
кривой уо (соответственно уі) есть не_что иное, как вариация 
вектор-функции to(s) (соответственно ti(s)), а вариация пово¬ 
рота кривой ух, равна вариации вектор-функции 

т (s)*= **o(s) + (l-*)Ti(s) 

* |Ят 0 (5) + (1-А)т,( 5 )| 

и, следовательно, равномерно (по А) ограничена, поскольку to(s) 
и Ti(s) ограниченной вариации, a |At 0 (s) + (l — A)ti(s)| ни при 
каком А и s не обращается в нуль. 

Проведем через кривую ух. поверхности Fy, цилиндр Z x с об¬ 
разующими, параллельными оси г. Тогда при А, близком к 1/2, 
вариации поворота кривой Yx. в пространстве, на поверхности Fy, 
и цилиндре Zy. равномерно ( по А) ограничены. 

Это следует из равномерной ограниченности по А вариации 
поворота кривой ух. и результатов § 1. 

Пусть Fq и F\ — изометричные выпуклые поверхности, нахо¬ 
дящиеся в каноническом расположении. Тогда при А, близком 
к 1/2, изометричные выпуклые поверхности F k и F (1 _ w также на¬ 
ходятся в каноническом расположении. 

Доказательство этого утверждения сводится к проверке ус¬ 
ловий, которым удовлетворяют поверхности в каноническом рас¬ 
положении, и оно довольно просто. Заметим только, что поверх¬ 
ности Аі/ч+(1 — Ai)F ( i_b) содержатся среди поверхностей F x . 

В дальнейшем условимся считать А близким 1/2 и обозна¬ 
чим ц=1 — А. 

'. Пусть F 0 и F 4 — изометричные выпуклые поверхности в ка¬ 
ноническом расположении, yo и уі — равноотстоящие нормаль¬ 
ные кривые на них. Тогда кривые ух. и А 4 на поверхностях Fy. 
и FV равноотстоящие и нормальные. 

Для .доказательства этого утверждения надо проверить вы¬ 
полнение условий 1) — 3), которым должны удовлетворять нор¬ 
мальные равноотстоящие кривые на изометричных выпуклых 
поверхностях в каноническом расположении. Проверка этих ус¬ 
ловий не составляет труда. 

Пусть ро — поворот кривой уо на отрезке Д 0 , рі и р х —пово¬ 
роты кривых уі и yx, на соответствующих отрезках Ді и Д х . Тогда, 
dp. 1 I öp. I I V ■&" I 

если ро¥=Рі, то =0 и при А = у | ~д\ | = 2 | *8Т “ Т |> 
где О' и ■&" — углы, на которые надо повернуть полукасательные 
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на концах кривой Д 0 для совмещения их с соответствующими 
полукасательными на концах отрезка А*. і: 

Доказательство этого утверждения достаточно просто и-мы 
его опускаем. 

Пусть F — выпуклая поверхность в каноническом располо¬ 
жении относительно плоскости ху, у — кривая ограниченной ва¬ 
риации на поверхности F. Разбиение кривой у на конечное число 
отрезков Аі и öj мы будем называть г-подразделением, если 
выполняются следующие условия: 

1) концы каждого отрезка А суть гладкие точки поверхно¬ 
сти F; 

2) опорные плоскости поверхности F в любых двух точках 
каждого отрезка Д образуют друг с другом угол, не превосхо¬ 
дящий е; 

3) правые (левые) полукасательные кривой у в любых двух 
точках каждого отрезка Д образуют друг с другом угол не 
больше е; 

4) сумма вариаций поворота кривой у на всех отрезках б 
на поверхности F, на цилиндре Z, проектирующем кривую у, 
так же как и сумма вариаций поворота отрезков б кривой у, в 
которые проектируются отрезки б кривой у, не превосходит е. 

Для любого е>0 существует е-подразделение кривой у на 
отрезки Дыб. 

Действительно, каждая точка X кривой у имеет на кривой 
окрестность со(Х) такую, что для отрезков, на которые она раз¬ 
бивается точкой X, выполняются условия 2) и 3). По известной 
теореме из совокупности отрезков <а(Х) можно выделить конеч¬ 
ное покрытие (о(Лі), (о(* 2 ), • • •, со(-Хп). Точки X h и концы от¬ 
резков co(.Xft) разбивают кривую у на конечное число открытых 
отрезков, для которых условия 2) и 3) выполняются. Возьмем 
теперь у каждой точки этого деления кривой у на отрезки 
справа и слева по малому отрезку б, настолько малому, чтобы 
сумма вариаций поворотов всех таких отрезков в смысле усло¬ 
вия 4 была меньше е и чтобы вторые концы этих отрезков были 
гладкими точками поверхности F. При этом мы получим раз¬ 
биение кривой у на отрезки б, удовлетворяющие условию 4), и 
на остальные отрезки (будем их обозначать Д), для которых 
выполняются условия 1), 2) и 3). 

Пусть Fi и F 2 — изометричные выпуклые поверхности в кано¬ 
ническом расположении, уі и у 2 — равноотстоящие нормальные 
кривые на этих поверхностях. Тогда для любого е>0 суще¬ 
ствуют соответствующие по изометрии е-разбиения кривых уі 
и у 2 . 

Это утверждение доказывается аналогично предыдущему. 

Пусть F — выпуклая поверхность в каноническом располо¬ 
жении относительно плоскости ху, у — кривая ограниченной 
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вариации на ней, не содержащая конических точек поверхности, 
причем, если точка X кривой является ребристой точкой поверх¬ 
ности, то направление ребра касательного двугранного угла в 
точке X не совпадает ни с одной из полукасательных кривой у 
в точке X. Пусть, далее, имеется какое-нибудь е-подразделение 
кривой у на отрезки А и б. Зададим направление на кривой и 
сообщим, таким образом, точный смысл выражению «справа от 
кривой». 

С помощью одной теоремы В. А. Залгаллера [36], цитирован¬ 
ной нами в § 1, нетрудно показать, что существует простая гео¬ 
дезическая ломаная у на поверхности F, расположенная справа 
от кривой у, удовлетворяющая следующим условиям: 

1. Ломаная у составлена из кусков А и б подобно тому, как 
кривая у из отрезков А и б. 

2. Опорные плоскости поверхности F в точках соответствую¬ 
щих отрезков А и А образуют углы меньше 2е. 

3. Полукасательные _(правые или левые) в точках соответ¬ 
ствующих отрезков А и А образуют углы меньше 2е. 

4. Правые повороты любых двух соответствующих отрезков А 
и А, а также отрезков б и б кривых у и у отличаются не более 
чем на е' (г' — сколь угодно малое положительное число). 

5. Вариация правого поворота ломаной у превосходит не 
более чем на е' вариацию правого поворота кривой у. 

6. Вершины ломаной у суть гладкие точки поверхности F, 
каждое звено является единственной кратчайшей на поверхно¬ 
сти, соединяющей его концы. 

Построим теперь достаточно близкую к F регулярную вы¬ 
пуклую поверхность F с положительной гауссовой кривизной. 
Спроектируем вершины ломаной у на эту поверхность и соеди¬ 
ним полученные при этом точки на поверхности F в том же_по- 
рядке, как соединены соответствующие вершины ломаной у ее 
звеньями. Полученную при этом ломаную^ обозначим у', а ее 
отрезки, соответствующие отрезкам А и б, обозначим А' и б' 
соответственно. 

Если поверхность F достаточно близка к поверхности F, для 
ломаной у' на поверхности F можно считать выполненными сле¬ 
дующие условия: 

1. Опорные плоскости поверхности F в точках каждого от¬ 
резка А' образуют с опорными плоскостями поверхности F в 
точках соответствующего отрезка А углы меньше Зе. 

2. Полукасательные (правые и левые) в точках соответ¬ 
ствующих отрезков А и А' ломаных у и у' образуют углы 
меньше Зе. 
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3. Правые повороты любых двух соответствующих отрезков 
Д и А 7 , а также отрезков б и б 7 , отличаются не больше чем на 2е 7 . 

4. Вариация правого поворота ломаной у 7 не более чем на 
2е 7 превосходит вариацию правого поворота кривой у. 

Все эти свойства легко доказываются от противного путем 
использования следующих фактов. 

Пусть F — выпуклая поверхность и X — точка на ней, 
F n — последовательность выпуклых поверхностей, сходящаяся 
к F, Х п — точка на поверхности F n и а п — опорная плоскость 
поверхности F n в точке Х п . Тогда, если Х п -+Х при л—►оо и 
последовательность плоскостей а п сходится к плоскости а, то а 
является опорной плоскостью F в точке X. 

Пусть на каждой поверхности F n заданы две точки Х п и У„, 
и у, — соединяющая их кратчайшая. Тогда, если Х п и У„ при 
п —* оо сходятся к точкам X и У на F, которые можно соеди¬ 
нить только одной кратчайшей у, то у„ сходится к у. 

Если точка X на поверхности F гладкая, то полукасательные 
к кратчайшим у п в точках Х п сходятся к полукасательной к у 
в точке X. 

Если диаметр сферического изображения кратчайшей мень¬ 
ше т], то углы, образуемые правыми полукасательными в любых 
двух точках этой кратчайшей, меньше Зе. 

Сгладим ломаную у 7 в вершинах каждого отрезка Д 7 , но 
так, чтобы при этом правые повороты этих отрезков, а также 
вариация всей кривой у 7 изменилась бы не более чем на е 7 . По¬ 
лученную при этом кривую и отрезки, на которые она разби¬ 
вается, обозначим соответственно у, Д и б- 

Спроектируем кривые у и у на плоскость ху и обозначим \ ху . 
Уз С у соответствующие проекции, Z и Z — проектирующие ци¬ 
линдры, Д ху и б ху, д хѵ и Ь ху — отрезки кривых у ху и Уз су, соот¬ 
ветствующие отрезкам Ди 6, Д и б кривых у и у. 

Выведем теперь некоторые соотношения для поворота регу¬ 
лярной кривой А на регулярной поверхности F. 

Для кривой у на F мы задались некоторым направлением 
обхода. Этому обходу соответствует некоторый обход кривой у 
и соответственно определяется понятие лежать «справа» или 
«слева» от кривой у. Проведем в произвольной точке X кри¬ 
вой Д касательную плоскость к поверхности F и цилиндру Z, 
обозначим их о и и, соответственно. Касательная к кривой Д 
в точке X разбивает каждую из этих плоскостей на две полу¬ 
плоскости а 7 , а' и а 7 , о". Пусть для определенности а 7 — та из 
полуплоскостей плоскости а, которая прилегает к поверхно¬ 
сти F в точке X, расположенной справа от Д, а а' г — та из 
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полуплоскостей плоскости o z , которая прилегает к части ци¬ 
линдра 2, расположенной над кривой Д. 

Пусть р — правый поворот кривой А на поверхности F, 
рі — поворот кривой А на полуцилиндре 2і, х и хі — геодезиче¬ 
ские кривизны кривой А на поверхности F и цилиндре 2. Пусть, 
далее, ß — угол, образуемый полуплоскостями o' и о', а — 
угол, образуемый главной нормалью п кривой А с полупло¬ 
скостью a' z (который считается положительным, если нормаль п 
направлена в то из полупространств, определяемых плоско¬ 
стью^, где расположена полуплоскость а'). Обозначим, нако¬ 
нец, р — правый поворот кривой А (проекции А на плоскость ху), 
у ху — проекцию кривой у на плоскость ху, х— кривизну этой 
проекции и ф — угол, образуемый касательной кривой у с пло¬ 
скостью ху. 

Обычная кривизна k кривой А связана с ее геодезическими 
кривизнами на поверхности F и цилиндре 2, а также с кривиз¬ 
ной х проекции А этой кривой на плоскость ху известными соот¬ 
ношениями: 

k cos (а + ß) = — х, 
k cos а = Xj, 
k sin а = x sin 2 ф. 


Из этих соотношений легко получаем 

~ _ X, COS jT+ х 



х = — 

in ß sin 2 Ф 

Следовательно, 

~_Г 

X, COS ß + X 


р -J 

sin ß sin 2 $ 

Покажем, что 

S 


_ 

X, + X cos ß 


dß 

sin 2 Ф sin 2 ß 

Действительно, 




. Xj + х cos ß = k (cos а — cos ß cos (а + ß)) = -|-sin ß sin (а + ß). 


Так как £>0, 0_<|3<я, 0<a + ß<n, то x 1 +xcosß>0. Следова* 
тельно, 


Xi + XCOsß 
sin 2 <p sin 2 ß 


< 0 .^ 
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Подобно тому как для кривой Д на поверхности F, введем 
аналогичные величины для кривой Д на поверхности F, именно: 
р — поворот кривой Д на поверхности F\ 
р\ — поворот кривой Д на цилиндре Z, проектирующем кри- 
вую у на плоскость ху\ _ 

р — поворот кривой Д — проекции кривой Д на плоскость ху, 
ß и <р — углы, образованные плоскостью ху соответственно 
с касательной плоскостью поверхности F и с касательной к кри¬ 
вой у в какой-нибудь точке отрезка А, которая является глад¬ 
кой точкой поверхности F. 

Покажем, что сумма 


2 (- 

(А) 


р, + р COS ß \ 

sin 2 ф sin 2 ß / 


COS ф, 


где суммирование распространяется на все отрезки Д для е-раз- 
биения кривой у, меньше любого положительного числа, если * 
достаточно мало. 

Действительно, если в достаточно мало, то сумму 


можно считать сколь угодно малой, так как сколь угодно малы 
I Pi ~ Р\ I и I р — р I- Далее, величину 


_ у / Г и, + х I 

J sin 2 ф si 


I ѵ Г ^і+^ с< 

Zj J sin 2 Ф sii 


также можно считать сколь угодно малой, так как | ф — <р| ,• 
|ß — р I малы вместе се, а для J Ixjds и ^ J |x|ds можно 

(А) А (А) К 

дать оценки сверху, не зависящие от е. 

Вспоминая, что — и ‘ cos ~ < 0, заключаем, что сумма 


меньше любого положительного числа, если е достаточно мало. 

Пусть w, w' — повороты кривой у на отрезках Д и Ö соот¬ 
ветственно, a w" — поворот в точке Р этой кривой, являющейся 
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общим концом двух отрезков подразделения кривой у- Тогда 
полный поворот кривой у будет 

р = 2 w + S w' + 2 
(Д) (в) (Р) 


Покажем, что если достаточно мало е, го величина р сколь 
угодно мало отличается от суммы 

IS_ß + 0 


S P 1 < 

sin 


I sin р sin» Ф ^Ф +S»" 

:та 

slnfs , n .5- s ^ ; + ?"' + S»"- 

(Д) д (*) (Р) 


Действительно, р при достаточно малом е' сколь угодно 
мало отличается от суммы 


№ 


Далее по соображениям, которые указаны в предыдущем рас¬ 
суждении, величина 

t| COS ft + К ~ ^ Pi COS P + p f 


№f 


I (2) 


(Д) 


мала, если достаточно мало в. Что касается суммы 2 и»', то она 

(6) 

тоже мала вместе с е. Итак, р сколь угодно мало отличается 
от суммы 


V Ді 

^ Si] 


>sß + P 


sin ß sin 2 qp 


s Ф + 2 w". 


Пусть Fo и Fi — изометричные выпуклые поверхности в ка¬ 
ноническом расположении относительно плоскости ху, у 0 и 
Yi — равноотстоящие нормальные кривые на этих поверхностях. 
Построим изометричные поверхности F*. и F № (2 близко к 1/2, 
ц=-1 —А,) и кривые ух, и у^ на них. Как было показано выше, 
выпуклые поверхности Fx и F й находятся в каноническом рас¬ 
положении, а кривые у*, и у,л являются равноотстоящими нор¬ 
мальными кривыми. 

Подвергнем обе кривые у*, и у^ таким е-подразделениям Д ъ 
Ь\ и Дц, б 4 , чтобы отрезки Дх и Дц, бх и бц соответствовали по 
изометрии. Введем теперь для поверхности F x , подобно тому как 
»то сделано для поверхности F, следующие обозначения: 

Рх — поворот кривой Дх, на поверхности /V, 

ріх — поворот кривой Дх, на цилиндре Z x , проектирующем 
кривую ух на плоскость ху\ 

ßx и фх — углы, образуемые плоскостью ху соответственно 
е касательной плоскостью поверхности Fx и с касательной к 
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кривой Ах в какой-нибудь точке кривой Ах, которая является 
гладкой точкой поверхности Д Л ; _ 

w x и w' x — повороты отрезков Д* и б*, кривой ух — проекции 
кривой ух на плоскость ху, соответствующих отрезкам А*, и 6х 
кривой ух, 

w" — поворот кривой ух в точке Рх, являющейся концом двух 
отрезков подразделения кривой ух- 

Аналогичные обозначения введем для поверхности F д и кри¬ 
вой уц на ней. 

Пусть кривые у 0 и уі — замкнутые жордановы кривые. По¬ 
кажем, что все точки этих кривых являются гладкими точками 
поверхностей До и F\ соответственно. 

Допустим, точка Р 0 кривой уо является ребристой точкой по¬ 
верхности Д 0 . Тогда каждая из точек — Р ох на поверхности F x 
и Роц на поверхности Дд — является тоже ребристой. Соответ¬ 
ствующие точки Рох и Роц кривых ух и у,! будут неизбежно угло¬ 
вые. Пусть w’ ox и w” 0jl — повороты в точках Рох и Р 0 д кри¬ 
вых ух и уд соответственно. Тогда w" QX > w” ß (Кц); более того, 
при А, -> у отношение 

Д'ои ~ ш ох 
ц-А. 

стремится к определенному отрицательному пределу w 0 . 

Так как кривые ух и уд замкнутые, то поворот каждой из 
них равен 2л. 

С другой стороны, при достаточно малом е эти повороты 
сколь угодно мало отличаются от 

2 «^«*+ 2 « 

(\) ( р х) 


и 


2 


( Л »> 


ріц COS Рд + Р Д 
Sin Рд Sin 2 фд 


совфд-Ь ^ гв' 
( р и) 


соответственно. 

Поэтому при фиксированных Яиц можно взять настолько 
малое е, что выражение 


*- 2 

( А х-Ѵ 


1 / Рід COS Рд + Рд 

И — А, \ sin Рд sin 2 Фд 


СОЭфд — 


PlX cos Px + Px 
sin Рх Sin 2 Фх 


+ 2 

(ях.Рц) 


ц —А, 


по абсолютной величине будет сколь угодно мало. 
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nfV - sinf£ (,і Х >( Sin*p*. + il )’ 

_ ( cos Pa, 

sin ßn sin ß x Vf * ' v; \ sin 2 ßx 




где І! и l 2 сколь угодно малы, если А близко к 1/2. Так как 
Ріа^Ріц. Ра = Рц» Фа = Ф,і й суммы 2|piJ,2|pJ равномерно 
а а Да 

(по А,) ограничены, то выражение 


S 

( а а- V 


1 / рщ cos ßn + 

ц — А \ sin рц sin 2 Фц 


costp^- 


Р іа cos ßx + рх 
sin ßx, sin 2 Фа 


cos Фа I 


при А., близком к Г/2, отличается сколь угодно мало от суммы 



Ріа + Ра. cosPa \ 
sin 2 Ра sin 2 фа / 


cos Фа, 


которая, как показано выше, при достаточно малом е меньше 
любого положительного числа. 

Что касается суммы 


S ■ 

( р к- р ч) 


ц-А 


то у нее все слагаемые не больше нуля, причем, если достаточно 
мало е, так что точки Рох и Род входят в число точек деления 
кривых уа и Yu на отрезки, а А близко к половине, то по край¬ 
ней мере одно слагаемое, именно то, которое соответствует точ¬ 
кам Роа и Роц, заведомо меньше w 0 l 2. 

Отсюда следует, что при достаточно малом е и А, близком 
К 1/2, выражение R не может быть сколь угодно малым по абсо¬ 
лютной величине. Мы пришли к противоречию. Итак, все точки 
кривых Yo и Yi на поверхностях Р 0 и /у суть гладкие точки, 
а также гладкие и сами кривые уо и уі- 

Покажем теперь, что кривые уо и yi на поверхностях F 0 и P t 
не могут быть замкнутыми. 

Не ограничивая общности, можно считать, что в е-разбие- 
ниях кривых ya и Yu нет отрезков 6 а и бр,. При е— *■() введенное 
выше выражение R стремится к нулю и в пределе может быть 
представлено с помощью интеграла Стилтьеса: 


иУ J 


dp iß cos Pß + dpß 
sin ßn sin 2 ф й 


СОвфц- 


dpa cos ßx + dpx 
sin ßA Sin 2 Фа 


0. 
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Отсюда, как и в предыдущем рассуждении, заключаем, что 
выражение 

_ Г dpg + dpx cos Ра. г 
J sin 2 ßx sin 2 Фх 
(*х) 


-cosqjj, 


сколь угодно мало по абсолютной величине. А так как этот ин¬ 
теграл, взятый по любой части кривой ух. имеет один и тот же 
знак, то он мал для любого отрезка этой кривой, причем сколь 
угодно мал, если К близко к Ѵг- Таким образом, для любых двух 
соответствующих участков m х и m ^ кривых у х и уц при К до¬ 
статочно близком к Ѵг. выражение 

rfpx 

77-COS<p x 


сколь угодно мало. А так как интегралы 


1 f Г dp іцсоз ßn + rfpn _ С dp cos ßx + 

ц - Л { J sin ß» sin 2 фц C0S ^ J sin ßx sin 2 c 
l ("V) ( m x) 


J 


( т ц) 


dpiß cos ß(, + dpß 
Sin ßji Sin 2 фд 


СОЭфц 


и 


I 


( m x) 


dp ix cos ßx + dpi 
sin ßx sin 2 Фх 


СОЭфх 


не что иное, как повороты проекций отрезков т 4 и тх кри¬ 
вых уц и ух соответственно, то, как показано выше, это воз¬ 
можно только в том случае, если кривые ух и уц на соответ¬ 
ствующих участках имеют одинаковые повороты, т. е. если эти 
кривые конгруэнтны. 

Из конгруэнтности кривых уо и уі немедленно следует кон¬ 
груэнтность кривых уо и уі. 

Поворотом поверхности Fi около оси, параллельной оси г, 
совместим кривые уі и у 0 . При этом, поскольку касательные пло¬ 
скости поверхности F 0 вдоль кривой у 0 образуют с плоскостью ху 
углы большие, чем касательные плоскости поверхности F it то 
кривизна той части поверхности F 0 , которая ограничена кри¬ 
вой уо, существенно больше кривизны соответствующей части 
поверхности F t . Но это невозможно, так как эти куски поверх¬ 
ностей соответствуют по изометрии. Итак, кривые уо и уі не мо¬ 
гут быть замкнутыми. 


§ 5. Вспомогательная поверхность Q 
и ее плоские сечения 

Пусть F 0 и Fi — изометричные выпуклые поверхности в ка¬ 
ноническом расположении относительно плоскости ху. Пусть 
г 0 (Я) —радиус-вектор произвольной точки X поверхности F 0 и 
Гі (А) — радиус-вектор соответствующей по изометрии точки по¬ 
верхности Fi. Обозначим F смешанную поверхность, заданную 


12 А. В. Погорелое 
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уравнением 

г = y (г 0 (X) + г г (Х)) = 7(Х). 

Отобразим поверхность Р 4 зеркально в плоскости ху. Пусть 
r\ ( X ) — радиус-вектор точки поверхности Fi — зеркального изо¬ 
бражения поверхности F lt которая соответствует точке X поверх¬ 
ности F 0 . Поверхность, заданную уравнением 

r = 4(r 0 (Z) + rt(X)) = r(X), 

будем называть поверхностью Й. Рассмотрим плоские сечения 
этой поверхности. 

Прямыми, параллельными оси г, поверхность F однозначно 
проектируется на поверхность Й, причем точке г(Х) поверхно¬ 
сти F соответствует точка г(Х) поверхности й. Если точка г(Х) 
на F гладкая или ребристая, то соответствующая ей точка г(Х) 
на й гладкая или ребристая. Действительно, соответствующие 
точки г 0 (Х) и Гі(Х) на F 0 и Fy должны быть либо гладкими, либо 
ребристыми, причем, если они обе ребристые, то направления 
ребер должны соответствовать по изометрии. 

Множество U тех точек поверхности й, которые соответ¬ 
ствуют коническим точкам поверхности F, не более чем счетно. 
Поэтому почти все плоскости, секущие поверхность й, не содер¬ 
жат таких точек. 

Пусть а — плоскость, секущая поверхность й, не содержа¬ 
щая ни одной точки множества U. Мы скажем, что плоскость а 
существенно пересекает поверхность й или что она нигде не ка¬ 
сается этой поверхности, если в каждой гладкой точке поверх¬ 
ности й, лежащей в плоскости а, касательная плоскость не со¬ 
впадает с а, а в ребристых точках плоскость а или разделяет 
двугранный угол, или пересекает ребро. Покажем, что почти все 
плоскости а, пересекающие поверхность й, существенно пере¬ 
секают ее. 

Введем понятие толщины куска поверхности Й следующим 
образом. Пусть ю — кусок поверхности й, Р и Q — две его 
точки, причем точка Р, а также лежащая над ней точка по¬ 
верхности F не являются коническими. Это значит, что точки 
на F 0 и Fy, соответствующие Р, или обе гладкие, или одна глад¬ 
кая, другая ребристая, или, наконец, обе ребристые, причем на¬ 
правления ребер соответствуют по изометрии. Проведем в 
точке Р касательную плоскость а, если Р — гладкая точка. Если 
же точка Р ребристая, то плоскость а проведем через ребро ка* j 
сательного двугранного угла в точке Р так, чтобы грани угла 
этой плоскостью не разделялись. Пусть d a (P, Q) —расстояние 
точки Q от плоскости а. Под толщиной d Q куска со будем пони» 
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мать верхнюю грань значений d a (P, Q) при всевозможных Р, 
Q на, удовлетворяющих указанным условиям. 

Построим разбиение поверхности Q на куски со следующим 
образом. Сначала разобьем плоскость ху на маленькие квад¬ 
раты со стороной б, а затем спроектируем сеть таких квадратов 
на поверхность Q прямыми, параллельными оси г. Аналогично 
спроектируем те же квадраты на поверхность F. Будем обозна¬ 
чать сор кусок поверхности Q, являющейся проекцией квадрата 
с центром Р. Далее будем обозначать со * кусок поверхности F, 
который является проекцией квадрата с центром Р и сторо¬ 
ной £6. 

Покажем, что при достаточно большом, но фиксированном k 
можно указать настолько малое е>0, что при 6<е будет 
da p < hd-k для всех Р (центров квадратов разбиения плоско¬ 
сти ху), причем Я можно считать не зависящим от б. 

Зададимся круговым конусом /С ф с углом раствора я—<р, 
где ф достаточно мало. Такой конус близок к плоскости. 

Пусть т)>1. Тогда для каждого куска сор можно указать та¬ 
кие точки ІиУна нем и плоскость а, что г \d a (X, Y)^tda P . 

Разобьем все куски сор на два класса следующим образом. 
Пусть Хр и Ар —точки f и Q, которые проектируются в центр 
квадрата Р. Проведем в точке Х Р какую-нибудь опорную пло¬ 
скость к F и поместим конус /С ф так, чтобы его ось совпала 
с нормалью к опорной плоскости, вершина была в точке Х Р , 
а сам конус был бы с той же стороны опорной плоскости, что и 
поверхность F. Если при этом никакая точка куска сор не бу¬ 
дет внутри конуса /С ф , то отаесем кусок со Р в первый класс; если 
же хоть одна точка куска сор* попадет внутрь конуса /С ф , то от¬ 
несем кусок сор во второй класс. 

Очевидно, если кусок сор принадлежит второму классу, то 
dgt > сЬ, где с>0 и, можно считать, не зависит от б. И так как 

da p <c ' б {с' можно считать не зависящим от б), то для ку¬ 
сков сор второго класса может быть указана постоянная Я, не 
зависящая от б, такая, что 

da p < hd~k. 

Теперь обратимся к кускам со Р из первого класса. На по¬ 
верхностях Р 0 и Рі куску (Ff соответствуют куски © p k и cof. 
Из принадлежности куска со Р ^первому классу следует, что 
сферическое изображение куска со* мало вместе с ф. Отсюда 
в свою очередь следует, что сферические изображения кусков 
(о'р и со"* тоже малы. 


12* 
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Пусть Хр — произвольная точка куска а'*, которой на по¬ 
верхности F соответствует неконическая точка Хр, Y' p — другая 
точка этого куска. Соединим точки Хр и Ур на Fo кратчайшей Уо- 
Пусть Хр, Ур — соответствующие по из ометр и и точ ки и Ѵі — 
кратчайшая на поверхности F v Векторы ХрУ'р и ХрУр допускают 
следующее представление: 

ХрУр = t 0 s + ѵ 0 , ХрУр = TjS + ѵ ь 

где то и Ti — единичные векторы кратчайших уо и уі в точках 
Хр и Хр, а s -^длина кратчайших уо и уі (см. § 2 гл. II). Про¬ 
ведем в точке Хр опорную плоскость к F, содержащую вектор 
То+Ті. Точка Тр отстоит от этой плоскости на величину порядка 
|ѵо| + 1ѵі|. Если взять любую другую опорную плоскость в 
точке Хр, то это расстояние может увеличиться на величину по* 
рядка і|>х«, г Д е Ф — угол, дополняющий угол между предельными 
опорными плоскостями поверхности F в точке Хр до я, а % — 
угол, образуемый направлением т 0 с ребром поверхности F 0 , 
или, что то же, угол между направлением ті и ребром поверх¬ 
ности Fi в точке Хр (эти углы совпадают, потому что напра¬ 
вления ребер в точках Хр и Хр соответствуют по изометрии). 
Таким образом, 

d(X P , ?р)>?(к| + К1 + ФХ5). 

Обратимся теперь к куску поверхности Й. Расстояние 
точки Ур (соответствующей Y P на F) от грани касательного угла 
в точке Хр (соответствующей Хр) не больше 1ѵ 0 1 + |ѵі|. Если 
взять вместо грани угла любую плоскость, проходящую через 
его ребро и не разделяющую граней, то расстояние точки У Р от 
такой плоскости может быть больше |ѵо| + |ѵі| на величину по¬ 
рядка фх 5 > г Д е Ф— угол, на который надо повернуть одну из 
граней угла, чтобы развернуть его на плоскость, ахи« имеют 
прежние значения. Отсюда следует, что 

d (Хр, УрХ, іа (I v 0 1 + 1 ѵ х I + фх«). 

Так как ор /п-ѵр (m — постоянная, не зависящая от б), то 
M-k > d a k > d(a p для кусков второго класса. Утверждение 

доказано полностью. 

Теперь оценим d-k. Пусть X и У — две произвольные точки 
из ©ft. Проведем через них сечение плоскостью, параллельной 
оси г. Пусть d(X, Y) — расстояние от точки F до опорной пря* 
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мой к у в точке X в направлении оси г и — верхняя грань 
таких величин. Очевидно, d-k^d-k- Поэтому достаточно оце¬ 
нить d-k. 

Определим дискретную толщину d^ s куска со* равенством 
d*-s = sup d ( X , У) при условии, что X и У принадлежат со* и 

проектируются в вершины квадратов квадриляжа плоскости ху. 

Пусть_ I — большое, но фиксированное число. Покажем, что 
d'-ki^Kd^k, где К '— постоянная, не зависящая ни от б, ни 
от Р. 

Проведем из точки Р плоскости ху под равными углами 
2{2t+\) полупрямых. Занумеруем полученные при этом 2(2/+1) 
углов в порядке их следования. _ 

Определим теперь на куске с Ор множество М следующими 
условиями: 

1) множеству М принадлежит одна точка X куска сор, для 
которой существует точка У на этом же куске такая, что 

d(X, Y)>\~d 

2) множеству М принадлежат все те точки на границе куска 
со* г , которые проектируются в вершины квадратов квадриляжа 
плоскости ху, расположенные в четных углах построенного выше 
разбиения плоскости ху. 

Образуем выпуклую оболочку множества точек М. Это бу¬ 
дет выпуклый многогранник. Обозначим Q ту его часть, кото¬ 
рая обращена к плоскости ху. Единственной вершиной много¬ 
гранника Q может быть только точка X. Пусть_У^— точка^ мно¬ 
гогранника Q, лежащая над У. Очевидно, dp(X, У)^^(Х, У'). 
Далее, если А и В — две точки из М, и плоская кривая, их со¬ 
единяющая, проходит внутри куска ©*, то dy(A, B)^(1 q(A, В). 

Многогранник Q можно развернуть на многогранный угол V 
в точке X. При этом, если числа k, I и t подчинены неравенству 
то часть многогранника Q, на которую проектируется 
кусок ю£, остается на месте. При переходе от многогранника Q 
к многогранному углу V будем иметь 

d Q (X, Г) = d v (X, Y'), dl (А', В') > d\ (А", В"), 

где А" и В" — точки угла V, лежащие под точками А' и В'. На 
угле V, очевидно, можно указать пару точек А' и В' из числа 
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допустимых, для которых будет dv(X, Y') < l"d* v (А", В"). Отсюда 
следует, что при k < I можно указать постоянную Я/, не за¬ 
висящую от б и Р, такую, что d-ki^th d-zk. 

р р 

Оценим теперь 2 d -м. Имеем 

Р Р 

24«<_2 d*(X, ?), 

р р (X. У) 

где суммирование распространяется на все пары точек X и F, 
которые проектируются в вершины квадратов плоскости ху, при¬ 
чем расстояние между этими вершинами меньше 2/г/б. Для 
оценки суммы, стоящей справа, заметим, что если точки 
Xi, Хг, ..., Х п лежат в одной вертикальной плоскости (плоско¬ 
сти, параллельной оси г), то 2^*(-Х*, -Ху)< сб, причем можно 
считать, что с не зависит от б. Отсюда следует, что при фиксиро¬ 
ванных k и / сумма ^j_d*(X, Y) ограничена постоянной, не за- 

(X. У) 

висящей от б- Но это значит, что 2 ®і> также ограничена неко- 

р 

торой постоянной, не зависящей от б. 

Оценим теперь меру множества тех плоскостей, для которых 
условия существенного пересечения с поверхностью й не вы¬ 
полняются. Мы будем говорить, что эти плоскости «касаются» 
поверхности. Мера множества этих плоскостей ф(й) не превос¬ 
ходит суммы мер для отдельных кусков, т. е. 2 Ф Если 
куски достаточно малы, то площадь сферического изображения 
каждого из них можно считать меньше е (при этом конические 
точки не учитываются). Но если площадь сферического изобра¬ 
жения куска сор меньше е, то мера множества «касающихся» 
«го плоскостей меньше eda> p . И так как сумма толщин кусков 
4а, р ограничена постоянной, не зависящей от б, то мера множе¬ 
ства плоскостей, «касающихся» поверхности Й, равна нулю. 

Итак, почти все плоскости, которые имеют общие точки с по¬ 
верхностью Й, существенно пересекают ее. 

Пусть а — плоскость, пересекающая поверхность й, X — про¬ 
извольная точка, общая для этой поверхности и плоскости а, 
причем выполняются следующие условия: 

1. Если одна из точек Х 0 на F 0 или Хі на F it соответствую¬ 
щих точке X, например Х 0 , ребристая, а другая №) гладкая, 
то направление на й в точке X, соответствующее направлению 
ребра в точке Х 0 , не лежит в плоскости а. 

2. Если обе точки Х 0 и Хі ребристые, причем направления 
ребер соответствуют по изометрии, то направление на й в 
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точке X, соответствующее направлению ребер поверхностей F a 
и Л в точках Х 0 и Х іг не лежит в плоскости а. 

Мы скажем, что плоскость а пересекает ребра поверхности Q. 

Покажем, что почти все плоскости а, пересекающие поверх¬ 
ность Q, пересекают ребра этой поверхности. 

Определим множество G 0 на поверхности F 0 следующим об¬ 
разом. Точку Хо отнесем к множеству G 0 , если выполняется одно 
из условий: 

1) точка Х 0 коническая; 

2) точка Х 0 ребристая, причем соответствующая ей по изо- 
метрии точка на F \ тоже ребристая и направления ребер не со¬ 
ответствуют по изометрии. 

Очевидно, множество G 0 не более чем счетно, так как таково 
соответствующее ему множество на смешанной поверхности F. 

Множество на поверхности F і, соответствующее по изоме¬ 
трии Go, обозначим Gi. 

Покроем множество G 0 открытыми геодезическими круж¬ 
ками с общей суммой диаметров меньше е. Полученное покры¬ 
тие обозначим Go- Соответствующее по изометрии покрытие 
множества Gi на F t обозначим G?. Пусть G e — множество на 
поверхности Q, соответствующее множествам Go и Gr 

Очевидно, мера множества плоскостей, содержащих хотя бы 
одну точку множества G®, сколь угодно мала, если достаточно' 
мало е. 

Определим теперь множество Ео на поверхности F 0 . 
Точку Х 0 поверхности F 0 отнесем множеству Ео> если эта точка 
не принадлежит Go и либо сама является ребристой точкой 
с углом излома в этой точке не меньше #, либо соответствую¬ 
щая ей по изометрии точка на Fi ребристая с углом излома в 
ней не меньше Ф. Соответствующее по изометрии множество то¬ 
чек на F 1 обозначим £?. Очевидно, Ео и Е? — замкнутые мно¬ 
жества. 

Разобьем плоскость ху на маленькие квадраты со стороной 6 
и спроектируем эти квадраты на поверхность F 0 прямыми, па¬ 
раллельными оси z. Соответствующие квадратам плоскости ху 
множества на поверхности F 0 для удобства также будем назы¬ 
вать квадратами и будем их обозначать (о 0 , а соответствующие 
по изометрии множества на F і будем обозначать ооі. 

Если диаметры квадратов cü 0 малы, т. е. если мало б, то- 
направления ребер в точках множества Ео, принадлежащих од¬ 
ному такому квадрату, образуют между собой сколь угодно ма¬ 
лые углы. Действительно, если допустить противное, то легко 
прийти к существованию конических точек на поверхности F 0 , 
не принадлежащих множеству G 0 , что невозможно. 
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Если диаметры квадратов со 0 малы, то углы, образуемые на* 
правлениями ребер в точках множества Ео, принадлежащих 
квадрату о) 0 > и направлениями, соответствующими направлениям 
ребер квадрата <ві, тоже сколь угодно малы. В противном слу¬ 
чае на поверхности F были бы конические точки, которым соот- 
ветствовали бы точки на F 0 , не принадлежащие Go - 

Аналогичные заключения надо сделать и относительно на¬ 
правлений ребер поверхности Fi в точках множества Ей при¬ 
надлежащих одному квадрату соі. 

Обозначим 2 0 совокупность квадратов юо, содержащих точки 
множества Е о. Совокупность соответствующих по изометрии 
квадратов со ± на F і обозначим 2і. 

Пусть п — число квадратов в совокупности Е 0 . Покажем, что 
число п8 ограничено постоянной с(ф), не зависящей от 6. Для 
этого напомним определение интеграла средней кривизны для 
общей выпуклой поверхности. 

Если выпуклая поверхность F регулярна, то интегралом 
средней кривизны множества М на поверхности называется ве¬ 
личина 

Н(М) = ]\(k 1 + k 2 )dM, 

где kt и k 2 — главные кривизны поверхности. Этой величине 
можно дать и другое определение. Именно, отложим на внеш¬ 
них нормалях поверхности в точках множества М отрезки 
длины h. Концы этих отрезков образуют на поверхности Fh, па¬ 
раллельной к данной, некоторое множество M h . Пусть 5 0 —пло¬ 
щадь множества М на F, а Sh — площадь множества M h на Fh. 
Тогда 

Н (М) — lim — , 

ft-M) 1 п 

Это определение Н(М) имеет смысл и для общих выпуклых 
поверхностей. 

Для краткости будем называть интеграл средней кривизны 
просто средней кривизной множества. Отметим некоторые свой¬ 
ства средней кривизны. 

1. Средняя кривизна является аддитивной функцией мно¬ 
жеств на выпуклой поверхности, она определена для всех замк¬ 
нутых, открытых и вообще борелевских множеств. 

2. Средняя кривизна замкнутой выпуклой поверхности с диа¬ 
метром d не превосходит 2nd. 

3. Если деформировать выпуклую поверхность, сохраняя ее 
границу, так, чтобы точки поверхности двигались внутрь тела, 
на границе которого находится поверхность, и чтобы при этом 
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выпуклость поверхности не нарушалась, то средняя кривизна 
поверхности не увеличивается. 

4. Пусть F — коническая выпуклая поверхность, d — расстоя- 
ние вершины конуса до ближайшей точки границы F, ср — наи¬ 
больший угол, образуемый внешними нормалями опорных пло¬ 
скостей в вершине конуса. Тогда средняя кривизна поверхно¬ 
сти F не меньше ccpd, где с — постоянная, не зависящая от 
поверхности. 

Пусть coo — квадрат из совокупности 2 0 , содержащий ребри¬ 
стую точку Хо поверхности F 0 с углом излома не меньше О. 
Обозначим w£ «в три раза больший» квадрат, т. е. квадрат, со¬ 
стоящий из wo и восьми смежных с ним квадратов. Удалим 
квадрат ©о из поверхности F 0 и построим выпуклую оболочку 
оставшейся части поверхности и точки Х 0 . Пусть та часть 
полученной поверхности, которая соответствует квадрату w'. 
Средняя кривизна поверхности ш" не больше средней кривизны 
квадрата w'. Если развернуть поверхность <о" на касательный 
конус в точке Х 0 , то при этом ее средняя кривизна не увели¬ 
чится, а средняя кривизна этого конуса (он может быть и дву¬ 
гранным углом) не меньше с'бФ, где с' можно считать не зави¬ 
сящим от б. 

Пусть по — число тех квадратов из 2 0 , которые содержат 
ребристые точки с изломом не меньше Ф, а Н (F 0 ) — средняя 
кривизна поверхности F 0 . Тогда, очевидно, с'л 0 6Ф<!9# (Е 0 ). Ана¬ 
логично, если пі — число квадратов из которые содержат 
ребристые точки поверхности F { с изломом не меньше О и 
H(Fi) ^средняя кривизна этой поверхности, то с'лібО^Э H(Fi). 
Так как п < п 0 +пі, то 

с'лбй<9(Я (FJ + H(F t )) 

и, следовательно, пб ограничено постоянной, не зависящей от б. 
Утверждение доказано полностью. 

Пусть § — плоскость, пересекающая поверхность й, и в этой 
плоскости лежит по крайней мере одна точка X поверхности й, 
которой соответствует на F 0 точка Х 0 множества Ё%, а на 
Fi — точка Хі множества £?• По крайней мере одна из этих 
точек, например Х 0 , ребристая с углом излома не меньше Ф. 
Пусть направление на поверхности й в точке X, соответствую¬ 
щее направлению ребра в точке Х 0 на F 0 , лежит в плоскости ß. 
Покажем, что мера множества плоскостей ß равна нулю. 

Обозначим w куски поверхности Й, соответствующие квадра¬ 
там wo поверхности F 0 из совокупности 2 0 . Оценим меру плоско¬ 
стей ß для отдельного куска w. Из свойств направлений ребер 
в квадратах w 0 и wi на поверхностях F 0 и F lt которые были 
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отмечены выше, следует, что направления на куске со, через ко¬ 
торые должны проходить плоскости ß, образуют между собой 
сколь угодно малые углы, если достаточно малы квадраты со 0 , 
или, что то же, если достаточно мало б. Так как, кроме того, 
диаметры кусков со меньше Яб (Я—'Постоянная, не зависящая 
от б), то мера множества плоскостей ß для одного куска 
меньше е'(б)6, где е'(б) стремится к нулю вместе с б. Отсюда 
следует, что мера множества плоскостей ß для всей поверхно¬ 
сти й меньше e'(ö)nö. И так как пб ограничено, то мера мно¬ 
жества плоскостей ß равна нулю. 

Так как мера множества плоскостей ß при каждом д>0 
равна нулю, а мера множества плоскостей, пересекающихся 
с множеством G 8 , сколь угодно мала, если мало е, то почти все 
плоскости, пересекающие поверхность Q, пересекают ребра этой 
поверхности. 

Основное утверждение доказано полностью. 

Пусть для поверхности й и плоскости ху выполняются сле¬ 
дующие два условия: 

1) плоскость ху существенно пересекает поверхность й и пе¬ 
ресекает ее ребра; 

2) край поверхности й находится над плоскостью ху. 

Пусть М — множество точек поверхности й, лежащих в пло¬ 
скости ху,Мо, Мі и Мі — соответствующие множества на по¬ 
верхностях F 0 , и Т 7 !. Покажем, что множества М 0 и 
Мі состоят из нормальных равноотстоящих от 
плоскости ху кривых (§4). 

Обозначим Го (У) радиус-вектор точки У поверхности F 0 , г, (Y), 
г* (У) — радиус-векторы соответствующих по изометрии то¬ 
чек поверхностей F\ и F* — зеркального изображения поверхно¬ 
сти Fi в плоскости ху. 

В окрестности произвольной точки Хо множества М 0 для век¬ 
тор-функций г 0 (У), г, (У), г* (У) имеют место следующие удоб¬ 
ные представления (§ 2 гл. II): 

r o(Y) = г 0 + т 0 (У) s (У) + ѵ 0 (У), 
г 1 (У) = г 1 + т 1 (У) 5 (У) + ѵ 1 (У), 
r , l (Y) = r t l +x- l (Y)s(Y) + ^(Y). 

Векторы т 0 (У), ^(У) и т* (У) лежат на гранях касательных ко¬ 
нусов поверхности F 0 в точке Х 0 и поверхностей Fi, F і в соответ¬ 
ствующих точках Хі и Хі. 

Если точка У принадлежит М 0 , то вектор г 0 (У) + г*(У) ле¬ 
жит в плоскости ху. Поэтому при достаточно малом «(У) век¬ 
тор т 0 (У) + т*(У) образует с этой плоскостью сколь угодно 
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малый угол. Принимая во внимание, что плоскость ху суще¬ 
ственно пересекает поверхность Й и пересекает направление 
ребра этой поверхности в точке X, соответствующей Х 0 , если 
хотя бы одна из точек Х 0 или Хі ребристая, мы делаем вывод, 
что на поверхности F 0 в точке Х 0 существуют два направления 
т 0 и То, таких, что: 

1) направления на Q, соответствующие направлениям т' и 
т", лежат в плоскости ху; 

2) направления т' и т", а также соответствующие им на¬ 
правления на F 1 лежат в различных гранях касательных дву¬ 
гранных углов поверхностей F 0 и Fi в точках Х 0 и Хі соответ¬ 
ственно, если эти точки ребристые; 

3) если точка У множества ЛГ 0 достаточно близка к Х 0 , т. е. 
если достаточно мало $(У), то вектор То(У) образует сколь 
угодно малый угол с одним из векторов т' или т". 

Проведем на поверхности F 0 из точки Х 0 кратчайшие а, Ь, с, 
d так, чтобы выполнялись следующие условия: 

1. Полукасательные к кратчайшим а и b в точке Х 0 обра¬ 
зуют малые углы с направлением т 0 , причем это направление 
находится между полукасательными, а сами полукасательные 
лежат на той же грани касательного двугранного угла поверх¬ 
ности Fo в точке Х 0 (если эта точка ребристая), что и напра- 
вление т'; 

2. Полукасательные к кратчайшим с и d в точке Хо обра¬ 
зуют малые углы с направлением т", причем это направление 
находится между полукасательными, а полукасательные лежат 
на той же грани касательного двугранного угла, что и направ¬ 
ление т"; 

3. Кратчайшие на поверхности F u соответствующие а, Ь, с, 
d, по отношению к направлениям, соответствующим т' и т", 
обладают свойствами 1 и 2. 

Очевидно, если точка У множества М 0 достаточно близка 
к Хо, то она находится либо между кратчайшими а и Ь, либо 
между кратчайшими end. 

Пусть точка У поверхности F 0 , оставаясь между кратчай¬ 
шими а и Ь, неограниченно приближается к Х 0 . Тогда опорная 
плоскость поверхности F 0 в точке У сходится к той грани дву¬ 
гранного угла в точке Z 0 , на которой лежит направление т'. 
Если же точка У, приближаясь к Х 0 , находится между крат¬ 
чайшими с и d, то опорная плоскость в ней сходится к грани 
угла, содержащей направление т". Аналогичное заключение 
можно сделать для поверхности Fi, соответствующих кратчай¬ 
ших и соответствующих направлений. 
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Проведем дугу геодезической окружности k на поверхности 
F 0 между кратчайшими а и b с концами Л и В на этих кратчай- 
ших. Если радиус окружности достаточно мал, то она (дуга) 
в каждой точке Z имеет „полукасательную t 0 (Z). Точки поверх¬ 
ности £2, соответствующие точкам А я В, при достаточно малом 
радиусе окружности k расположены по разные стороны пло¬ 
скости ху. Поэтому на окружности k найдется по крайней мере 
одна точка Z 0 такая, что соответствующая ей точка на поверх¬ 
ности Q будет лежать в плоскости ху. Но нетрудно убедиться, 
что точка Z 0 только одна, если учесть, что полукасательная t 0 (Z) 
при малом радиусе окружности k образует сколь угодно малые 
углы с гранью касательного угла поверхности F 0 в точке Х 0 , со¬ 
держащей направление t' Q , а с направлением т' —угол, близкий 
к л/2. Полукасательная ti(Z) окружности k u соответствующей 
k на F lt обладает аналогичными свойствами. Отсюда мы делаем 
вывод, что часть множества М 0 , расположенная в достаточно 
малой окрестности точки Х 0 между кратчайшими а и Ь, предста¬ 
вляет собой простую дугу. То же заключение надо сделать и 
относительно части множества М 0 , расположенной между крат¬ 
чайшими end. 

Теперь очевидно, что все множество М 0 составлено из конеч¬ 
ного числа замкнутых простых кривых. Не ограничивая общ¬ 
ности, можно считать, что множество М 0 представляет собой 
одну замкнутую кривую. 

Кривая М 0 имеет в каждой точке правую и левую полукаса¬ 
тельные, причем правая полукасательная непрерывна справа, 
а левая полукасательная непрерывна слева. 

То, что кривая М 0 имеет в каждой, точке правую и левую 
полукасательные, нами по существу доказано. В точке Х 0 
кривой М 0 эти полукасательные суть т' и т''. Докажем вторую 
часть утверждения. Пусть для определенности т' —правая 
полукасательная кривой М 0 в точке Х 0 . Возьмем на кривой М 0 
справа от Х 0 точку У. Пусть т 0 (У) — единичный вектор правой 
полукасательной в этой точке, т* (У) — единичный вектор полу¬ 
касательной кривой Мі на F 1 в соответствующей точке. Мы 
хотим доказать, что т 0 (У)->т', когда У приближается к Х 0 , оста¬ 
ваясь справа от Х 0 . Допустим, это неверно. Тогда существует 
последовательность точек Y h , сходящаяся к Z 0 , такая, что 
т 0 (У й ) ^ т о> Соединим точки Y k и Х 0 кратчай¬ 

шей уо- Пусть то(Уй) — единичный вектор полукасательной 
этой кратчайшей в точке Yk, и Ti ( Y k ) — единичный вектор 
полукасательной, соответствующей кратчайшей на F * в соот¬ 
ветствующей точке. При k-*oo углы, образуемые векторами 



§ 5. Вспомогательная поверхность Q 


MY k ) и т* (У if) и стремятся к одному и тому же 

пределу, большему л/2. Углы, образуемые векторами т 0 (К А ) и 
т', т*(У А ) и т', сходятся к я. Отсюда мы заключаем, что пре¬ 
дельные векторы т 0 и т* образуют с векторами т' и т'* оди¬ 
наковые углы. И так как они расположены в тех же гранях 
двугранных касательных углов, что и векторы т' и т'*, то век¬ 
тор т 0 +т* не может быть параллелен плоскости ху. Но 
это противоречит тому, что для каждой точки У* вектор 
\{Y k ) + ^(У 4 ) параллелен плоскости ху. Непрерывность правой 
полукасательной кривой М 0 справа доказана. Непрерывность 
левой полукасательной доказывается аналогично. Из непрерыв¬ 
ности справа правой полукасательной следует спрямляемость. 

Итак, кривые М 0 и М 4 на поверхностях F 0 и F x спрямляемы, 
имеют правые и левые полукасательные, непрерывные справа и 
соответственно слева. 

Теперь мы покажем, что кривые М 0 и Мі ограниченной ва¬ 
риации поворота. Очевидно, достаточно показать, что у каждой 
точки кривой имеется правая и левая полуокрестности ограни¬ 
ченной вариации поворота. Обозначим /«о достаточно малую 
правую полуокрестность точки Х 0 . Пусть гтіі и /га* — соответ¬ 
ствующие кривые на поверхностях F і и F\. 

Если отрезок /га 0 кривой М 0 достаточно мал, то правые (ле¬ 
вые) полукасательные в любых двух точках этой кривой обра¬ 
зуют малые углы, опорные плоскости к поверхности F 0 в любых 
двух точках кривой т 0 тоже образуют малые углы. Это замеча¬ 
ние относится также к кривым /га і и /га* на поверхностях F, и F*. 

Обозначим /га 0 , /га, и /га* проекции /га 0 , /га, и /га* на плоскость ху. 
Изометрическое соответствие поверхностей F 0 , Fi и F* естест¬ 
венным образом порождает соответствие точек кривых т 0 , 
/га, и /га* с сохранением длин дуг. 

Отобразим поверхность в какой-нибудь плоскости а, пер¬ 
пендикулярной плоскости ху. Полученную поверхность обозна¬ 
чим F 2 , кривую на ней, соответствующую /га*, и ее проекцию на 
плоскость ху обозначим т 2 и /га 2 . Поверхность F z получается из 
поверхности F і поворотом около некоторой прямой, лежащей 
в плоскости ху, на угол, равный л. 

Построим смешанную кривую т = Ѵг (^о + ю 2 ). Покажем, что 
кривая /га выпуклая, если отрезок то кривой достаточно мал, 
а плоскость а выбрана подходящим образом. Именно, плоскость 
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о надо брать так, чтобы полукасательные кривой пг 0 образо¬ 
вали с плоскостью а достаточно малые углы. 

_ Сначала покажем, что кривая тп локально выпукла. Пусть 
У — произвольная точка кривой Ш, У 0 — соответствующая точка 
кривой т 0 . Обозначим Ѵ 0 (Уо) касательный двугранный угол в 
точке У 0 поверхности F 0 , Ѵг(Уо) — касательный двугранный угол 
в соответствующей точке поверхности F 2 . Построим смешанный 
двугранный угол V (У 0 ) = у (Ѵ 0 (У 0 ) + Ѵ 2 (У 0 ) )• Ребро угла Ѵ(У 0 ) 
существенно пересекает плоскость ху. Проведем плоскость ß че¬ 
рез ребро угла Ѵ(Уо) так, чтобы она не разделяла граней угла 
(если точка У 0 на Р 0 и соответствующая точка на г 2 гладкие, 
то плоскость ß просто совпадает с У(У 0 ) ). Плоскость_§ являет¬ 
ся локально опорной плоскостью кривой т в точке У, причем 
точки кривой т, близкие к Г, расположены в том из полупро¬ 
странств, определяемых плоскостью ß, где лежит угол У(У 0 ). 
Действительно, радиус-вектор точки кривой in, соответствующей 
точке У кривой т 0 , можно представить в виде 

г 0 (Y 0 ) + r 2 (Y 0 ) + s (У) (Ti, (У) + т 2 (У)) + ѵ 0 (У) + ѵ 2 (У). 

Точка, радиус-вектор которой равен 

г (У) = г 0 (У 0 ) + г 2 (У 0 ) + з (У) (то (У) + т 2 (У)), 


лежит на двугранном угле Ѵ(У 0 ). Из этой точки откладывается 
вектор ѵ 0 (У)+ѵ 2 (У). Покажем, что каждый из векторов ѵ 0 (У) и 
ѵ 2 (У), будучи отложен из точки P{Y), направлен внутрь угла 
Ѵ(У 0 ). Возьмем на одной грани угла Ѵ 0 (Уо) Два взаимно пер¬ 
пендикулярных вектора e t и е 2 . Пусть е 3 =еіХе 2 — единичный 
вектор внутренней нормали к этой грани. Векторам ßi и ß 2 по 
изометрии на одной из граней угла V 2 (Y 0 ) соответствуют век¬ 
торы е\ и е' 2 . Вектор e' t X е' = е' будет единичным вектором 
внутренней нормали к этой грани угла Ѵ 2 (Уо)- Плоскость век¬ 
торов е, + е' и е 2 + е' является плоскостью одной из граней угла 
У(Уо). Доказать, что векторы ѵ 0 (У) и ѵ 2 (У) направлены внутрь 
угла ^(Уо), это значит доказать, что смешанные векторные 
произведения 


( е » + <> е 2 + <>Г?ЛГ) ) > 


неотрицательны, на какой бы грани угла Ѵо(Уо) ни были взяты 
векторы ві и е 2 . Предполагается, что векторы ѵ 0 (У) и ѵ 2 (У) не 
равны нулю. Если какой-нибудь вектор равен нулю, то условно 
можно считать его направленным внутрь угла Ѵ(У 0 ). 

Покажем сначала, что {е^ + е' ѵ e 2 + e' t ез ) >0. Положим 

/ = (ßj + ßj, е 2 + е 2 , е 3 + e 3 j, g = (е^ + ßj, ß 2 + ß 2 , ß 3 — ßQ- 
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Пусть ац — і - я координата вектора е' в базисе e it е 2 , е 3 . Тогда 


1 + а п а 12 а 13 

f = “21 1 + а 22 а 23 

«31 «32 1 "Ь «зз 


|£ + «І, 


где Е — единичная, а а — ортогональная матрица. Как извест- 
но, существует невырожденная матрица С такая, что 



О 0 > 

cos б sin б 
— sin б 1 cos б, 


Поэтому 
f = \C~ l (E + a)C\ 


2 

О 

О 


О 

1 + cos б 
— sin 'б' 


О 


sin б' 

1 + cos б j 


= 4(1 + cos6)>0. 


Величина / не может быть нулем, так как иначе грань угла 
Ко (То) можно было бы совместить с соответствующей гранью 
угла К 2 (То) соответствующими направлениями после поворота 
этой грани как целого на угол я, что невозможно. Итак, f су¬ 
щественно положительно. 

Аналогичным способом можно показать, что g=0. Поэтому 

(«і + «р «2 + 4 e 3 ) = / + g> 0. 


Когда точка У 0 приближается к Х 0 , направление вектора 
ѵо(Уо) сходится к направлению внутренней нормали к той грани 
угла Ѵо(Ао). в которой лежит вектор т 3 (так мы обозначим 
единичный вектор полукасательной кривой т 0 в точке Х 0 ). 
И так как можно считать, что 

(«і + «і» е 2 + е 2. е з) > с о > 0» 


то для То, близких к Х 0 , и У, близких К Уо, 

( е 1 + 4 е 2 + е 2 - >0 - 


Аналогично показывается, что 


(«! + е' ѵ е 2 + е', 


Итак, плоскость ß является локально опорной для кривой Ш 
в точке У. Прямая пересечения плоскости ß с плоскостью ху 
является локально опорной прямой кривой m в точке F. Из 
локальной выпуклости кривой m и расположения кривой 




192 


Гл. Ш. Однозначная определенность выпуклых поверхностей 


относительно локально опорных прямых легко следует, что кри¬ 
вая m просто выпуклая. 

Пусть s— дуга вдоль кривой fnp, r 0 (s) — радиус-вектор точ¬ 
ки кривой т 0 , соответствующей дуге s, r 2 (s) — радиус-вектор 
соответствующей точки кривой т 2 . Так как кривая Ш выпуклая, 
то вектор-функция 


Фа 00 


Гр (s) + г\ ( S ) 
Fo + ( S )+7^( s )| 


(*) 


ограниченной вариации (индекс о указывает на то, что поверх¬ 
ность F 2 получена зеркальным отображением поверхности Л* 
в плоскости а). 

Возьмем две различные плоскости о. Тогда будем иметь 
две вектор-функции ф а , и ф<т,. Из двух векторных равенств 
вида (*) для и а 2 можно регулярно выразить компоненты 
векторов rj и г* через компоненты векторов ф ст> и ф Я 2 . Отсюда 
следует, что компоненты векторов rj и г+, а следовательно, и 
сами векторы суть ограниченной вариации. Но это значит, что 
кривые т 0 и т 2 ограниченной вариации поворота. 

Ограниченность вариации поворота кривых т 0 и т 2 влечет 
за собой ограниченность вариации поворота кривых т 0 , т 2 и 
mi (§ 1), а это, как было указано выше, обеспечивает ограни¬ 
ченность вариации поворота кривых М 0 и М і. 

То, что полукасательные к кривым М 0 и ЛТі не совпадают 
с направлением касательных двугранных углов поверхностей 
F 0 и Fi в соответствующих точках, было отмечено выше. То, что 
углы, образуемые гранями касательных двугранных углов по¬ 
верхности Fo в точках кривой М й с плоскостью ху, всюду боль¬ 
ше или всюду меньше углов, образуемых соответствующими 
гранями касательных двугранных углов поверхности F 1 с пло¬ 
скостью ху, очевидным образом следует из того, что плоскость 
ху существенно пересекает поверхность й. 

Таким, образом, кривые М 0 и на поверхностях F 0 и F t 
суть нормальные равноотстоящие кривые. 


§ 6. Однозначная определенность замкнутых 
выпуклых поверхностей 

Мы подготовили весь необходимый материал для доказа¬ 
тельства основной теоремы настоящей главы об однозначной 
определенности замкнутых выпуклых поверхностей. 

Теорема 1. Замкнутые изометричные выпуклые поверх - 
ности равны. 
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Доказательство. Пусть F 0 — замкнутая выпуклая по- 
верхность и Fi — выпуклая поверхность, изометричная F 0 (вы¬ 
рождение выпуклой поверхности в дважды покрытую выпуклую 
область плоскости не исключается). Мы хотим доказать равен¬ 
ство поверхностей F 0 и Fi. Во-первых, заметим, что если каждая 
из поверхностей F 0 и F і вырождается в дважды покрытую об¬ 
ласть плоскости, то утверждение теоремы достаточно очевидно. 
Действительно, легко видеть, что границы плоских выпуклых 
областей F 0 и Fi соответствуют по изометрии, а следовательно, 
соответствующие их участки имеют одинаковые длины и пово¬ 
роты. Отсюда следует, что границы выпуклых областей F 0 и Fi 
равны, следовательно, равны и сами области. 

Таким образом, если поверхности F 0 и F і не равны, то по 
крайней мере одна из этих поверхностей, например F 0 , не вы¬ 
рождается. 

Как показано в § 2, существует замкнутая выпуклая поверх¬ 
ность F'u изометричная F 0 , сколь угодно близкая к F 0 , но не рав¬ 
ная F 0 . Пусть г 0 (Х) —радиус-вектор произвольной точки X по¬ 
верхности Fo, а п(Х) —радиус-вектор соответствующей по изо¬ 
метрии точки поверхности F[. 

Уравнение г=Яг 0 (Х) + (1— Я)гі(Х) при Я, близком к 1/2, 
задает замкнутую выпуклую поверхность F x , и отображение 
поверхности F 0 на F x , при котором точке /оМ поверхности F 0 
сопоставляется точка г*, (X) = Яг 0 (X) + (1 — Я) r t (X) поверхно¬ 
сти F x , есть гомеоморфизм (§ 3). 

Для удобства г х (Х) при Я — — будем обозначать через г(Х), 
а поверхность F x через F. 

Опишем около поверхности F сферу минимального радиуса. 
Пусть г(Х 0 )—точка поверхности, лежащая на сфере, ао—ка¬ 
сательная плоскость к сфере в этой точке, а следовательно, 
опорная плоскость к поверхности F. Введем в пространстве 
прямоугольные декартовы координаты, приняв точку г(Х о) за 
начало координат, плоскость а 0 за плоскость ху и положитель¬ 
ную полуось г направим в то из полупространств, определяе¬ 
мых плоскостью ао, где расположена поверхность F. 

Не ограничивая общности, можно считать, что 

Го№>) =ri(X 0 ) =г(Іо) =0. 

Покажем, что равенство | Го(X) | = | Г\ (X) | не может выпол¬ 
няться тождественно. Действительно, проведем через две произ¬ 
вольные точки X и У поверхности F 0 сечение плоскостью, прохо¬ 
дящей через начало координат. В сечении получим плоскую 
выпуклую кривую, отрезок которой между точками X и У, не 
содержащий начало координат, обозначим у, Кривой у на 


13 А. В. Погорело» 




194 


Гл. III. Однозначная определенность выпуклых поверхностей 


поверхности F[ соответствует кивая у' с концами X' и У", соот¬ 
ветствующими по изометрии X и У. 

Развернем проектирующий кривую у' из начала координат 
конус на плоскость. При этом кривая у' перейдет в плоскую 
кривую у', равную у. Так как расстояние между концами кри¬ 
вой у' не меньше расстояния между концами кривой у', то про¬ 
странственное расстояние между точками X и У поверхности F 0 
не меньше пространственного расстояния между соответствую¬ 
щими по изометрии точками X' и У' поверхности F[. 

Поменяв ролями поверхности Fo и F\, приходим к обратному 
заключению. Отсюда следует, что пространственные расстояния 
между соответствующими по изометрии точками поверхностей 
Fo и F і равны, а значит, равны и поверхности. Мы пришли 
к противоречию. 

Итак, равенство |г 0 (Я) | -= |/ч(Х) | не может выполняться 
тождественно. 

Пусть Go — связная компонента множества тех точек на по¬ 
верхности F 0 , где |го(Я) ічЧгі(Х) |. Не ограничивая общности, 
можно считать, что в G 0 имеем |г 0 (Х|)>[гі(Х) |. Определим в 
области G 0 вектор-функцию г(Х) равенством 


г(Х) 


r 0 JX)+r,(X) 
r£m-rf(x) • 


Пусть G — область на поверхности Р, соответствующая области 
G 0 на Fo, а Ф — поверхность, заданная уравнением 
г-г(Х) 

в области Go. Поверхность Ф однозначно проектируется на об¬ 
ласть ü поверхности F лучами, идущими из начала координат. 

Покажем, что если точка X области G 0 неограниченно при¬ 
ближается к границе области, то точка г(Х) поверхности Ф 
неограниченно удаляется от плоскости ху. 

Действительно, пусть У 0 — точка границы области G 0 , к ко¬ 
торой точка X приближается. Если точка У 0 отлична от Х 0 , наше 
утверждение очевидно, так как тогда гЦХ) — rf(Z)->0, ^-*У 0> а 
z(X) = z 0 (X) + z x (X) стремится к положительному пределу. 

Допустим теперь, что Y 0 совпадает с Х 0 . Как показано в § 2 
гл. II, вектор-функции г 0 (Х) и Гі(Х) в окрестности точки Х 0 до¬ 
пускают следующие представления: 

r 0 W = s(Z)T 0 (Z) + e 0 U)s(Z), 
r 1 (X) = s(X)t 1 U) + e 1 U)s(X), 

где s(X) — расстояние между точками Х 0 и X на поверхности F 0 , 
то(Х) — единичный вектор полукасательной к кратчайшей на 
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поверхности F 0 , соединяющей точки Х 0 и X в точке Х 0 , Гі(Х) — 
единичный вектор полукасательной к соответствующей по изо¬ 
метрии кратчайшей на поверхности F \ в точке, соответствую¬ 
щей Ло, ео(А') и еі(Х) —векторы, стремящиеся к нулевому век¬ 
тору при X — »Ao. 

При достаточной близости поверхности F\ к Fo векторы 
г 0 (Х) и Гі(Х) образуют друг с другом угол меньше < я. 
Поэтому для X, достаточно близких к Х 0 , | r 0 (X) + r 1 (X) \ >с х s (Z), 
где с г — постоянная больше нуля. Отсюда, принимая во внима¬ 
ние способ выбора точки Z 0 , заключаем, что z 0 (X) + г х (ЙГ) > 
>c 2 s 2 (X). Что же касается разности г 2 (X) — т\(X), то она равна 
s 2 (Z)e(X), где г(Х)->0, когда Х->0. Таким образом, расстоя¬ 
ние точки г (Х) от плоскости ху больше c 2 /e(Z) и, следовательно, 
неограниченно растет, когда Х-+Х 0 . 

Рассечем поверхность Ф плоскостью z=ft>0. Часть Ф по¬ 
верхности Ф, расположенная ниже z=h, т. е. в полупростран¬ 
стве z ^ Л, конечна. 

Возьмем достаточно пологий параболоид Р : 

z=k(x 2 +y 2 ), 

такой, чтобы поверхность Ф была внутри параболоида, и будем 
его прижимать аффинно к плоскости z=h, смещая его точки 
параллельно оси г к плоскости z=h пропорционально их пер¬ 
воначальным расстояниям от этой плоскости. В какой-то мо¬ 
мент параболоид упрется в некоторую точку поверхности Ф, 
радиус-вектор которой обозначим г(У 0 ). 

Пусть п — единичный вектор внутренней нормали к каса¬ 
тельной плоскости параболоида в точке г(У 0 ). Так как поверх¬ 
ность Fi достаточно близка к F 0 , то для X, близких к У 0 , 

|r(*)-r(y 0 )l>Cas(X), 

где s(X) — расстояние между точками X и У 0 на F 0 , а с 3 — по¬ 
ложительная постоянная. Поэтому 

(r(X)-r(Y 0 ))n >c 4 s 2 (X), (*) 


Сі — постоянная больше нуля. 

Положим для краткости г 0 (У 0 )=ао, ri{Y 0 )=a t , 2 r(Y 0 )=a. 
Тогда г 0 (Х) =а 0 +г 0 , л (X) = а 4 + г 4 и 


г (X) — г (У 0 ) 


До + fll + Гр + Гі _ Др + Q] _ 

( а о + Го ) 2 ~ ( а і + гі ) 2 «о-“і 

fo + П) (Др - Ді ) - 2 К + Ді) (Др^~ Д|П) 
(«о - а і) («о -а 2 + 2 ( a 0 r Q - д,^) ) 


+ es 2 (X). 
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Отсюда, принимая во внимание неравенство (*), получаем 
(Го + г х -а (а 0 7 0 - a x r x ) )п> cs 2 ( X), 
или 

- г 0 (— п + а 0 (ап) ) + г 1 (п + а 1 (ап )) > cs 2 (X). 

Положим 

— п + а 0 (ап) = Л 0 , п + а х (ап)*=А ѵ 

Тогда 

-Л 0 г 0 + A x r x > cs 2 (X) 

(с — положительная постоянная). 

Покажем, что вектор а не лежит на поверхности F (т. е. он 
проходит внутри нее) и что скалярное произведение (ап) боль¬ 
ше нуля. Действительно, параболоид Р был взят достаточно 
пологим по условию. Поэтому нормаль п образует достаточно 
малый угол с полуосью z> 0, а вектор а направлен в одну из 
точек поверхности Ф, которая конечна и находится на положи¬ 
тельном расстоянии от плоскости ху, следовательно, угол, об¬ 
разуемый этим вектором с полуосью z> 0, не может быть сколь 
угодно близок к я/2. Отсюда следует, что скалярное произве¬ 
дение (ап) мы можем считать положительным. То, что вектор а 
не может лежать на поверхности F, тоже ясно, ибо тогда от¬ 
резку а на F соответствуют также прямолинейные отрезки на 
F 0 и F[ и, следовательно, 'о(Уо) - г і(^о) != °> чт0 невозможно. 

Возьмем теперь вместо поверхностей F 0 и F[ смешанные по¬ 
верхности F x n Fy. (|х= 1 —Я) й построим для них Fy, и Фх, по¬ 
добно тому как с помощью поверхностей F 0 и F і были построе¬ 
ны поверхности F и Ф. Легко видеть, что поверхность F х совпа¬ 
дает с F, а поверхность Ф*, получается из Ф преобразованием 
подобия относительно начала координат с коэффициентом по¬ 
добия Поэтому в окрестности точки У 0 будем иметь 

где 

Лх = — п + (Ч> + ^і) ( ^)2 . 

A il = п + (pa 0 + tajj) ■ 

При Я. —► направления векторов Лх и Л ц сходятся к на¬ 
правлению вактора а. Поэтому при достаточной близости К к 
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векторы —А х и —Лц, будучи отложены из точек Гх(^о) и Гц(У 0 ), 
йроходят внутри касательных конусов поверхностей F x и F^ 
в этих точках, так как таким свойством обладает вектор а по 
отношению к касательному конусу поверхности F в точке г(Х 0 ), 
как это было отмечено выше. 

Перенесем поверхность F ^ параллельно себе так, чтобы ее 
точка Гр(У 0 ) совпала с точкой Гх(У 0 ) поверхности F х, а затем 
повернем ее около оси, проходящей через эту точку, чтобы 
вектор Лц совпал с Л х . Поверхность F после переноса и по¬ 
ворота обозначим Ец. Введем в пространстве новые прямо¬ 
угольные координаты, приняв точку гх(Уо) за начало коорди¬ 
нат, а направление вектора Лх — за направление отрицательной 
полуоси z. 

Пусть G есть е-окрестность точки У 0 на поверхности F 0 . Обо¬ 
значим области на поверхностях F x и /щ, соответствующие Q, 
через Ру. и Р'ц- 

Если Я достаточно близко к 1/2, а е мало, то смешанная 
поверхность -i (F\ + />) выпукла, однозначно проектируется на 
плоскость ху и обращена выпуклостью в сторону z< 0. 

Рассмотрим поверхность Ф', заданную для X 6 G уравнением 

г -г(*)-г х ш+<де, 

где г' (X) — зеркальное изображение вектора г' (X) в плоскости 
ху. Точка г(Уо) этой поверхности лежит в плоскости ху, осталь¬ 
ные точки поверхности — в полупространстве г> 0. Второе ут¬ 
верждение следует из неравенства (**), так как |Лх| = |Л 11 | 
(проверяется непосредственно). 

В § 5 было показано, что почти все плоскости а, имеющие 
общие точки с поверхностью Ф', существенно пересекают эту 
поверхность и пересекают ее ребра. Возьмем плоскость ос так, 
ч+обы она образовала достаточно малый угол с плоскостью ху 
и не пересекала границу поверхности Ф'. 

Отобразим поверхность F' , заданную уравнением г = г' (X), 
в плоскости ос. Полученную при этом поверхность обозначим 
Fp . Если плоскость ос образует достаточно малый угол с пло¬ 
скостью ху, то поверхности Fy. и Fp находятся в каноническом 
расположении относительно'плоскости ос. 

Плоскость ос пересекает поверхность ^ (Fy. + Fp ) по замкну¬ 
той кривой с (или нескольким замкнутым кривым). Соответ¬ 
ствующие кривые с х и с'р на поверхностях F % и F' будут 
замкнутыми нормальными равноотстоящими от плоскости а 
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кривыми. Но в § 4 доказано, что на изометричных выпуклых по¬ 
верхностях в каноническом расположении не может быть замк¬ 
нутых нормальных равноотстоящих кривых. 

Мы пришли к противоречию. Теорема доказана. 

С помощью теоремы 1 легко доказывается следующая тео¬ 
рема. 

Теорема 2. Пусть F 1 — выпуклая поверхность с полной 
кривизной 4я, ограниченная контурами уь уг, ■ ■., у п с ограни¬ 
ченными вариациями поворота. Тогда каждая выпуклая поверх¬ 
ность F 2 , изометричная Fi, равна F і. 

Доказательство. Построим выпуклую оболочку F\ по¬ 
верхности Fi. Поверхность F t является областью на замкнутой 
поверхности F[. Так как кривизна этой области равна 4я, то 
на оставшейся части поверхности F\ кривизна равна нулю. От¬ 
сюда следует, что эта часть состоит из локально изометричных 
плоскости областей Gk, ограниченных кривыми у&. Аналогич¬ 
ное строение имеет поверхность Fi — выпуклая оболочка поверх¬ 
ности Fi. 

Так как кривизна поверхности вдоль кривой у* равна 
нулю, то поворот этой кривой со стороны области G k отли¬ 
чается лишь знаком от ее поворота со стороны области F 1 
(сумма поворотов равна кривизне поверхности вдоль кривой, 
§ 8 гл. I). Аналогичное заключение надо сделать и относительно 
соответствующей области G* на поверхности F 2 . Ввиду изо¬ 
метрии поверхностей / Г 1 и F 2 повороты кривых y k и y' k , огра¬ 
ничивающих области Gk и Gk, на соответствующих по изометрии 
участках равны. Отсюда следует, что изометрия в областях 
Fi и F 2 может быть продолжена внутрь областей Gk и Gk - 
т. е. на замкнутые поверхности F[ и F 2 . Изометрия поверх¬ 
ностей F\ и F 2 влечет за собой их равенство. Так как области 
Fi и F 2 на поверхностях F і F 2 соответствуют по изометрии, 
то они равны. Теорема доказана. 

Выпуклые поверхности, неизгибаемость которых устанавли¬ 
вается теоремой 2, получаются из замкнутых выпуклых поверх¬ 
ностей при удалении областей с нулевой кривизной. Естествен¬ 
но, возникает вопрос, что можно сказать об изгибаемости таких 
поверхностей при удалении областей с положительной кривиз¬ 
ной. Ответ на этот вопрос дает следующая теорема А. С. Лей- 
бина [44]. 

Теорема 3. Выпуклая поверхность F, которая получается 
из замкнутой выпуклой поверхности удалением области поло¬ 
жительной кривизны, изгибаема, т. е. существуют изометричные 
F и не равные ей поверхности. 
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Доказательство. Пусть F' — замкнутая выпуклая по¬ 
верхность, из которой поверхность F получается путем удаления 
области G с положительной кривизной. Построим выпуклую 
оболочку Ф поверхности F. Она состоит из поверхности F и 
и некоторой развертывающейся поверхности F. Пусть F не 
является плоской областью. Очевидно, найдется точка 5—внутри 
поверхности F', но вне Ф, из которой не вся область F 
поверхности Ф видна снаружи. Построим коническую поверх¬ 
ность V, проектирующую поверхность Ф из точки S. Поверх¬ 
ность V' опирается на поверхность F по некоторой образующей 
g с концами на границе поверхности F, причем плоский тре¬ 
угольник Д с основанием g и вершиной S принадлежит V', но 
не принадлежит F. Пусть А — внутрен¬ 
няя точка отрезка g и О — точка тре¬ 
угольника А, близкая к А. Построим 
выпуклую оболочку Ф' точки О и поверх¬ 
ности F. Она состоит из поверхности F и 
некоторой изометричной конусу поверх¬ 
ности V с конической точкой О. Отре¬ 
зок g принадлежит этой поверхности. 

Проведем из вершины О на поверх¬ 
ности V геодезическую у 1; перпендику¬ 
лярную отрезку g. Пусть В — точка пе¬ 
ресечения этой геодезической с отрезком 
g и В' — близкая к В точка геодези¬ 
ческой за отрезком g. Проведем из 
'точки О геодезическую у 2 , делящую вме¬ 
сте с уі полный угол в точке О пополам. Пусть С' — близкая 
к О точка геодезической у 2 . Точки В' и С' соединяются на по¬ 
верхности V двумя кратчайшими у' и у" (рис. 27). Удалим 
область, ограниченную кратчайшими, и отождествим точки гео¬ 
дезических у' и у", отвечающие одинаковым дугам, отсчитывае¬ 
мым от точки В'. По теореме о склеивании существует замкну¬ 
тая поверхность с разрезом вдоль некоторой кривой, изометрич- 
ная поверхности Ф' с вырезом вдоль контура у'+у". Область 
на этой поверхности F, изометричная F, не равна F, так как 
расстояние между концами прямолинейного отрезка g при пе¬ 
реходе от F к F заведомо уменьшается. 

Пусть теперь область F является_ плоской областью. Прове¬ 
дем из внутренней точки области F перпендикуляр к ней до 
пересечения с поверхностью F' в точке О, не принадлежащей F. 
Построим выпуклую оболочку Ф' поверхности F и точки О. Она 
состоит из поверхности F и конической поверхности V с вер¬ 
шиной О. Возьмем гладкую точку В на границе поверхности F 
(речь идет о гладкой точке границы). Так как край поверх¬ 
ности V имеет неотрицательный поворот, то на нем найдется 
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точка С, которая соединяется с В двумя кратчайшими на V. 
Удалим область на поверхности V, ограниченную этими крат-« 
чайшими, и отождествим кратчайшие. Применяя теорему о скле- 
ивании, получим замкнутую выпуклую поверхность, содержа¬ 
щую область, изометричную поверхности F, но не равную F. 
Действительно, точка В на построенной поверхности является 
заведомо конической. Никакие образующие касательного ко¬ 
нуса в этой точке не могут составлять угол я. А на исходной 
поверхности F полукасательные к краю в точке В образуют 
угол я. Теорема доказана. 

С помощью теоремы 1 мы докажем сейчас две теоремы 
о возможности одновременного приближения изометричных 
общих выпуклых поверхностей изометричными выпуклыми 
многогранниками и изометричными аналитическими выпуклыми 
поверхностями с положительной гауссовой кривизной. Эти 
теоремы позволяют в ряде случаев сводить доказательство 
однозначной определенности общих выпуклых поверхностей к 
доказательству соответствующих теорем для выпуклых много¬ 
гранников и аналитических выпуклых поверхностей. 

Теорема 4. Пусть F i и F 2 — конечные изометричные вы¬ 
пуклые поверхности, Оі и G 2 — соответствующие по изометрии 
области на них, замыкания которых не содержат точек границ 
поверхностей. Тогда, каково бы ни было положительное е, су¬ 
ществуют изометричные выпуклые многогранники Рі и Р 2 и го¬ 
меоморфизмы fi и f 2 поверхностей Fi и F 2 на эти многогранники, 
удовлетворяющие следующим условиям. 

1. Если Хі и Х 2 — соответствующие по изометрии точки об¬ 
ластей Qi и G 2 , то f-(X і) и f(X 2 ) — точки, соответствующие по 
изометрии многогранников. 

2. Расстояния между точками Хі и f(X і), Х 2 и f(X 2 ) не пре¬ 
восходят е. 

Доказательство. Так как поверхности F і и F 2 конечны, 
то их можно рассматривать как области на замкнутых выпук¬ 
лых поверхностях F [ и F 2 . 

Подвергнем поверхности F\ и F 2 достаточно мелкой триан¬ 
гуляции. При этом можно считать, что в областях Gi и G 2 этих 
поверхностей триангуляция соответствует по изометрии поверх¬ 
ностей F 1 и F 2 . Построим теперь многогранные метрики, заме¬ 
няя каждый треугольник Т триангуляции плоским треугольни¬ 
ком с теми же сторонами. По теореме А. Д. Александрова эти 
многогранные метрики реализуются замкнутыми выпуклыми 
многогранниками Р і и Р 2 . Установим гомеоморфизмы и f 2 по¬ 
верхностей F\ и F 2 на многогранники Рі и Р 2 , удовлетворяю¬ 
щие следующим условиям: 
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1. Если точка А поверхности Ft принадлежит треугольнику 
Т, то соответствующая при гомеоморфизме f точка fi(A) на 
многограннике Рі принадлежит соответствующему треуголь¬ 
нику Т°. 

2. Если точки Аі и А 2 в областях Оі и G 2 соответствуют по 
изометрии, то и точки МА), f 2 (A 2 ) на многогранниках Рі, Р 2 
также соответствуют по изометрии. 

Очевидно, построение гомеоморфизмов fi и f 2 не представ 
вляет труда. Ввиду условия 1 метрика многогранника Рі схо¬ 
дится к метрике поверхности Р і( когда стороны треугольников Т 
триангуляции неограниченно убывают. Отсюда по теореме 1 за¬ 
ключаем о сходимости многогранников Рі к поверхности, равной 
Fi. Не ограничивая общности, можно считать, что многогран¬ 
ники Рі сходятся к самой поверхности Fi. При достаточной 
близости многогранника Р< к поверхности Fi условие 2 тео¬ 
ремы, очевидно, выполняется. Теорема доказана. 

Теорема 5. Пусть Fi и F 2 — конечные изометричные вы¬ 
пуклые поверхности, Gi и G 2 — соответствующие по изометрии 
области на них, замыкания которых не содержат точек границ 
поверхностей. Тогда, каково бы ни было положительное е, су¬ 
ществуют изометричные аналитические поверхности Фі и Ф 2 
с положительной гауссовой кривизной и гомеоморфизмы fi и f 2 
поверхностей F j и F 2 на поверхности Фі и Ф 2 , удовлетворяющие 
следующим условиям. 

1. Если Х\ и Х 2 — соответствующие по изометрии точки об¬ 
ластей Gi и ö 2 , то f(Xi) и f(X 2 ) — точки, поверхностей Фі и Ф 2 , 
соответствующие по изометрии. 

2. Расстояния между точками Хі и fi(Xi), Х 2 и f 2 (X 2 ) 
меньше е. 

Доказательство. Пусть Рі и Р 2 — изометричные выпук¬ 
лые многогранники, существование которых утверждается тео¬ 
ремой 4. Они представляют собой области на замкнутых вы¬ 
пуклых многогранниках Р\ и Р 2 (см. доказательство теоре¬ 
мы 4). Не^ограничивая общности, можно считать, что кривизны 
многогранников Рі и Р 2 в вершинах триангуляции Т положи¬ 
тельны. Этого всегда можно добиться малой деформацией мет¬ 
рики многогранников Р\ и Р 2 . 

Заменим каждый плоский треугольник триангуляции много¬ 
гранников Рі и Р 2 сферическим треугольником с теми же сто¬ 
ронами и кривизной 1 IR. При достаточно большом R получае¬ 
мые при этом метрики будут выпуклыми, а их реализации — 
выпуклые поверхности Ф{ и Ф 2 — будут удовлетворять усло¬ 
виям 1, 2 теоремы. Метрики поверхностей Ф'і и Ф 2 всюду, 
кроме вершин триангуляции, локально изометричны сфере 
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радиуса R. Вырежем е'-окрестность каждой вершины триангуля¬ 
ции на поверхностях и Ф 2 и «вклеим» в полученный вырез 
сферический сегмент с той же полной кривизной, что и выре¬ 
занная окрестность. Полученные при этом метрики реализуются 
выпуклыми поверхностями Ф" и Ф 2 , так же удовлетворяющими 
условиям 1,2. 

Наконец, сгладим метрику поверхностей ФГ и Ф" так, чтобы 
она была аналитической в областях, соответствующих G t и 0 2 , 
имела положительную гауссову кривизну, и гладко примыкала 
к метрике оставшейся части поверхностей. Выпуклые поверх¬ 
ности Фі и Ф 2 , реализующие эти метрики, при достаточной 
близости метрик к метрике поверхностей Фі и Ф 2 в областях, 
соответствующих Gi и 0 2 , удовлетворяют условиям 1, 2 и яв¬ 
ляются аналитическими в этих областях (теорема § 10 гл. II). 
Теорема доказана. 

§ 7. Однозначная определенность выпуклых 
поверхностей с краем. Принцип максимума 

С помощью теоремы 1 § б мы докажем сейчас принцип мак¬ 
симума для общих изометричных выпуклых поверхностей (тео¬ 
ремы 1, 3). Осйовные теоремы об однозначной определенности 
выпуклых поверхностей с краем (теоремы 2, 4) являются про¬ 
стым следствием этого принципа. 

Теорема 1. Пусть Fi и F 2 — две изометричные выпуклые 
поверхности, однозначно проектирующиеся на плоскость ху и 
обращенные выпуклостью в одну сторону, например в сторону 
2<0. Пусть zi(X) — координата z точки X поверхности F 4 и 
z 2 (X) — координата г соответствующей по изометрии точки по¬ 
верхности F 2 . 

Тогда функция 

Ь(Х) = гі (Х)- г2 (Х) 

достигает максимума и минимума на границе поверхностей. 

Доказательство. Теорему 1 мы докажем сначала для 
выпуклых изометричных многогранников. Пусть М — множе¬ 
ство точек многогранника F\, где функция Д(Х) достигает ми¬ 
нимума. Если теорема неверна, то множество М не содержит 
точек границы поверхности F і. В каждой точке множества М 
при дифференцировании по дуге любой кратчайшей, исходящей 
из этой точки, Д* > 0. Покажем, что множеству М принадлежит 
вершина многогранника F u причем для некоторых направле¬ 
ний из этой вершины имеет место строгое неравенство Д'>0. 
Действительно, на границе множества М могут быть только 
вершины многогранника F it его ребра или отрезки, соответ- 
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ствующие по изометрии ребрам многогранника F 2 . Ввиду та¬ 
кого строения границы множества М ей принадлежит по край¬ 
ней мере одна вершина Х 0 многогранника Ft. В этой вершине 
и выполняется для некоторых направлений (идущих наружу М) 
указанное неравенство Д'>0. Пусть ^ — соответствующая по 
изометрии вершина многогранника F 2 . Покажем, что неравен¬ 
ство Д'>0 в вершине Х 0 противоречит изометрии многогранных 
углов Vt и Ѵ 2 многогранников с вершинами Хо и Хо. В связи 
с этим рассмотрим некоторые свойства выпуклых ломаных на 
сфере. / 

Пусть на сфере имеем две выпуклые ломаные а и Ь, звездно 
расположенные относительно точки О и обращенные выпук- 
лостью от этой точки. Пусть соответствующие звенья ломаных 
Ak-iA h и ßfe-ißft равны, а расстояния вер¬ 
шин ломаных от точки О удовлетворяют 
условиям 

OA h > OB h , (*) 

причем хотя бы для одной вершины имеет 
место строгое неравенство ( OA k >OB h ). 

Тогда угол а меньше угла ß (рис. 28). 

Действительно, в совокупности лома¬ 
ных а, удовлетворяющих условиям (*), 
найдется такая, для которой угол а макси¬ 
мален. Утверждаем, что для этой ломаной 
OA h = OB h для всех k и, следовательно, a=ß. В самом деле, 
если OA k >OB h и угол при вершине A k ломаной а не равен я, 
то угол а можно увеличить, изменив надлежащим образом рас« 
стояние OAh ■ Таким образом, у экстремальной ломаной а во 
всех вершинах A h , для которых OA h >OB k , угол должен быть 
равен я. 

Пусть А' и А" — две существенные вершины ломаной, ме¬ 
жду которыми находится вершина А к , удовлетворяющая усло¬ 
вию OAh>OBh. В вершинах А' и А", очевидно, имеют место 
равенства ОА'=ОВ', ОА"=ОВ". Подвергнем ломаную b сле¬ 
дующему преобразованию. Сохраняя длины звеньев, будем 
приближать одну из ее существенных вершин к точке О, не из¬ 
меняя расстояний от О других вершин, до тех пор, пока угол 
при этой вершине не станет равным я. Затем то же сделаем 
с другой вершиной и т. д. На каждом этапе такой деформации 
ломаной b расстояние OBh либо не изменяется, либо умень¬ 
шается. Когда ломаная Ь выпрямится в дугу большого круга, 
мы будем иметь равенство ОАь = ОВь. Но это невозможно, так 
как для исходной ломаной было OA h >OB h , а в процессе дефор¬ 
мации ломаной расстояние OBh не увеличивалось. Итак, для 



'Рис. 28. 
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экстремальной ломаной должно быть равенство OAh — OB h во 
всех вершинах. Следовательно, для любых ломаных а, b угол 
а < ß, и равенство имеет место только в том случае, когда 
ÖA k = OB h для всех вершин. При этом, очевидно, ломаные кон¬ 
груэнтны. 

Пусть теперь имеем две замкнутые ломаные а и Ь, Пусть для 
некоторой точки О, расположенной внутри областей, ограничен¬ 
ных ломаными, выполняются неравенства OA h > OB h для всех 
вершин A k . Тогда, если соответствующие звенья ломаных 
A h -iA k , ßfe_ißh равны, то OA h = OB k и, следовательно, ломаные 
конгруэнтны. Действительно, пусть А' и А" — две вершины ло¬ 
маной а. Они разбивают ломаную на две части а' и а". Пусть 
а' и а" — соответствующие им углы. Точки В' и В”, соответ¬ 
ствующие А' и А", разбивают ломаную b на части Ь' и b "\ 
соответствующие им углы обозначим ß' и ß". Так как а! + а"= 
=2п, ß'+ß"—2n, то либо ß', либо а" > ß". Допустим, что 
a'^ß'. Тогда по доказанному для всех вершин ломаной а' 
имеет место равенство OA h = OB h , и, следовательно, a'=ß.^ От¬ 
сюда заключаем, что a"=ß", и для ломаной а" тоже имеет 
место равенство OA k = OBk. Утверждение доказано. 

Обратимся теперь к многогранным углам Ѵі и Ѵ г рассма¬ 
триваемых многогранников. Совместим вершины этих углов 
с центром единичной сферы и обозначим а и b замкнутые ло¬ 
маные, которые они определяют в пересечении со сферой. Пусть 
для определенности углы Ѵі и Ѵ 2 обращены выпуклостью в сто¬ 
рону z<0. Обозначим через О точку сферы, в которой она 
пересекается с положительной полуосью г. Ввиду условия ми¬ 
нимума для функции А(Х) направления на угле Ѵі, исходящие 
из его вершины, образуют с полуосью z> 0 углы не меньше тех, 
что составляют та же полуось и соответствующие направления 
из угла Ѵ 2 . Применяя полученный выше результат относительно 
замкнутых ломаных, заключаем о равенстве ломаных а, Ь, а сле¬ 
довательно, и многогранных углов Ѵі, Ѵ 2 ■ Таким образом, соот¬ 
ветствующие по изометрии направления на углах Ѵі и Ѵ 2 обра¬ 
зуют с полуосью г>0 равные углы. Отсюда следует, что по всем 
направлениям из точки Х 0 производная А'(^ 0 )=0. Мы пришли 
к противоречию, так как для некоторых направлений из точки 
Х 0 имеет место строгое неравенство A'>0. Теорема 1 для случая 
многогранников доказана. 

Пусть теперь Fi и F 2 — общие выпуклые поверхности. Если 
множество М, где достигается минимум функции А(Х), не со¬ 
держит точек границы поверхности F it то существует область Gi 
на этой поверхности, содержащая М, замыкание которой также 
не содержит точек границы Fi. Пусть G 2 — соответствующая по 
изометрии область на поверхности F 2 , 
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По теореме 4 § 6 существуют сколь угодно близкие к поверх¬ 
ностям Fi и F 2 изометричные многогранники Р 4 и Р 2 . Так как 
множество М лежит строго внутри области G u то при достаточ¬ 
ной близости многогранников Рі и Р 2 к поверхностям Fi и F 2 , 
рассматриваемая для них функция Д(Х) достигает минимума на 
некотором множестве М многогранника Рі, не содержащем то¬ 
чек границы. А это противоречит теореме 1 в применении к мно¬ 
гогранникам Рі и Р 2 . Теорема доказана полностью. 

Как следствие теоремы 1 получается следующая теорема об 
однозначной определенности выпуклых поверхностей с краем. 

Теорема 2. Пусть Fi и F 2 — изометричные выпуклые по¬ 
верхности, однозначно проектирующиеся на плоскость ху и об¬ 
ращенные выпуклостью в одну сторону, например, в сторону 
2<0. Пусть Zi(X) — координата г точки X поверхности F u 
а z 2 (X) — координата z соответствующей по изометрии точки 
поверхности F 2 . 

Тогда, если вдоль границ поверхностей Zi{X) =z 2 (X) , то по¬ 
верхности равны. В частности, изометричные выпуклые шапки 
равны. 

Доказательство. Так как максимум и минимум разно¬ 
сти Zi(X) — z 2 (X) достигается на границе поверхностей, а там 
эта разность равна нулю, то Zi(X) — z 2 (X)=0 (для всех X). 
Пусть Хі и Х 2 — две произвольные точки поверхности Fi. Про¬ 
ведем сечение поверхности Fi плоскостью, перпендикулярной 
плоскости ху. Кривую в этом сечении, соединяющую точки Хі 
и Х 2 , обозначим у. Пусть Хі и Х 2 —точки поверхности F 2 , соот¬ 
ветствующие по изометрии Х 4 и Х 2 , а у' — соединяющая их кри¬ 
вая, соответствующая у. Если цилиндр Z' , проектирующий кри¬ 
вую у' на плоскость ху, развернуть на плоскость, то ввиду ра¬ 
венства Zi=z 2 , кривая у' на этом цилиндре переходит в кривую, 
конгруэнтную у. Так как при таком разворачивании цилиндра Z' 
расстояние между концами кривой у' не уменьшается, то про¬ 
странственное расстояние между точками Хі и Х 2 не меньше 
пространственного расстояния между точками Хі и Х 2 . Поме¬ 
няв ролями поверхности F j и F 2 , приходим к обратному заклю¬ 
чению. Именно, пространственное расстояние между точками 
Хі и Х 2 не меньше пространственного расстояния между точ¬ 
ками Хі и Х 2 . Отсюда следует равенство пространственных рас¬ 
стояний для соответствующих по изометрии пар точек поверх¬ 
ностей Fi и F 2 , а следовательно, и равенство самих поверхно¬ 
стей. Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть F t и F 2 — изометричные выпуклые по¬ 
верхности, расположенные в полупространстве z > 0 звездно от¬ 
носительно начала координат О и обращенные выпуклостью в 
одну сторону, т. в. видимые из точки О либо изнутри, либо 
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снаружи. Пусть Я — произвольная точка поверхности F u Zi(X) — 
ее координата z и рДЯ) — расстояние от точки О. Пусть z 2 (X) и 
р 2 (Я)— координата z и расстояние от точки О соответствую¬ 
щей по изометрии точки поверхности F 2 . 

Тогда положительный максимум и отрицательный минимум 
функции 


ЦХ) = 


pfw-plw 

Zi ( X)+Z 2 (X ) 


достигается на границе поверхностей. 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай аналити- 
ческих поверхностей Fi и F 2 с положительной гауссовой кривиз- 
ной. Допустим, теорема неверна, и пусть М — множество тех то* 
чек X, для которых функция 6 (Я) достигает положительного 
максимума. Множество М замкнутое и отделено от границы по¬ 
верхности Fi. Пусть Хі — точка этого множества к Х 2 — соответ¬ 
ствующая по изометрии точка поверхности F 2 . Не ограничивая 
общности, можно считать поверхности Fi и F 2 одинаково ориен¬ 
тированными. В противном случае одну из поверхностей можно 
зеркально отразить в плоскости xz. Пусть гДЯ) — вектор про¬ 
извольной точки X поверхности Fi и г 2 (Х) — вектор соответ¬ 
ствующей по изометрии точки поверхности F 2 . Не ограничивая 
общности, можно считать, что вектор-функция 
Г ._ гг(Х) + г 2 (Х) 
г?(Я)-г|(Я) 


для X, близких к Хі, задает некоторую аналитическую поверх¬ 
ность Ф. Необходимое для этого условие (ІгФО всегда может 
быть удовлетворено сколь угодно малым поворотом одной из 
поверхностей около оси z. 

Покажем, что поверхность Ф в окрестности точки г (ЯД имеет 
неположительную гауссову кривизну. Пусть Я 0 — точка поверх¬ 
ности Fi, близкая к Хі. Соединим точку X с точкой Х 0 крат¬ 
чайшей у. Пусть s (X) —длина кратчайшей, т(Х) — единичный 
касательный вектор кратчайшей в точке Х 0 , щ — единичный 
вектор внутренней нормали поверхности в точке Х 0 , ЙДЯ) — 
нормальная кривизна поверхности в точке Я 0 в направлении 
кратчайшей у. Тогда вектор-функция гДЯ) представима в виде 

т I (X) = г ! (Х 0 ) + т, (X) s (Х) + S 2 {Х ) щ + s 2 (X) е (X), 


где е(Х) мало вместе с s(X). Воспроизводя на поверхности F 2 
соответствующее по изометрии построение, получим представле¬ 
ние для векторгфункции г 2 (Я) 

r 2 (X) = r 2 (Х 0 ) + х 2 (X) s (X) + 


s 2 {X)n 2 + s 2 {X) е 2 (Я). 
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Исходя из этих представлений для вектор-функций г г (Х) 
и г 2 {Х), находим 

r®-r№) = a(j[)s + PWs4vW + s4 
где а, ß и у имеют следующие значения: 

а (X) = А, (tj + т 2 — а {а 1 х 1 — а 2 т 2 )), 
ß СЮ = — 2Я, (a^j — а 2 т 2 ) а (X), 

Y W = (Äirti + k 2 n 2 - а (fljrt А - a 2 n 2 k 2 ) ), 
a l = r l (X 0 ), 0-2 ~ r 2 Uo). ö = 2r (X 0 ), A, = —2 - Y • 

аі-а 2 

Пусть n — нормаль поверхности Ф в точке г(Ю). Имеем 
(г (X) -r(X 0 ))n = ±f(- АА + A 2 k 2 ) + e's 2 , 
где 

Лі = — л + (ал) а 1( Л 2 = л + (ал) а 2 , 
а е' мало вместе с s. Как показано в § б, A t = Л 2 ф 0. Поэтому 
(г (X) - г tf о)) л - АѴ (Äj - k 2 ) + e's 2 . 

Ввиду изометрии поверхностей F 2 и F 2 и положительности 
гауссовой кривизны разность ki — k 2 при обходе точки X около 
точки Хо либо равна нулю тождественно, либо меняет знак. 
В первом случае гауссова кривизна поверхности Ф в точке г(Х 0 ) 
равна нулю, а во втором отрицательна. Заметим, что если в 
точке Х 0 имеем ki(X) eä 2 (X), то точка Хо поверхности Fi и соот¬ 
ветствующая по изометрии точка поверхности F 2 являются точ¬ 
ками конгруэнтности. Это значит, что при совмещении этих 
точек и соответствующих по изометрии направлений в них по¬ 
верхности Fi и F 2 будут находиться в соприкосновении второго 
порядка. 

Рассмотрим теперь строение множества М тех точек X, для 
которых функция б (X) достигает максимума. Прежде всего, оно 
не может содержать внутренних точек. Действительно, если 
Хі — внутренняя точка множества М, то у нее есть окрестность, 
где б (X) =с= const. Ввиду аналитичности функции б тогда 
б(Х)=с на всей поверхности Fj. Следовательно, максимум б 
достигается на границе Fi, вопреки предположению. 

Покажем теперь, что множество М не может содержать изо¬ 
лированных точек. Допустим, Хі такая точка. В окрестности 
точки г(Х і) поверхность Ф располагается по одну сторону каса¬ 
тельной плоскости z = — , где с=шах б(Юі причем точка r(X t ) 
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является единственной точкой из этой окрестности, лежащей в 
плоскости z = -j. Отсюда следует, что найдутся сколь угодно 
близкие к г(А'і) эллиптические точки поверхности Ф. Но это не¬ 
возможно, так как поверхность Ф имеет неположительную кри¬ 
визну. Итак, множество М не содержит изолированных точек. 

Так как рассматриваемые поверхности F\ и F 2 аналитические, 
и множество М не содержит ни изолированных, ни внутренних 
точек, то оно состоит из дуг аналитических кривых. Пусть у 4 — 
такая кривая и у 2 — соответствующая по изометрии кривая на 
поверхности F 2 . По доказанному кривые уі и у 2 состоят из то¬ 
чек конгруэнтности поверхностей F t и F 2 , следовательно, яв¬ 
ляются конгруэнтными кривыми. Если поверхности F t и F 2 
совместить кривыми уі и у 2 , то при этом совместятся и касатель¬ 
ные плоскости вдоль этих кривых. По теореме Коши — Ковалев¬ 
ской в применении к уравнению Дарбу при указанном совме¬ 
щении кривых уі и у 2 совместятся также некоторые окрестности 
этих кривых на поверхностях F і и F 2 . Это означает, что окрест¬ 
ность кривой г(уі) на поверхности Ф состоит сплошь из точек 
уплощения, и, следовательно, содержит кусок плоскости. Таким 
образом, мы приходим к заключению о существовании внутрен¬ 
них точек у множества М, что уже исключено. Аналогично рас¬ 
сматривается случай отрицательного минимума функции б (А'). 
Итак, для аналитических поверхностей с положительной гауссо¬ 
вой кривизной теорема 3 доказана. 

Теперь с помощью теоремы 5 § 6 мы распространим этот ре¬ 
зультат на случай общих выпуклых поверхностей. Итак, пусть 
Fi и F 2 —- общие выпуклые поверхности, удовлетворяющие усло¬ 
виям теоремы 3. Допустим, теорема неверна и положительный 
максимум функции б (А) достигается на множестве М, не со¬ 
держащем точек границы. Так как М — замкнутое множество, 
то существует область G t на поверхности F lf содержащая мно¬ 
жество М, причем замыкание G t также не содержит точек гра¬ 
ницы поверхности F t . Пусть G 2 — соответствующая по изоме¬ 
трии область на поверхности F 2 . По теореме 5 § б существуют 
изометричные аналитические поверхности Ф 4 и Ф 2 , сколь угодно 
близкие к поверхностям и f 2 в областях Gi и G 2 . При доста¬ 
точной близости поверхностей Фі и Ф 2 к F t и F 2 соответственно 
функция б (А) для этих поверхностей также достигает макси¬ 
мума на некотором множестве М, не содержащем точек границы 
поверхности Ф 4 . Но это противоречит теореме 3 в применении 
к поверхностям Ф 4 и Ф 2 , для которых она уже доказана. Тео¬ 
рема доказана полностью. 

Как следствие теоремы 3 получается следующая теорема 
А. Д. Александрова и Е. П. Сенькина [18]. 
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Теорема 4. Пусть F l и F 2 — изометричные выпуклые по¬ 
верхности, расположенные в полупространстве z > 0 звездно отно¬ 
сительно начала координат О и обращенные выпуклостью в одну 
сторону, т. е. видимые из точки О либо внутри, либо снаружи. 

Тогда, если соответствующие по изометрии точки границ по¬ 
верхностей Fi и F 2 находятся на одинаковом расстоянии от 
точки О, то поверхности равны. 

Доказательство. Пусть X — произвольная точка поверх¬ 
ности F it Zi(X) — ее координата z и рДЙГ) —расстояние от 
точки О. Пусть z 2 (X) и р 2 (А) —координата z и расстояние от 
точки О соответствующей по изометрии точки поверхности F 2 . 
По условию теоремы функция 




pUx)-pI(X) 
*і (Я) +*,(*) 


на границе поверхности F t равна нулю. В силу теоремы 3 эта 
функция равна нулю тождественно на поверхности F lt т. е. 
Р1 (Х)=р 2 (Х). 

Возьмем две произвольные точки X t и Уі на поверхности Fi 
и рассечем поверхность Fi плоскостью, проходящей через точки 
Хі, Уі и О. Отрезок полученной кривой, соединяющий точки Хі 
и Уі, обозначим через уі. Пусть у 2 — соответствующая по изо¬ 
метрии кривая на поверхности F 2 и Х 2 , У 2 — ее контуры. По¬ 
строим конус V, проектирующий кривую \ 2 из точки О. Развер¬ 
нем конус V на плоскость. Тогда ввиду условия pi (Х) == р 2 (X ) 
кривая у 2 перейдет в кривую, конгруэнтную у 4 . Так как при 
этом разворачивании расстояние между концами Х 2 и У 2 кривой 
у 2 может только увеличиваться, то пространственное расстояние 
между точками Хі и Уі поверхности Fi не меньше простран¬ 
ственного расстояния между соответствующими точками Х 2 и 
У 2 поверхности F 2 . Поменяв ролями поверхности Fi и F 2 , прихо¬ 
дим к обратному заключению. Именно, расстояние между точ¬ 
ками Х 2 и У 2 не меньше расстояния между точками Хі и Уі. 
Отсюда заключаем, что пространственные расстояния между 
соответствующими парами точек поверхностей Fi и F 2 равны. 
Следовательно, поверхности равны. Теорема доказана. 


§ 8. Однозначная определенность бесконечных 
выпуклых поверхностей с полной кривизной 2л 

Теорема. Бесконечные изометричные выпуклые поверх¬ 
ности с полной кривизной 2л равны. 

Доказательству этой теоремы мы предпошлем ряд лемм. 
Пусть F — бесконечная выпуклая поверхность с полной кривиз¬ 
ной 2л, и О — точка на ней. Проведем из точки О полупрямую I 
внутрь тела, ограниченного поверхностью F. Примем точку О 
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за начало декартовой системы координат хуг, а полупрямую t — 
за положительную ось г. Всюду далее мы будем предполагать 
такое расположение поверхности относительно плоскости ху. 

Лемма 1. Пусть s (л) — расстояние точки X поверхности F 
от точки О на поверхности и ft(X) — угол, который образует 
опорная плоскость поверхности в точке X с плоскостью ху. То¬ 
гда при s(X) —>• оо угол 6(Х) -* я/2. 

Доказательство. Допустим, утверждение неверно. То¬ 
гда существует последовательность точек X h на поверхности F 
такая, что —>-оо, a i &(X h )< —е, где е — некоторое поло¬ 

жительное число. Прямолинейный отрезок OX h образует с пло¬ 
скостью ху угол меньше л/2 — в при каждом k. Выберем из 
отрезков OXk сходящуюся подпоследовательность. Предел этой 
подпоследовательности есть полупрямая V, исходящая из точ¬ 
ки О и принадлежащая телу, ограниченному поверхностью. Она 
образует с осью г угол не меньше в. Отсюда следует, что пре¬ 
дельный конус поверхности содержит две различные полупря¬ 
мые: полуось 2>0 и полупрямую V. Так как эти полупрямые об¬ 
разуют угол не меньше е, то кривизна предельного конуса не 
больше 2л — 2е. Следовательно, кривизна поверхности, будучи 
равна кривизне предельного конуса, меньше 2л. Мы пришли 
к противоречию. Лемма доказана. 

Лемма 2. Пусть а (г)— плоскость, параллельная пло¬ 
скости ху и проведенная на расстоянии г от нее-, у (г) — кривая, 
по которой плоскость а (z) пересекает поверхность F, и /(г) — 
длина этой кривой. Тогда при z —► оо отношение l(z)/z — *0. 

Доказательство. Допустим, утверждение неверно. То¬ 
гда существует последовательность плоскостей a (Zk) такая, что 
Zä— *• оо, но l(Zk)/Zh>B, где е — некоторое положительное число. 
Кривая y(Zh) выпуклая. Поэтому на ней найдется точка X k , ко¬ 
торая удалена от оси z на расстояние не меньше l(z) /2л. Угол 
6ft, образуемый отрезком 0X h с полуосью z>0, удовлетворяет 
неравенству tg6>e/2n. Отсюда, рассуждая, как и в доказатель¬ 
стве леммы 1, заключаем, что поверхность F имеет кривизну, 
меньшую 2л, и таким образом приходим к противоречию. 

Лемма 3. Пусть у (X) — кратчайшая, соединяющая точку X 
поверхности F с точкой О, Ъ(Х) — угол, образуемый полу каса¬ 
тельной к кратчайшей у(Х) в точке X с плоскостью ху. Тогда 
при s(X) —>оо угол 6(Х) —*л/2. 

Доказательство. Допустим, утверждение неверно. То¬ 
гда существует последовательность точек X h на поверхности та¬ 
кая, что s(X h ) -юо, но 6(Xft)<y— е, где е—некоторое поло¬ 
жительное число. Проведем опорную плоскость а поверхности 
F, параллельную плоскости ху. Пусть z(X) — расстояние точ* 
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ки X поверхности от плоскости а, б (X) — расстояние между 
проекциями точек X и О на плоскость а. Ломаная с, соединяю¬ 
щая точки X и О, составленная_из перпендикуляров, опущенных 
из точек X и О на плоскость а, и прямолинейного отрезка, со¬ 
единяющего их основания, расположена вне тела, ограничен¬ 
ного поверхностью F. По теореме Буземана (гл. II, § 1) длина 
этой ломаной не меньше s(X). Отсюда следует, что z(X k ) + 
+ 8(Xh)— * <х> при k-*oo. Так как 
б {X h )/z(X h ) -* 0 (лемма 2), то 
z(Xh) —» оо. 

Обозначим y(X h ) кривую, по ко¬ 
торой пересекает плоскость z= const, 
проходящая через точку X к , по¬ 
верхность F. Пусть 1(Х к ) —длина 
этой кривой. Развернем цилиндр, 
проектирующий кратчайшую у (Х к ), 
на плоскость. Согласно теореме Ли¬ 
бермана (гл. II, § 1) кривая y(X h ) Рис. 29. 



переходит при этом в выпуклую кри¬ 
вую (рис. 29). Оценим длину d h гипотенузы треугольника OPX h . 
Во-первых, очевидно, d h <s(X h ). Далее s(X k )_<z(0) +б (X h ) + 
+z{X h ) +2а, б (X h )<l(X h ), так как кривая у{Х к ) охватывает 


z(X k ) + ö(X k )+z(0) + 2a • 


При k —> оо правая часть неравенства стремится к единице. Сле¬ 
довательно, —> я/2, вопреки предположению. Лемма доказана. 

Лемма 4. Пусть Fi и F 2 — две бесконечные изометричные 
выпуклые поверхности, расположенные над плоскостью ху, об¬ 
ращенные выпуклостью к этой плоскости в том смысле, что 
внешние нормали к их опорным плоскостям образуют с полу¬ 
осью 2<0 углы *Ся/2. Пусть а (г) — плоскость, параллельная 
плоскости ху, проведенная на расстоянии z от нее, yi(z) — кри¬ 
вая пересечения этой плоскости с поверхностью Fi и у 2 (z) — со¬ 
ответствующая по изометрии кривая на поверхности Р 2 . Тогда 
при достаточно большом z кривая у 2 (z) проектируется на пло¬ 
скость ху в выпуклую кривую. 

Доказательство. Согласно лемме 1 при достаточно 
большом z углы, образуемые плоскостью ху и опорными пло¬ 
скостями поверхностей Fi и F 2 вдоль уДг) и уа (г), больше 
я/2 — е. Пусть Оі и 0 2 две фиксированные, соответствующие 
по изометрии точки поверхностей Fi и F 2 , Хі и Х 2 — произволь¬ 


ные, соответствующие по изометрии точки кривых уДг) и уДг), 
уі(Хі) и у 2 (Х 2 ) — соответствующие по изометрии кратчайшие, 
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соединяющие точки Хі и Х 2 с точками Оі и 0 2 соответственно. 
По лемме 3 углы, образуемые полукасательными к кратчайшим 
УііХі) и у 2 (Х 2 ) в точках Хі и Х 2 с плоскостью ху, больше я/2 — 
— е, если достаточно велико г. Отсюда следует, что при до¬ 
статочно большом г углы, образуемые полукасательными кри- 
вой у 2 (z) с плоскостью ху, меньше 2е. 

Выберем теперь z настолько большим, чтобы углы, образуе¬ 
мые плоскостью ху и опорными плоскостями поверхности F 2 
вдоль кривой y 2 (z), были больше -j — е, а полукасательные 
к кривой у 2 (z) с той же плоскостью ху образовали углы мень¬ 
ше е, где е — малое положительное число. Покажем, _что при 
достаточно малом е кривая у 2 (г:) — проекция кривой у 2 (z) на 
плоскость ху — ограничивает выпуклую область a 2 (z). Допу¬ 
стим, область a 2 (z) не выпуклая. Построим выпуклую оболоч¬ 
ку 6 области a 2 (z). Пусть с —граница выпуклой области Ь. Так 
как у 2 (z) — простая замкнутая кривая, а 
ЬФа 2 (z), то на кривой г найдется точка, 
не принадлежащая у 2 (z). Эта точка при¬ 
надлежит прямолинейному отрезку t кри¬ 
вой с, концы которого принадлежат y 2 (z) 
(рис. 30). Обозначим через m соответ¬ 
ствующий этому прямолинейному отрезку 
участок кривой у 2 (г). Замкнутая кривая, 
составленная из m и t, ограничивает об¬ 
ласть О, лежащую вне о 2 (г). 

Отметим на продолжении отрезка t по 
разные его стороны две достаточно уда¬ 
ленные точки А к В. Проведем через эти 
точки окружность максимального радиуса, 
содержащую область и такую, чтобы ее 
центр и область G лежали по разные сто¬ 
роны от прямой, содержащей t. Такая окружность упирается 
в кривую m в некоторой точке Р. Пусть т — опорная прямая 
к кривой m в этой точке, а п — нормаль к ней, идущая внутрь 
области G. Проведем через точку Q нормали п, близкую к Р, 
прямую т q, параллельную т, и обозначим М и N ближайшие 
к Q точки пересечения ее с кривой пг. Соединим точки кривой 
y 2 (z), которые проектируются в точки М и N, кратчайшей у в 
области, ограниченной кривой y 2 (z) на поверхности Р 2 . Это воз¬ 
можно, так как упомянутая область внутренне выпукла. При¬ 
меним к кратчайшей у теорему Либермана, взяв в качестве 
направления проектирования направление нормали п. Так как 
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концы кратчайшей у проектируются на плоскость ху в точки М 
и N, то проекция у геодезической у на плоскость ху будет 
лежать с одной стороны от прямой т<з, именно с той стороны, 
куда направлена нормаль п. Тем более она будет с одной сто¬ 
роны от прямой т. Если точка Q достаточно близка к Р, то 
длина кривой у будет сколь угодно малой. Поэтому точка L 
пересечения кривой у с нормалью п будет также сколь угодно 
близка к Р. Но все точки полупрямой п, близкие к Р, лежат 
в области G, т. е. вне a 2 (z). Мы пришли к противоречию, ибо 
кривая у должна проходить в а 2 (г). Лемма доказана. 

Доказательство теоремы. Рассмотрим сначала слу¬ 
чай регулярных дважды дифференцируемых поверхностей. Итак, 
пусть Р — дважды дифференцируемая бесконечная выпуклая 
поверхность с полной кривизной 2л и F' — изометричная ей 
выпуклая поверхность. Расположим поверхности F и F' так, 
чтобы в начале координат О совпали две соответствующие по 
изометрии точки поверхностей F и F' и чтобы положительная 
полуось z проходила внутри каждой из поверхностей. 

Возьмем достаточно большое h и проведем плоскость z=h. 
Эта плоскость пересекает поверхность F по кривой у, ограничи¬ 
вающей шапку G на поверхности F. Соответствующие по изо- 
метрии кривую и область на поверхности F' обозначим у' и G'. 
Как показано выше (леммы 1, 2, 4), при достаточно большом h 
для кривых у и у' выполняются следующие условия: 

1. Касательные плоскости F вдоль кривой у и касательные 
плоскости поверхности F' вдоль кривой у' образуют с осью z 
сколь угодно малые углы. 

2. Касательные кривой у' образуют с плоскостью ху сколь 
угодно малые углы. 

3. Область G' проектируется на плоскость ху в выпуклую 
область. 

Введем на поверхности F какую-нибудь координатную сеть 
и, ѵ и перенесем ее по изометрии на поверхность F'. В силу 
изометрии поверхностей F и F' коэффициенты е, f, g первых 
квадратичных форм поверхностей F и F' совпадают. Пусть 
I, m, п и т', п' — коэффициенты вторых квадратичных форм. 
Обозначим Я, р, ѵ и X', р/, ѵ' — коэффицие нты вто рых квадра¬ 
тичных форм, деленные на дискриминант 1 f eg —f 1 первой ква¬ 
дратичной формы. Тогда имеет место следующая формула: 


И 

о 


\nda = 


Х — Х', р — р', I 
— р', ѵ — V, I 
j {[(и' -!*)/•«- {X' - X) r v ] du + [(v' - v) r u 


■W~V)r v \dv}, (*) 
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где п — нормаль к поверхности F, а г — вектор точки этой по* 
верхности. Эта формула получается аналогично тому, как вы¬ 
водится формула Герглотца для изометричных поверхностей 
в работе Н. В. Ефимова [33]. 

Умножим скалярно равенство (*) на единичный вектор е, 
имеющий направление отрицательной полуоси г, и оценим пра¬ 
вую часть полученного равенства. Очевидно, она инвариантна 
относительно выбора координатной сети и, ѵ. Если же в каче¬ 
стве координатной сети взять полугеодезическую сеть, построен¬ 
ную на базе у. то правая часть равенства принимает вид 

J (К-К') № ds, (**) 

где К' я К — нормальные кривизны поверхностей F' и F вдоль 
кривых у и у'; I — единичный касательный вектор поверхности 
F, перпендикулярный касательной у и направленный в сто¬ 
рону G; ds — элемент дуги кривой у. 

Величина интеграла (**), естественно, зависит от плоскости 
z=h, отрезающей шапку G. Покажем, что если h достаточно 
велико, то величина каждого из двух интегралов 

J К Ш ds и J K'(el)ds 

у у 

сколь угодно близка к 2я, а следовательно, их разность (**) 
сколь угодно мала. 

Обозначим а угол, образуемый нормальной плоскостью по¬ 
верхности F', проведенной через касательную к кривой у', и 
соприкасающейся плоскостью этой кривой, ß — угол, образуе¬ 
мый касательной плоскостью F' и касательной плоскостью к ци¬ 
линдру Z', проектирующему кривую у' на плоскость ху\ Ф — 
угол, образуемый касательной кривой у' с плоскостью ху. 

Геодезическая кривизна кривой у' равна k'tga. По теореме 
Гаусса — Боннэ в применении к области G' на поверхности F' 

©о'+ J k'tgads = 2n, 

У 

где ( 0 <з' — интегральная кривизна области G'. 

Нормальная кривизна цилиндра Z' в направлении, перпен¬ 
дикулярном к его образующим, равна ft' cos (а— ß)/cos а cos О. 
Поэтому 


Г cos»<fe — 2Я. 

J cos а cos хг 
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Отсюда 

J А' cos ß ds + J k' tg a sin ß ds — 2я. 

v' v' 

При достаточно большом А углы ß сколь угодно малы, и так 
как A' tg a > 0 и 

J A'tgads<2ff, 

то при достаточно большом А 

J A'cosßds 


сколь угодно мало отличается от 2я. Наконец, так как при до¬ 
статочно большом А величины cos ß и (eg) близки к единице, то 
значение интеграла 

J (el)k'ds 

■Г 

также сколь угодно близко к 2я. Аналогично при достаточно 
большом Л устанавливается близость к 2я интеграла 

J (eg) |*| ds. 

Так как оба рассмотренных интеграла при достаточно боль¬ 
шом А сколь угодно близки к 2я, то их разность (**) сколь 
угодно близка к нулю. Это позволяет из формулы (*), пере¬ 
ходя к пределу при h-+ оо, получить следующее соотношение: 
Г Г ІЯ — Л,' и- — |х'I 

■•Д-р' ѵ-ѵ'Н^ 0 - <•*•> 

Ввиду изометрии поверхностей F, F' и неотрицательности 
гауссовой кривизны А/ѵ — р 2 =ЛѴ — р' 2 > 0. Отсюда, как из¬ 
вестно, следует, что 

I Я, — А/ р — р' I 

, . < 0 . 

I Р - р' ѵ - V I ^ 

Так как ( пе) >-0 всюду на поверхности F, то подынтегральное 
выражение в формуле (***) сохраняет знак. Отсюда 


А, — Я' р — р' 
р - р' ѵ - V 


(пе) - 0. 


Пусть в точке X поверхности F гауссова кривизна положи« 
тельна. При »том точка X эллиптическая, и, следовательно, ее 
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сферический образ является внутренней точкой. Поэтому ( пе )> 
>0. Таким образом, в точке X 

ІЯ, — Я,' ц — ц' I 

. , = 0. 

I (J, - (X' V - V' I 

Так как в этой точке Аѵ — р 2 > 0, то А=А', ц = р/, у=ѵ'. Итак, в 
соответствующих по изометрии точках с положительной гауссо¬ 
вой кривизной совпадают не только первые, но и вторые квад¬ 
ратичные формы поверхностей F и F'. Отсюда заключаем, что 
соответствующие по изометрии области поверхностей F и F' 
с положительной гауссовой кривизной конгруэнтны. 

Пусть Я —связная компонента множества тех точек по¬ 
верхности F, где гауссова кривизна положительна, и Н' — соот¬ 
ветствующая по изометрии область на поверхности F'. Совме¬ 
стим поверхности F и F' областями Я и Я'. Возможность такого 
совмещения доказана выше. Касательные плоскости вдоль гра¬ 
ниц областей Я и Я' огибают развертывающиеся поверхности. 
Эти поверхности содержат области нулевой кривизны поверх¬ 
ностей F и F', прилегающие к Я и Я' соответственно. Отсюда 
следует, что совмещением областей Я и Я' достигается совме¬ 
щение смежных областей L и L' нулевой кривизны. Если К и 
К' — области положительной кривизны, примыкающие к обла¬ 
стям L и U, то и они, будучи совмещены на участке общей 
границы с L и L', тоже оказываются совмещенными. Таким спо¬ 
собом последовательное рассмотрение областей положительной 
и нулевой кривизны приводит в конце концов к заключению 
о совмещении поверхностей F и F' в целом. Теорема для случая 
регулярных поверхностей доказана. 

Перенесение полученного результата на случай общих вы¬ 
пуклых поверхностей довольно сложно, поэтому мы ограни¬ 
чимся лишь изложением идеи доказательства. Итак, пусть те¬ 
перь F и F' — общие выпуклые поверхности. 

Построим последовательность аналитических поверхностей 
F n , сходящуюся к F, и установим какой-нибудь гомеоморфизм 
F n и F, обеспечивающий сходимость внутренних метрик F n к F 
(если, например, F не вырождается, то в качестве такого гомео¬ 
морфизма можно взять проектирование F на F n из какой-ни¬ 
будь точки, расположенной внутри F). 

Пусть ft и Я — два числа, из которых первое достаточно 
велико, а второе гораздо больше первого (Л < Я). Отрежем от 
поверхностей F и F' плоскостью г=Н шапки Ф и Ф'. Им соот¬ 
ветствуют на поверхности Е„ в силу изометрии поверхностей 
F, F' и гомеоморфизма F на F„ некоторые области. Построим 
выпуклые оболочки этих областей на F n и обозначим их Ф„ и 
Ф^. (Под выпуклой оболочкой множества М на выпуклой по* 
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верхности понимают минимальную выпуклую область, содер¬ 
жащую это множество.) Как известно, существуют аналитиче¬ 
ские шапки Ф„ и Ф„, изометричные Ф„ и Ф„ (§ 10 гл. II). Из 
однозначной определенности выпуклых шапок (теорема 2 § 7) 
следует, что при п-> оо поверхности Ф„ и Ф' п сходятся к по¬ 
верхностям, равным Ф и Ф' соответственно. Не ограничивая 
общности, можно считать, что Ф„ -» Ф, а Ф ге ->Ф . 

Отрежем от поверхности Ф„ плоскостью z=h шапку ©„ и 
обозначим через ©„ область на Ф„ соответствующую по изомет¬ 
рии со„. Введем для поверхностей а> п и <»' выражение 

Подобно тому как в доказательстве теоремы для регулярных 
поверхностей (см. выше), устанавливается, что при достаточно 
больших h, Н и п выражение Q сколь угодно мало. 

Предположим теперь для простоты изложения, что поверх¬ 
ности F и F' гладкие и существенно выпуклые. Возьмем произ¬ 
вольную точку Х 0 на поверхности F и назовем расположение 
поверхностей F тл F' нормальным, если с точкой Х 0 совпадает 
соответствующая по изометрии точка Хо поверхности F' и совпа¬ 
дают соответствующие по изометрии направления в этих точ¬ 
ках (поверхности предполагаются одинаково ориентирован¬ 
ными), а общая касательная плоскость поверхностей в точке 
Хо = .Хо является плоскостью ху. 

Пусть поверхности F и F' находятся в расположении, близ¬ 
ком к нормальному. Обозначим через г(Х) вектор произвольной 
точки X поверхности F; г'(Х) —вектор соответствующей по изо¬ 
метрии точки поверхности F'; г п (Х) и г' (X) — векторы соответ¬ 
ствующих точек поверхностей F n и F n . Рассмотрим две поверх¬ 
ности 5 и S„,_ заданные в_окрестности точки Х 0 векторными 
уравнениями г = г ( X) + г' (X), r = r n (X) + r' n {X), где г'*{Х) и 
г' (X) — зеркальные изображения векторов г' (X) и г' {X) 
в плоскости ху. Первая из этих поверхностей гладкая, а вторая 
аналитическая и имеет всюду неположительную гауссову кри¬ 
визну (см. доказательство теоремы § 6 гл. II). Абсолютная 
кривизна поверхности S„ оценивается величиной £2, и так как 
последняя сколь угодно мала при больших h и п, то абсолют¬ 
ная кривая S„ при этом также сколь угодно мала. 

Возьмем теперь замкнутый контур у на поверхности S. Пусть 
у — его сферическое изображение, у п — соответствующий кон¬ 
тур на S n и уп — его сферическое изображение. Допустим, что 
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контур у охватывает какую-нибудь точку Р единичной сферы. 
Очевидно, при достаточно большом п контур у„ также охваты¬ 
вает точку Р. Если d — расстояние точки Р от у, то расстояние 
Р от Yn при достаточно большом п больше dl 2. Отсюда следует, 
что абсолютная кривизна S n больше площади геодезического 
круга радиуса d/2. Но это невозможно, так как абсолютная 
кривизна поверхности S n при достаточно больших кип сколь 
угодно мала. Таким образом, контур у не может охватывать 
никакой точки Р. 

Отсюда следует, что поверхность S развертывающаяся и 
имеет обычное для развертывающихся поверхностей строение 
с прямолинейными образующими и стационарной касательной 
плоскостью вдоль каждой образующей' (теорема 1 § 4 гл. IX). 
Прямолинейной образующей поверхности S соответствуют на 
поверхностях F и F' конгруэнтные кривые. Из наличия семей¬ 
ства конгруэнтных кривых на изометричных F и F' легко заклю¬ 
чаем о конгруэнтности самих поверхностей. Доказательство 
теоремы в случае общих выпуклых поверхностей без предпо¬ 
ложения гладкости и строгой выпуклости ведется в том же 
плане, но гораздо сложнее в деталях. 

§ 9. Однозначная определенность бесконечных 
выпуклых поверхностей 
с полной кривизной, меньшей 2л 

Из теоремы С. П. Оловянишникова (см. § 11 гл. I) о реали- 
зации полной метрики бесконечной выпуклой поверхностью, 
в частности, следует возможность нетривиальных изометриче¬ 
ских преобразований (изгибаний) бесконечных выпуклых по¬ 
верхностей с полной кривизной, меньшей 2п. Именно, имеет ме¬ 
сто следующая теорема. 

Пусть F — бесконечная выпуклая поверхность с полной кри¬ 
визной ю<2я, y — луч на F. Тогда, если К — произвольная вы¬ 
пуклая коническая поверхность с той же кривизной в вершине, 
что и F, а t — любая ее образующая, то найдется выпуклая по¬ 
верхность F*, изометричная F, одинаково с ней ориентирован¬ 
ная и такая, что К будет предельным конусом для F*, а t — 
предельной образующей для луча y*. где у* — образ у на F*. 

В связи с этой теоремой, естественно, возникает вопрос, 
в какой мере бесконечная выпуклая поверхность определяется 
ее метрикой, предельным конусом и предельной образующей 
для заданного на ней луча. Ответ на этот вопрос дает следую¬ 
щая теорема. 

Теорема 1. Пусть Fi и F 2 — бесконечные, полные, выпук¬ 
лые, изометричные, с полной кривизной ш<2л, одинаково ориен- 
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тированные поверхности, имеющие общий предельный конус К, 
и образующая t этого конуса является предельной образующей 
для двух соответствующих по изометрии лучей ѵі и у 2 поверх¬ 
ностей Fi и F 2 . 

Тогда поверхности Fi и F 2 равны и параллельно располо¬ 
жены, т. е. могут быть совмещены параллельным переносом. Ко¬ 
роче: бесконечная выпуклая поверхность с полной кривизной, 
меньшей 2я, определяется однозначно ее метрикой, ориента¬ 
цией, предельным конусом и предельной образующей какого- 
нибудь луча на ней. 

Мы ограничимся доказательством этой теоремы для случая 
гладких поверхностей и гладкого конуса. 

Пусть О — вершина конуса К■ Построим минимальный кру¬ 
говой конус К с вершиной О, содержащий К. Ось построенного 
так кругового конуса проходит существенно внутри конуса К- 
Совместим поверхности Fi и F^ начальными точками лучей уі 
и у 2 с вершиной О конусов К, К и отнесем их к прямоугольным 
декартовым_координатам, приняв точку О за начало координат, 
ось конуса К — за ось г, плоскость, ей перпендикулярную, про¬ 
ходящую через точку О, — за плоскость ху, за полупростран¬ 
ство z> 0 примем то из полупространств, определяемых пло¬ 
скостью ху, в котором лежит конус К. 

Пусть бесконечная выпуклая поверхность F имеет конус К 
в качестве предельного конуса. Обозначим s(X) расстояние 
произвольной точки X поверхности F от начала координат О по 
поверхности, р(Х) — расстояние между точками X и О в про¬ 
странстве, h(X) —расстояние точки X от плоскости ху. 

Лемма 1. При s(Z) —>• оо величины h(X), р(Х) —»■ се, 
р (X) /s (X) —* 1, 0< Ci <h (х) /р (X) <с 2 < 1, 
причем с 1 и с 2 не зависят от X. 

Доказательство. Во-первых, покажем, что h(X) -* оо, 
когда s(X)— >оо. В самом деле, если бы это было неверно, то 
существовала бы последовательность точек X k такая, что 
s(X k ) -*оо, а h(X k )<h 0 . Но тогда последовательность точек X h 
расположена на шапке, которую отрезает от поверхности F 
плоскость z=h 0 . Если d — диаметр основания этой шапки, а 
hi — ее высота, то расстояние между любыми двумя точками 
шапки, в частности расстояние s(X h ) между точками О и X h , не 
больше d+2h 0 и, следовательно, ограничено. Мы пришли к про¬ 
тиворечию. Итак, h(X) -* оо при s(JQ —юо. То, что р(Я) — >оо 
при s(Jf) —► оо, следует из того, что h(X) —>оо и очевидного не¬ 
равенства Л(Х)<р(Л). 

Покажем теперь, что при достаточно большом s(X) мож¬ 
но указать постоянные Сі > 0 и с 2 < 1 такие, что выполняется 
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неравенство Ci <h(X)/p(X)< с 2 . Для этого построим два конуса 
вращения хі и и 2 с вершиной О и осью вращения z так, чтобы ко¬ 
нус иі содержался внутри конуса /С, а конус и 2 охватывал конус 
К. Все точки Я поверхности F, достаточно удаленные от начала 
координат О, находятся в области между конусами иі и и 2 . Для 
таких точек поверхности, очевидно, выполняется неравенство 
Ci<.h(X)lp(X) <с 2 , где Сі>0 и с 2 <1 — постоянные, зависящие 
только от углов раствора конусов хі и % 2 . 

Покажем, что р (X)/s(X) —*■ 1 при s(X) —>-оо. Для этого сме¬ 
стим отрезок ОХ в направлении оси z в сторону z< 0 на рас¬ 
стояние Xh(X) (Я>0). Прямолинейные 
отрезки, которые при этом смещении 
описывают точки X и О, и отрезок ХО в 
смещенном положении образуют лома¬ 
ную, соединяющую точки X и О поверх¬ 
ности F (рис. 31). Так как при п-* оо 
поверхности F n = F сходятся к конусу 

К, то при сколь угодно малом, но фи¬ 
ксированном Я построенная нами лома¬ 
ная будет расположена вне тела, огра¬ 
ниченного поверхностью F, если только 
достаточно велико s(X). Применяя к 
этой ломаной теорему Буземана, прихо¬ 
дим к неравенству s(X) <р(Х) +2Xh(X). 
Присоединяя к нему очевидное неравенство p(Z)<s(X), путем 
простых преобразований находим 1 > р (X)/s (X) > при 

достаточно большом з(Л'). Но это и выражает собой то, что 
p(X)Js(X) — 1 при s(k) —*■ оо. Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть r(s) — вектор точки луча у, соответствую¬ 
щей дуге s, т 0 — единичный вектор предельной образующей 
луча у. Тогда при s— ►оо отношение (r(s) — sx 0 )/s— >-0. 

Доказательство. Обозначим т(з)-=г'(з) единичный ка¬ 
сательный вектор луча у в точке, соответствующей дуге s. Тогда 
по теореме Оловянишникова т(з) -*-т 0 при з—► оо. Далее 

Г (s) = J т (s) ds = J x 0 ds + J (т - т 0 ) ds = st 0 + se (s), 

о 0 0 

причем e(s) ->0, когда s —*• 00 , так как t(s) —»to при s-*oo. От¬ 
сюда получаем ( r(s) — sxo)/s-*0 при s—► 00 . Лемма 2 дока¬ 
зана. 

Параллельным сдвигом совместим поверхности Fi и F 2 на¬ 
чальными точками лучей уі и у* н введем прямоугольные декар- 
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товы координаты описанным выше способом. Обозначим Гі(Х) 
вектор произвольной точки X поверхности F u r 2 (X) — вектор 
соответствующей по изометрии точки поверхности F 2 . 

Лемма 3. Пусть Fi и F 2 — выпуклые поверхности, удовле¬ 
творяющие условиям теоремы 1. Тогда (гі{Х) — r 2 (X)) /s (X) —>- 0 , 
если s (X) г* оо. 

Доказательство. Если точка X удаляется в бесконеч¬ 
ность вдоль луча уь заключение леммы непосредственно следует 
из леммы 2. Допустим, в общем случае утверждение не верно. 
Тогда существуют положительное число е и последовательность 
точек Xh такие, что s(X h ) —*• оо, а 

кГ(х*)-г 2 (х*)| >«(**). 

Проведем через точку Xh плоскость, параллельную пло¬ 
скости ху. Она пересечет луч уі в точке Y k . Обозначим A ft 
треугольник на поверхности Р и образуемый кратчайшими OX h , 
X k Yh и OYk. Пусть Д* — треугольник на поверхности F 2 , соответ¬ 
ствующий по изометрии A ft ; О, Х%, Yk — вершины этого тре¬ 
угольника. 

Подвергнем поверхности F і и F 2 преобразованию подобия 
с центром гомотетии О и коэффициентом подобия 1 /а(Ул). По¬ 
лученные при этом поверхности обозначим Fi и F 2 , треуголь¬ 
ники на них, соответствующие А* и А^, обозначим A h и А*; вер¬ 
шину этих треугольников — О, % h , Y h и соответственно О, 
Xk, Yk. При k — ► оо обе последовательности F\ и F 2 сходятся 
к предельному конусу К поверхностей Fi и F 2 . Не ограничивая 
общности, _можно считать, что последовательности треугольни¬ 
ков Aft и А* сходятся. Ибо, если это не так, можно выделить 
подпоследовательности поверхностей F[ и F* с общими номе¬ 
рами, обладающие этим свойством. 

В силу леммы 2 последовательности вершин У* и У* при 
k-*oo сходятся к точке ¥ предельной образующей лучей уі и 
у 2 , находящейся на единичном расстоянии от начала коорди¬ 
нат О- последовательности вершин Xk и Xh сходятся к точкам 
Хил' предельного конуса л; последовательности треугбльни- 
ков_А а и Aft сходятся к треугольникам ДиД'с вершинами Ö, 
X, У й соответственно О, X', ¥'. 

Треугольники А и А' имеют соответственно равные стороны, 
равные нулю кривизны, и поэтому равны. Іак как |ri(X ft ) — 
— Гг{Х к ) I >es(X k )_ L то вершины X и X' не могут совпадать. Но 
треугольники А и А' имеют общую сторону ОУ и, следовательно, 
в смысле внутренней геометрии конуса К расположены снимет* 
рично относительно предельной образующей лучей уі и у 2 . Это 
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же противоречит тому, что поверхности F t и F 2 одинаково 
ориентированы. Если треугольник_Д вырождается в отрезок, 
точка X лежит на образующей ОУ, точка X', одинаково с X 
удаленная от У и О, на конусе К должна совпадать с X, а это 
противоречит предположению. Лемма 3 доказана полностью. 

Лемма 4. Углы между соответствующими по изометрии на¬ 
правлениями на поверхностях Fi и F 2 в точках X и X', соответ¬ 
ствующих по изометрии, сколь угодно малы, если s(X) доста¬ 
точно велико. 

Доказательство. Допустим, утверждение неверно. То¬ 
гда существуют последовательности соответствующих по изомет¬ 
рии точек Х п и Х' п на поверхностях Fi и F 2 и соответствующих 
по изометрии направлений на этих поверхностях в точках Х п 
и Хп такие, что s(X n ) ->оо, а угол ft между направлениями 
больше е>0. 

Соединим точку Х„ кратчайшей уп на F і с началом коорди¬ 
нат О и обозначим t n полукасательную к у„ в точке Х п . Пусть 
при п—*оо направление ОХ п сходится к направлению образую¬ 
щей t предельного конуса К. Тогда t n -+t. Покажем это. 

Обозначим F n поверхность, получаемую из F преобразова¬ 
нием подобия относительно точки О с коэффициентом подобия 
l/s(X n ). Пусть Х п — точка, а у п — кратчайшая на этой поверх¬ 
ности, соответствующие точке Х„_и кратчайшей у„ на F t . При 
п-+оо последовательность точек Х„ сходится к некоторой точ¬ 
ке А на образующей t предельного конуса К\ последователь¬ 
ность кратчайших у п сходится к отрезку ОА образующей t. Из 
теоремы 9 § 1 гл. II следует, что полукасательные к кратчайшим 
у п в точках Х п при л -+ оо сходятся к направлению отрезка О А. 
В силу подобия полукасательные t n сходятся к тому же пре¬ 
делу. 

Так как направления отрезков ОХ п сходятся к направле¬ 
нию той же образующей t предельного конуса, то по доказан¬ 
ному в точках Хп и Хп при достаточно большом п найдутся 
два направления, образующие сколь угодно малый угол — это 
направления полукасательных к кратчайшей у п в точке Х п и со¬ 
ответствующей по изометрии кратчайшей у' на поверхности F 2 
в точке Х п - 

Ввиду гладкости предельного конуса К сходимость напра¬ 
влений ОХп и ОХп к направлению образующей t влечет за со¬ 
бой сходимость внешних нормалей поверхностей Fi и F 2 в точ¬ 
ках Х п и Х п к внешней нормали конуса К вдоль образующей L 
Близость нормалей и двух соответствующих по изометрии на¬ 
правлений в точках Х п и Хп влечет за собой близость осталь- 
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ных соответствующих направлений. Мы пришли к противоре- 
чию. Лемма 4 доказана. 

Пусть Fi и F 2 — бесконечные выпуклые поверхности, удовле¬ 
творяющие условиям теоремы 1. Вводим в рассмотрение вектор- 
функцию г(Х), заданную на поверхности Fi равенством 
г(Х) = Гі {Х) + гі(Х), 

где Гі[Х) —радиус-вектор точки X поверхности F v г\{Х) — ра¬ 
диус-вектор соответствующей по изометрии точки поверхности 
F 2 — зеркального изображения поверхности F 2 в плоскости ху. 
Обозначим z(X ) —расстояние точки г(Х) от плоскости ху, 
d(X ) —расстояние ее проекции от начала координат О. 

Лемма 5. При s(Jf) — »oo отношение z(X)/d(X) -* 0. 

Доказательство. Пусть hi(X), рі(-Х) и с 2 имеют смысл 
обозначений леммы 1, di(X ) —расстояние проекции точки X 
на плоскость ху от начала координат. Во-первых, заметим, что 
d(X)>2d 1 (X)-\r 1 (X)-r 2 (X) I, 
г (Х)< I г, (X) - r 2 (X) I, di (X) > Pl (X) - hi (X). 


Далее, согласно лемме 1, если s(X) достаточно велико, то 


hi(X)/pi(X)<c 2 < 1, 

а в силу леммы 2 

\ri(X)-r 2 (X)\<e(X)s(X), 


причем е(Я) —► 0, когда s(X) - 
Отсюда получаем 
г(Х) 
d(X ) ' 


Так как е(Я)-*0, а pi(X)/s(X) —* 1 при s(X)-*oo, отсюда 
следует, что z(X)/d(X) —>0 при s(^) -*оо. Лемма 5 доказана. 

Лемма 6. Пусть G 0 — область точек на поверхности F it для 
которых s(X)>s 0 . Вектор-функция г(Х), заданная в области G 0 
равенством г(Х) =Гі(Х) +г 2 (Х), при достаточно большом s 0 за¬ 
дает двумерное многообразие r(G 0 ), однозначно проектирую¬ 
щееся на плоскость ху. 

Доказательство. Прежде всего заметим, что если при 
как угодно больших s 0 множество r(G 0 ) не является многообра¬ 
зием или является многообразием, не однозначно проектирую¬ 
щимся на плоскость ху, то существует последовательность пар 
точек X/, и Уь, ХьФУь, на поверхности, удаляющихся в бесконеч¬ 
ность, причем точки r{X h ) и г (У*) проектируются в одну и туже 
точку плоскости ху. Покажем, что это невозможно. Из последо¬ 
вательности пар точек X h и Y h можно выбрать бесконечную 
подпоследовательность так, чтобы для всех пар точек этой 
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подпоследовательности было либо s(X h )^.s(Y h ), либо s(X ft )> 
>5(У Ь ). Пусть, например, выполняется первое неравенство для 
всех пар точек исходной последовательности, что, очевидно, не 
ограничивает общности. 

Построим, так же как в лемме 3, последовательности поверх¬ 
ностей F k \ = s Z 7 ] и F\= s F 2 . Обе эти последователь¬ 
ности сходятся к предельному конусу К поверхностей Fi и F z . 
Не ограничивая общности, можно считать, что последователь¬ 
ности точек Хк, Yk и Хи, У*, соответствующие X h и Y h в силу 
изометрии и_подобия на поверхностях F k \ и F 2 , сходятся. Пусть 
X, У, X', Y' — предельные _точки этих последовательностей. 
В силу леммы 3 Х=Х', Y—Y'. Далее, так как при каждом k 
точки r(X ft ) и r(Y h ) лежат_на одной вертикальной прямей (па¬ 
раллельной оси г), то Х = У. Заметим, кроме того, что У нахо¬ 
дится на единичном расстоянии от вершины конуса К, а следо¬ 
вательно, является гладкой его точкой. 

Принимая во внимание специальный выбор осей координат, 
заключаем, что существует число 6>0 такое, что проекция лю¬ 
бого единичного отрезка, касающегося поверхности в любой ее 
точке, больше б. Соединим точки X h и F ft поверхности F\ 
кратчайшей у к , а точки Хк и Y' k на _ поверхности _ F\ 
соответствующей по изометрии кратчайшей у' к . Пусть х' к и т'— 
единичные касательные векторы кратчайших у к и у' к в соответ¬ 
ствующих по изометрии точках. Обозначая г 1к и г 2к векторы 
соответствующих по изометрии точек поверхностей F\ и F 2 , 
будем иметь: 

Пй(У*) -O ft {Хк) = J ds, r 2k (У*) - r 2k (X ft ) = J 7 k ds. 

Vs y' k 

Так как точки г(Х к ) и r{Y k ) лежат на одной вертикальной 
прямой, то проекция вектора 

m k = (? lk (У А ) + r~ 2ft (У*)') - {г 1к (Хк) - ? 2 к {Ук) ) = / 4ds + J T'ds 

y'k 

на плоскость ху должна быть равна нулю при каждом k. 
Однако это невозможно при достаточно большом k. Действи¬ 
тельно, 

S.-(n&)+?,(*»)H+ I &-*»&))*+ J Й-ЗДО)*'. 

Ь 4'к 
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где х к (Х к ) и т' (Х к ) — единичные касательные векторы кратчай¬ 
ших у к и у'к в точках Х к и Х к соответственно, s k — длина крат¬ 
чайшей Y*. При достаточно большом k в силу леммы 4 

К(*,)-Ч№) |<ад 

в силу теоремы § 1 гл. II 

K-*Ä)I < 6 / 3 и K~W k )\<W- 

Представляя теперь вектор m k в виде 
т к - 2т, (X,) S, + Й(X,)-т, (X,) )s, + 

+ J(b-SÄ))*+ J 

Ук y'k 

и принимая во внимание, что вектор 2т л(Х’л) проектируется на 
плоскость ху в отрезок длины не меньше 26, заключаем, что 
проекция вектора ггік на эту же плоскость есть отрезок длины, 
большей 8s h . Мы пришли к противоречию, так как по предпо¬ 
ложению вектор /га*, перпендикулярен плоскости ху. Лемма 6 
доказана. 

Лемма 7. Пусть G 0 — область на поверхности F и опреде¬ 
ляемая леммой 6. Тогда вектор-функция г(Х), заданная в об¬ 
ласти Go равенством г(Х)=Гі(Х) + г 2 *{Х) у задает гладкое дву¬ 
мерное многообразие F 0 , однозначно проектирующееся на 
плоскость ху. Касательные плоскости многообразия образуют с 
плоскостью ху равномерно малый угол, если достаточно велико 
число s 0 . Многообразие F 0 не является частью плоскости, как 
бы ни было велико s 0 , если поверхности F { и F 2 не равны. 

Доказательство. То, что F 0 является многообразием, 
однозначно проектирующимся на плоскость ху, следует из лем¬ 
мы 6. Многообразие F 0 является гладким, так как поверхности 
Fi и F 2 являются гладкими. Касательные плоскости многообра¬ 
зия Fo образуют с плоскостью ху малые углы, потому что соот¬ 
ветствующие по изометрии направления на поверхности Fi в об¬ 
ласти Go и на поверхности F 2 в соответствующей области Go 
близки, а с плоскостью ху образуют углы меньше л/2. Докажем, 
что многообразие F 0 не является частью плоскости. 

Допустим, что многообразие F 0 является плоскостью, следо¬ 
вательно, плоскостью, параллельной плоскости ху. Тогда соот¬ 
ветствующим сдвигом одной из поверхностей в направлении 
оси г можно добиться того, что при достаточно большом s(X) 
z -координаты соответствующих точек поверхностей F t и F 2 бу¬ 
дут удовлетворять условию Zi(X)=z 2 {X). А отсюда по теореме 2 
§ 7 следует равенство поверхностей Fi и F 2 . Лемма 7 доказана. 


15 А. В. Погорелое 
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Доказательство теоремы 1. Проведем плоскость я, 
достаточно удаленную от начала координат О и перпендикуляр¬ 
ную плоскости ху. Она пересекает многообразие F 0 по гладкой 
уходящей в бесконечность в обе стороны кривой у. Эта кривая 
однозначно проектируется на плоскость ху, а ее касательные об¬ 
разуют равномерно малые углы с плоскостью ху. В силу лем¬ 
мы 7 можно считать, что у не является прямой. Действительно, 
если каждая достаточно удаленная плоскость, перпендикуляр¬ 
ная плоскости ху, пересекает многообразие F 0 по прямой, 
а следовательно, по прямой, параллельной плоскости ху (лем¬ 
ма 5), то многообразие F 0 при достаточно большом s 0 является 
частью горизонтальной плоскости, что противоречит лемме 7. 
Отметим на кривой у точку Р, которая проектируется в бли¬ 
жайшую к началу координат точку плоскости ху. Из леммы 5 
следует, что в плоскости л можно провести прямую g через 
точку Р, образующую сколь угодно малый, отличный от нуля 
угол с плоскостью ху, пересекающую кривую у не меньше чем 
в двух точках и нигде не касающуюся этой кривой. Проведем 
через прямую g плоскость а, не перпендикулярную плоскости ху. 
Если на поверхности Fi существует конечная связная область G 
такая, что каждая точка г(Х), когда XeG, лежит с одной сто¬ 
роны плоскости а, и лежит в плоскости ст, когда X принадлежит 
границе области G, мы скажем, что плоскость а отрезает гор¬ 
бушку. 

Покажем, что многообразие F„ не допускает отрезания гор¬ 
бушек. Действительно, изометричные выпуклые поверхности Fi 
и f 2 в любой заданной конечной области допускают одновре¬ 
менное приближение изометричными аналитическими поверх¬ 
ностями F\ и F 2 с положительной гауссовой кривизной (тео¬ 
рема 4 § 6). Многообразие Fo, построенное для поверхностей 
Fi и F 2 так же, как и многообразие F 0 , тоже допускает отреза¬ 
ние горбушки, если поверхности F\ и F 2 достаточно близки к F t 
и F 2 . Однако, как мы сейчас покажем, многообразие Fo имеет 
неположительную кривизну, и, следовательно, не допускает от¬ 
резания горбушек. 

Вектор-функция г[ (Я), задающая поверхность F\, допускает 
следующее представление в окрестности точки Х 0 : 

Г : (X) =г', (Х 0 ) +xW + ^ s' 2 +eis' 2 , 

где s' — длина кратчайшей у' { , соединяющей точку X й Х 0 , х\ — 
единичный касательный вектор к этой кратчайшей в точке Х 0 , 
Пі — единичный вектор нормали поверхности в точке Х 0 , h — 
нормальная кривизна поверхности Fo в точке Xq в направлении х'і , 
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а е, мало вместе с s'. Вектор-функция г' (Л"), задающая по¬ 
верхность Fz, допускает аналогичное представление. Отсюда 
для вектор-функции г'(Х), задающей многообразие F' 0 , полу¬ 
чаем 

г' tf) - г' (jg = (т; + <) s' + ± s' 2 (А,«, + k 2 nl) + es' 2 . 

Обозначим через п единичный вектор нормали к многообразию 
F' 0 . Тогда 

(г' (X) -г' (X 0 ))n=^-(k l n l n + k 2 n 2 n) + es' 2 . 

Как показано в § 6 гл. II, п х п = — п* 2 п ф 0. Отсюда 
(г' (X) - г' Uo) ) п = cs' 2 {k x - k 2 ) + es' 2 . 

Ввиду изометрии поверхностей F\ и F 2 разность h — k 2 либо 
меняет знак при обходе точки X около точки Х 0 , либо тожде¬ 
ственно равна нулю. Следовательно, многообразие F' 0 имеет не¬ 
положительную гауссову кривизну. Невозможность отрезания 
горбушек от многообразия F 0 доказана. 

Пусть Аі и Ві — две рядом стоящие точки пересечения пря¬ 
мой g с кривой у, которая получается в сечении_многообразия 
F 0 плоскостью л. Отметим какую-нибудь точку С на кривой у 
между 4іи5і.Пусть эта точка лежит, например, ниже прямой g, 
а следовательно, ниже плоскости о, как бы эта плоскость ни 
была проведена через прямую g. Отметим далее на кривой у 
точки Ж и В, близкие Лі и 2?і соответственно и лежащие над 
прямой g, а значит, и над плоскостью^ а. Пусть_Л, В, С —точки 
на поверхности Fi такие, что г(А)=А, г(В)=В, г(С)=С. Обо¬ 
значим Ga, G b , Gc максимальные связные области на поверх¬ 
ности F 1 , содержащие точки А, В, С соответственно, такие, что 
каждое из множеств r(G A ), r(G B ), r(Gc) располагается по одну 
сторону плоскости а. Каждая из областей G A , G B , G c беско¬ 
нечна, ибо в противном случае плоскость а отрезала бы гор¬ 
бушку, что невозможно. 

Если Ga и G B имеют общую точку, то они совпадают. По¬ 
кажем, что существует плоскость а, проходящая через прямую g, 
такая, что множества G A и G B не имеют общих точек. Допу¬ 
стим обратное, т. е. что, какова бы ни была плоскость о, про¬ 
ходящая через прямую g, множества G A и G B совпадают и, сле¬ 
довательно, точки А и В можно соединить кривой и на поверх¬ 
ности Fi, образ которой г(х) лежит над плоскостью а. Если 
хі — другая кривая, обладающая этим свойством, то ее можно 
непрерывно перевести в кривую х, не выходя за пределы об¬ 
ласти Ga = Gb- Б самом деле, в противном случае замкнутая 
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кривая х+х 1 (или ее часть) ограничивала бы некоторую конеч- 
ную область G. Ее образ r(G) разбивался бы плоскостью о так, 
что образ края оказался бы по одну сторону этой плоскости. 
Это значило бы, что плоскость о отрезает горбушку, но это 
невозможно. 

Можно считать, что кривая х расположена в ограниченной 
части поверхности F t при любом положении плоскости а. Дей¬ 
ствительно, для плоскостей а, образующих с плоскостью л ма¬ 
лые углы, это ясно. Допустим, что существует последователь¬ 
ность плоскостей о*, для которых точки А и В можно соединить 
кривыми ль, причем кривые х& нельзя провести в ограниченной 
части поверхности F\ (ограниченной для всех k одновременно). 
Из последовательности плоскостей Oh можно выделить сходя¬ 
щуюся подпоследовательность. Пусть ее предел — плоскость <то. 
Очевидно, ОоФп. В случае плоскости а 0 точки Л и В можно 
соединить кривой щ, которая лежит в конечной части поверх¬ 
ности F 1 по предположению, так как Ga = G B для любой пло¬ 
скости а. Если k велико, плоскость а*, близка Оо; кривая г(х 0 ) 
расположена над плоскостью о о, а поэтому также над пло¬ 
скостью Ой при достаточной близости последней к Оо. Мы при¬ 
шли к противоречию. Итак, если при любом положении пло¬ 
скости а область Ga = G B , то можно считать, что кривая х, 
соединяющая точки А и В на F, образ которой г(х) находится 
над плоскостью а, расположена в ограниченной части поверх¬ 
ности Fi (ограниченной для всех о одновременно). 

Удалим из поверхности /ч точку С; полученную при этом 
область на поверхности Fi обозначим /V Очевидно, области G A 
и G B принадлежат Fi. Кривая х, расположенная в области 
G a = G B , проходит в области Fi. Мы показали, что если точки 
А и В соединены двумя путями в области G A = G B , то эти пути 
гомотопны в ней. Поэтому они гомотопны и в Fi. Поставим 
в соответствие каждой плоскости а, проходящей через прямую 
g, путь Ха, соединяющий точки А и В в Ga = G B и расположен¬ 
ный в конечной части поверхности F lt существование которой 
нами доказано. В области F і не все пути х„ гомотопны. Чтобы 
в этом убедиться, рассмотрим две плоскости Сті и о 2 , которые 
получаются из плоскости я поворотом около прямой g в одну 
и другую сторону на малые углы. Соответствующие им пути 
х„, и х„ 2 не гомотопны. Отсюда следует, что существует пло¬ 
скость а такая, что найдутся плоскости а', как угодно близкие о 
(т. е. образующие с ней сколь угодно малые углы), для кото¬ 
рых пути х 0 ' не гомотопны х„ в области Fi. Но тогда контур 
Ха' + х а охватывает точку С, и в силу равномерной ограничен¬ 
ности контуров х 0 и Ха' и малости угла, образуемого плоско¬ 
стями о и а', параллельным сдвигом плоскости а можно до¬ 
биться тдго, чтр ррртур Xq' ■+- х я будет весь над плоскостью а, 
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а точка С=г(С) будет под этой плоскостью. Но это значит, что 
построенная так плоскость отрезает горбушку. Мы пришли 
к противоречию. Итак, существует плоскость о, проходящая че¬ 
рез прямую g, такая, что множества G A и G b не имеют общих 
точек. 

Прямая g по условию не параллельна плоскости ху, по¬ 
этому, двигаясь вдоль нее в одном из направлений, мы неогра¬ 
ниченно удаляемся от плоскости ху в сторону z< 0. В силу лем¬ 
мы 5 некоторая полупрямая gi прямой g находится под много¬ 
образием F 0 . Повернем эту полупрямую около начальной ее 
точки в плоскости а на малый угол в обе стороны так, чтобы 
описанный полупрямой gi угол Ѵі в плоскости а был весь под 
многообразием F 0 . Обозначим Ѵі прообраз множества точек 
многообразия F 0 , на поверхности Fi, лежащих над углом Ѵі. 
В силу леммы 5 некоторая полупрямая g 2 прямой g находится 
над многообразием F 0 ■ Повернув эту полупрямую на малые 
углы в обе стороны, получим угол Ѵ 2 в плоскости а, лежащий 
над многообразием F 0 . Так как множество Ѵі связно, пересече¬ 
ние его с одним из множеств G A или G B пусто. Пусть, напри¬ 
мер, Ѵі П G a = 0. При этом образ r(G A ) области ö A располо¬ 
жен над областью а плоскости о, которая получается из а 
удалением углов Ѵі и Ѵ 2 . Так как область G A бесконечна, то 
r(G A ) тоже бесконечна. Проведем достаточно удаленную от на¬ 
чала координат плоскость я', параллельную плоскости я и пере¬ 
секающую r(G A ). Пересечение r(G A ) с плоскостью я' есть либо 
одна кривая, лежащая над плоскостью а, концами упираю¬ 
щаяся в эту плоскость, либо несколько или даже бесконечно 
много таких кривых. Обозначим через у одну из таких кривых. 
К кривой у в некоторой точке Р можно провести касательную, 
параллельную прямой g. В точке Р касательная плоскость мно¬ 
гообразия Fq образует с плоскостью ху угол не меньший, чем 
угол, образуемый прямой g с плоскостью ху. Но это невоз¬ 
можно в силу леммы 6, если плоскость я' достаточно удалена 
от начала координат. Итак, допустив, что поверхности F і и F 2 
не равны, мы пришли к противоречию. Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть для поверхностей Fi и F 2 выполняются 
все условия теоремы 1, кроме равенства предельных конусов, 
которые теперь будем предполагать гладкими, но различными. 
Тогда существует непрерывное изгибание поверхности Fi в по¬ 
верхность F 2 . 

Доказательство. Очевидно, достаточно показать, что 
каждую из поверхностей Fi и F 2 можно изогнуть в поверхность 
с круговым предельным конусом. Построим такое изгибание, 
например, для поверхности Fi. Введем прямоугольные де¬ 
картовы координаты так, чтобы начало О было в вершине 
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конуса Кі — предельного конуса поверхности Ѵ и положительная 
полуось 2 проходила внутри конуса Кі, весь конус был в полу¬ 
пространстве 2>0. Проведем плоскость 2=1. Она пересечет ко¬ 
нус Кі по выпуклой кривой хі. Построим параллельную ей кри¬ 
вую на расстоянии % от нее, а затем эту кривую уменьшим 
подобно так, чтобы конус с вершиной О, проведенный через эту 
кривую, имел ту же кривизну, что и К\. Обозначим этот ко¬ 
нус К\\. Отметим на каждом конусе К\\ образующую, которая 
получается в сечении конуса К\х полуплоскостью, выходящей из 
оси г и содержащей предельную образующую луча уі. Так от¬ 
меченную образующую на конусе Кі\ обозначим 

По теореме Оловянишникова существует поверхность Fix, 
изометричная Fi, одинаково, с ней ориентированная, имеющая 
конус Кіх в качестве предельного конуса, его образующую t ix 
как предельную образующую луча уіх. соответствующего по изо¬ 
метрии уі, точку О как начальную точку луча уіл- 

В силу теоремы 1 поверхность Лх изменяется непрерывно 
при непрерывном изменении Я и переходит от поверхности F t 
к поверхности с круговым предельным конусом. Теорема 2 до¬ 
казана. 
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Бесконечно малые изгибания выпуклых 
поверхностей 


Бесконечно малым изгибанием называется такая бесконечно 
малая деформация поверхности, при которой длины кривых на 
поверхности стационарны. Поле скоростей деформации назы¬ 
вается изгибающим полем. Изгибающее поле называется три¬ 
виальным, если оно является полем скоростей движения поверх¬ 
ности как твердого тела. Если поверхность не допускает иных 
бесконечно малых изгибаний, кроме тривиальных, то она назы¬ 
вается жесткой. Проблема бесконечно малых изгибаний для вы¬ 
пуклых поверхностей включает: 

1. Доказательство существования бесконечно малых изги¬ 
баний при заданной деформации края. 

2. Доказательство единственности изгибающих полей, в ча¬ 
стности доказательство теорем о жесткости поверхностей. 

3. Доказательство регулярности изгибающих полей регуляр¬ 
ных поверхностей. 

Проблема бесконечно малых изгибаний интересовала многих 
известных геометров. В частности, Бляшке [22] доказал, что 
замкнутая регулярная выпуклая поверхность с положительной 
гауссовой кривизной не допускает иных регулярных бесконечно 
малых изгибаний, кроме тривиальных. 

В связи с общей задачей построения теории нерегулярных 
выпуклых поверхностей естественнно возникла проблема беско¬ 
нечно малых изгибаний для таких поверхностей. Первая отно¬ 
сящаяся сюда работа принадлежит А. Д. Александрову [12], 
который нашел необходимые и достаточные условия того, 
чтобы заданное на общей выпуклой поверхности векторное поле 
было изгибающим. 

Отправляясь от этого результата, автор решил в достаточно 
полном объеме проблему бесконечно малых изгибаний общих 
выпуклых поверхностей [61]. В частности, им доказаны общие 
теоремы о существовании бесконечно малых изгибаний при задан¬ 
ной деформации края поверхности. Доказаны соответствующие 
теоремы единственности для изгибающих полей (в частности, 
теоремы о жесткости). Установлена степень регулярности изги¬ 
бающего поля в зависимости от регулярности поверхности. Из¬ 
ложение всех этих результатов содержится в настоящей главе. 
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Полное решение проблемы о жесткости общих выпуклых 
поверхностей позволяет дать новое решение проблемы одно¬ 
значной определенности. Такое решение для случая замкнутых 
выпуклых поверхностей намечено в конце главы. 

§ 1. Изгибающие поля общих выпуклых 
поверхностей 

В этом параграфе хорошо известное понятие бесконечно ма¬ 
лого изгибания для регулярных поверхностей мы распростра¬ 
ним, следуя А. Д. Александрову, на общие выпуклые поверх¬ 
ности и докажем теорему А. Д. Александрова, полностью ха¬ 
рактеризующую изгибающие поля на таких поверхностях. 
Пусть F — регулярная поверхность и 

г=г(ы, ѵ) (г и Хг ѵ фО) 

— какая-нибудь ее гладкая параметризация. Пусть т(ы, ѵ) — 
гладкое векторное поле на этой поверхности (т(ы, о) имеет не¬ 
прерывные производные по и, ѵ). Рассмотрим деформацию по¬ 
верхности F, при которой она к моменту t переходит в поверх¬ 
ность F t , задаваемую уравнением 

г=г(ы, ѵ) + tx(u, v). 

Этим уравнением действительно задается некоторая поверх¬ 
ность при достаточно малом t, так как г и Хг ѵ Ф0. 

Возьмем на поверхности F какую-нибудь гладкую кривую у. 
Если принять в качестве параметра вдоль этой кривой ее дугу s, 
то на поверхности она задается уравнениями 

и = и (s), ѵ = ѵ (s) (и' 2 -1- о' 2 ф О), 

а в пространстве — уравнением 

r = r{u(s), o(s)) (/f =l). 

При указанной деформации поверхности F она переходит 
в гладкую кривую y t поверхности F t , задаваемую уравнением 
r = r(u(s), i>(s)) + ft(«(s), ü(s)). 

Обозначим ly(t) длину этой кривой. По известной формуле она 
имеет следующее выражение: 

Ч 

/ ѵ (t) = J (l + 2 tr'x' + th'^’ds. 

о 

Очевидно, при / = 0 для любой гладкой кривой у функция l v (t) 
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дифференцируема и 


dly (О 

dt 


Вышеизложенное позволяет определить бесконечно малое 
изгибание как такую деформацию рассматриваемого вида, при 
которой длины всех кривых у на поверхности F в начальный 
момент деформации стационарны, т. е. для любой кривой у при 
/ = 0 


Векторное поле т, определяющее указанным образом беско¬ 
нечно малое изгибание поверхности, называется изгибающим 
полем. 

Выведем условие, при котором заданное на поверхности век¬ 
торное поле т (и, ѵ) будет изгибающим. По определению, в слу¬ 
чае изгибающего поля dl y (t)/dt = 0 при t=0 для любой гладкой 
кривой у. Так как любой отрезок кривой у тоже является глад¬ 
кой кривой, то это значит, что при интегрирований по кривой 
до любого s 

J г'х' ds = 0. 


А это значит, что вдоль кривой у должно быть гѴ=0, или, что 
то же, 

(Г и Ги)и' + (г и Х ѵ +Г ѵ Хи)и'ѵ'+ {Г ѵ Х ѵ )ѵ' =0. 

Так как гладкую кривую у можно провести через любую 
точку {и, ѵ) поверхности и в любом направлении и': ѵ', то для 
изгибающего поля т(ы, ѵ) на всей поверхности должны выпол¬ 
няться условия 

г и т и =0, г и х ѵ +г в х и =0, г„т„=0. (*) 

Обратное также верно. Именно, если для гладкого поля т на 
гладкой поверхности F выполняются условия (*), то оно яв¬ 
ляется изгибающим. Для доказательства достаточно заметить, 
что подынтегральная функция г'х’ выражения dl y (t)/dt обра¬ 
щается в нуль в силу условий (*) и, следовательно, dl y (t)/dt = 0 
при /=0. 

Теперь введенное нами понятие бесконечно малого изгиба¬ 
ния для гладких поверхностей распространим на общие выпук¬ 
лые поверхности. Но прежде чем к этому приступить, расши¬ 
рим несколько понятие кривой и поверхности. Под кривой 
будем понимать образ отрезка при непрерывном отображении 
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в пространство, а под поверхностью — непрерывный образ лю¬ 
бого двумерного многообразия. 

Как известно, кривая и поверхность, определяемые таким об¬ 
разом, могут быть очень далеки от привычных представлений 
о кривой и поверхности. Например, кривая может сплошь за¬ 
полнять область пространства, а поверхность может выро¬ 
ждаться в кривую. 

Пусть х(^), y(t), z(t) —непрерывные функции, заданные на 
отрезке g : a-^.t -^b. Тогда отображение отрезка g в простран¬ 
ство, при котором с его точкой (/) сопоставляется точка про¬ 
странства с декартовыми координатами x(t), y(t), z(t), опреде¬ 
ляет кривую в смысле данного определения. И обратно, любая 
кривая аналитически может' быть задана такими уравнениями. 
Систему равенств 

x=x(t), y=y{t), z=z(t) 

мы будем называть уравнениями кривой. 

Мы будем говорить, что кривая y it являющаяся образом от¬ 
резка gi при непрерывном отображении ft, совпадает с кривой у 2 . 
являющейся образом отрезка g 2 при непрерывном отображе¬ 
нии / 2 , если существует топологическое соответствие между точ¬ 
ками отрезков gi и g 2 такое, что образы соответствующих точек 
этих отрезков при отображениях ft и f 2 соответственно совпа¬ 
дают. Отсюда следует, что все параметризации кривой полу¬ 
чаются из одной путем монотонного преобразования параметра. 

Для кривых мы вводим понятие спрямляемости и понятие 
длины кривой. Пусть кривая у является непрерывным образом 
отрезка g. Ломаную Г мы будем называть правильно вписанной 
в кривую у. если ее последовательные вершины являются обра¬ 
зами точек отрезка g, следующих от одного конца к другому. 
Очевидно, свойство ломаной быть правильно вписанной в кри¬ 
вую не зависит от выбранной параметризации кривой. Кривую мы 
будем называть спрямляемой, если длины правильно вписанных 
в нее ломаных ограничены в совокупности, и точную верхнюю 
грань длин этих ломаных будем называть длиной кривой. 

Определим теперь понятие бесконечно малого изгибания об¬ 
щей выпуклой поверхности. Итак, пусть F —выпуклая поверх¬ 
ность и т — заданное на ней непрерывное векторное поле. Пусть 
х —произвольная точка поверхности, г(х )—вектор этой точки 
и х(х )—вектор заданного поля. Рассмотрим деформацию по¬ 
верхности F, при которой она к моменту t переходит в поверх¬ 
ность Ft, заданную уравнением 

r=r(x)+tx(x) (XGf). 

Пусть у — произвольная спрямляемая кривая на поверхно¬ 
сти F. При указанной деформации она переходит в некоторую 
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кривую у« на поверхности F t . Пусть при достаточно малых зна¬ 
чениях |*| кривая у t также спрямляема. Обозначим / ѵ длину 
кривой у, и l y (t) — длину кривой у t при достаточно малых |*|. 
Положим 

*ѵ(0 =ly+te y (t) . 

Описанную деформацию поверхности F в F, мы будем на¬ 
зывать бесконечно малым изгибанием, если для любой спрям¬ 
ляемой кривой у величина е ѵ (*)->-0 при *-> 0. Векторное поле т 
мы будем называть изгибающим полем. 

На первый взгляд может показаться, что исследование беско¬ 
нечно малых изгибаний общих выпуклых поверхностей, опреде¬ 
ляемых указанным образом, — дело совершенно безнадежное 
из-за общности поверхности и изгибающего поля, которое априо¬ 
ри не подчиняются никаким условиям гладкости. В действитель¬ 
ности это не так. А. Д. Александров [12] доказал, что изгибаю¬ 
щее поле самой общей выпуклой поверхности удовлетворяет 
условию Липшица в любой компактной области на поверхно¬ 
сти, причем выполняются почти всюду уравнения (*). Ввиду 
важности этой теоремы для дальнейшего изложения мы приве¬ 
дем здесь ее доказательство. 

Прежде чем приступить к исследованию дифференциальных 
свойств изгибающего поля, сделаем несколько замечаний, отно¬ 
сящихся к выпуклым поверхностям и спрямляемым кривым на 
таких поверхностях. 

Пусть F — выпуклая поверхность и К — тело, на границе ко¬ 
торого она находится. Возьмем на поверхности произвольную 
точку Р и точку Q внутри тела К . Тогда достаточно малая ок¬ 
рестность со точки Р поверхности F однозначно проектируется в 
направлении PQ. И если ввести прямоугольные декартовы коор¬ 
динаты х, у, г в пространстве, приняв прямую PQ за ось г, то 
окрестность Р поверхности F может быть задана уравнением 

2 = ф(*. У ). 

где ср(х, у) — выпуклая функция. 

Если окрестность со взять достаточно малой, то, очевидно, 
найдется такое 0 0 <я/2, что все опорные плоскости F в точках со 
будут образовывать с плоскостью ху углы меньше #о. При та¬ 
ком выборе окрестности со в каждой точке области со — проек¬ 
ции со на плоскость ху — производная ф, как известно, суще¬ 
ствующая в каждой точке по любому направлению, ограничена 
постоянной fe = tg6'o. 

Пусть теперь y — кривая, заданная уравнениями 

x=x(t), y=y(t), z=z{t) (а<*<й). 
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Как известно, для того чтобы кривая у была спрямляемой, не-« 
обходимо и достаточно, чтобы каждая из трех функций x(t), 
y(t), z(t) была ограниченной вариации. 

Пусть кривая у лежит на выпуклой поверхности со. Тогда, 
если она спрямляема, то ее проекция у на плоскость ху, оче¬ 
видно, спрямляема. Покажем, что и, обратно, спрямляемость у 
влечет за собой спрямляемость у. 

Впишем в кривую у произвольную ломаную Г. Ее проек¬ 
ция Г представляет собой ломаную, вписанную в у. Сопоставим 
длины соответствующих при проектировании звеньев б и б этих 
ломаных. Пусть б — длина выпуклой кривой на поверхности со, 
которая проектируется в отрезок б. Имеем очевидное неравен' 
ство б^б^б. И так как 

Z = IV 1+^dS, 

(б) 

a то 

б<б</ТТРб. 

Следовательно, длины ломаных Г и Г связаны неравенством 

и спрямляемость у влечет за собой спрямляемость у. 

Пусть проекция со поверхности со на плоскость ху является 
выпуклой областью. Пусть на поверхности со задана функция 
ф(-ЛГ) точки поверхности. Так как положение точки на поверх¬ 
ности вполне характеризуется ее координатами х и у, то можно 
считать также, что эта функция задана в области со плоско¬ 
сти ху. Утверждаем, что если функция ф(Х) удовлетворяет усло¬ 
вию Липшица на поверхности, то функция ф(х, у) удовлетворяет 
условию Липшица в области со плоскости ху, и обратно. 

Чтобы в этом убедиться, достаточно показать, что для рас* 
стояния р(Х, Y) между любыми двумя точками X и Y на поверх¬ 
ности и расстояния p(J, У) между их проекциями на пло¬ 
скость ху имеют место неравенства 

р(Х, Р) <с іР (*, У), р(Х, У)<с 2 р(Х, У), 

где постоянные Сі и с 2 не зависят от выбора точек X и У. 

Усмотреть существование постоянных Сі и с 2 нетрудно. Дей¬ 
ствительно, расстояние между точками X и У на поверхности не 
меньше пространственного расстояния между этими точкамщ 
а это последнее не меньше расстояния между точками X и Y. 
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Отсюда 

Р(Х Y)<p(X, У). 

Далее, расстояние между точками X и У на поверхности не 
больше длины выпуклой кривой, проектирующейся в отрезок 
XY плоскости ху. А она,_как показывают предыдущие выкладки, 
не больше ]А+& 2 р(Х, У). Следовательно, 
р{Х, У)<^ТТРр(Х, У). 

Утверждение доказано. 

Обратимся теперь к изгибающему полю х(Х) на поверхно- 
сти F. Мы рассмотрим его сначала в той малой окрестности со 
точки Р, которая была определена выше. 

Возьмем в области со плоскости ху произвольную спрямляе¬ 
мую кривую у и спроектируем ее прямыми, параллельными 
оси г, на поверхность со. Полученная при этом кривая у. как 
было показано, является спрямляемой. При бесконечно малом 
изгибании поверхности F, определяемом изгибающим полем т, 
кривая у перейдет в кривую у*. По условию, при достаточно ма- 
лом |?| эта кривая должна быть спрямляемой. Оказывается, 
уже из этого следует, что векторное поле т должно удовлетво¬ 
рять условию Липшица вблизи точки Р, а следовательно, и в 
любой компактной области на поверхности F. А. Д. Александ¬ 
ров в упомянутой выше работе обосновал доказательство этого 
факта при помощи одной теоремы Лебега, относящейся к спрям¬ 
ляемым поверхностям. Приведем это доказательство полностью. 

Составим уравнение кривой у г . Пусть поверхность со задается 
уравнением 

z=z(x, у), (х, у )<=®1 

а 

х=х(а), У—у(а.) (0<а <Ь) 

— уравнения кривой у и, наконец, |(х, у), ц(х, у), £(х, у) — 
компоненты вектора т по осям х, у иг. Легко видеть, что кри¬ 
вая y t задается уравнениями: 

х = х (а) + Ц {х (а), у (а)), 

У = У (а) + tx\ (х (а), у (а)), 
z = z(x( а), у (а)) + К (х (а), у {а)). 

Допустим, хотя бы одна из трех функций %(х,_у), ц(х, у), 
£(х, у) в сколь угодно малой окрестности точки Р — проекции 
точки Р на плоскость ху — не удовлетворяет условию Липшица. 
Пусть для определенности это будет функция |. Построим по¬ 
следовательность пар точек А п , В п внутри области со следую¬ 
щим образом. Из точки Р описываем круг радиуса I/« 3 и внутри 
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этого круга берем две точки А п и В п таким образом, чтобы 
\ 1 (А п )-иВп)\>п\А п В п \. 

Существование таких точек гарантируется тем, что g по предпо¬ 
ложению не удовлетворяет условию Липшица ни в какой окрест¬ 
ности точки Р. Не ограничивая общности, можно считать, что 
круг единичного радиуса с центром Р принадлежит со и, следо¬ 
вательно, все точки А п , В п принадлежат области со. 

Рассмотрим теперь внутри области со ломаную у 
А{В{АіВі ... А2В2А2В2... А3В3А3В3 ..., 

у которой звено А п В п при достаточно больших л повторяется 
т„ раз, причем т п удовлетворяет неравенствам 

Из сходимости бесконечного ряда -г- 1/л 2 следует, что ломаная у 
спрямляема. 

По доказанному ранее кривая у на поверхности со, которая 
проектируется в ломаную у на плоскость ху, будет спрямляе¬ 
мой. И так как т — изгибающее поле, то функция 
'K=x + t\ 

вдоль кривой у при достаточно малом |f| должна быть ограни¬ 
ченной вариации. 

Из спрямляемости ломаной у следует, что х вдоль кривой у 
есть функция ограниченной вариации. Ограниченность вариации 
функций х и x+tl вдоль кривой у влечет за собой по известной 
теореме ограниченность вариации их разности fg, следовательно, 
ограниченность вариации g. Вместе с тем, как нетрудно убе¬ 
диться с помощью простого подсчета, вариация g вдоль лома¬ 
ной у бесконечна. 

Действительно, вариация функции g на каждом звене А п В п 
ломаной у не меньше чем 

|g(4„) — g(ß„)|>nH„ß„|. 

И так как число т п звеньев А п В п удовлетворяет неравенству 
-1-<т л |Л я 0 я I, 

то вариация g на всех звеньях А п В п больше 1/л. Из аддитив¬ 
ности вариации и расходимости бесконечного ряда -г- 1/л сле¬ 
дует, что вариация g вдоль ломаной у бесконечна. Мы пришли 
к противоречию и, таким образом, доказали, что изгибающее 
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поле т удовлетворяет условию Липшица в достаточно малой 
окрестности произвольной точки Р поверхности F. 

Пусть теперь G — любая компактная область на поверхно¬ 
сти F. Пусть G — ее замыкание. Каждая точка PaG имеет 
окрестность а Р , в которой изгибающее поле удовлетворяет усло¬ 
вию Липшица. Окрестности сор образуют покрытие G. По из¬ 
вестной теореме из совокупности окрестностей сор можно выде¬ 
лить конечное покрытие. Отсюда следует, что изгибающее поле т 
удовлетворяет условию Липшица в G, а следовательно, и в G. 

Итак, изгибающее поле общей выпуклой поверхности удовле¬ 
творяет условию Липшица в любой компактной области на по¬ 
верхности. 

Возьмем достаточно малую окрестность ш произвольной 
точки Р выпуклой поверхности F и введем систему прямоуголь¬ 
ных декартовых координат х, у, z, как это было уже сделано 
выше. Выпуклая поверхность (о однозначно проектируется на 
плоскость ху и ее опорные плоскости образуют с плоскостью ху 
углы меньше О 0 <я/2. Можно считать, что для изгибающего 
поля т поверхности F в области ю выполняется условие Лип¬ 
шица. 

Обозначим у кривую на поверхности со, которая на пло¬ 
скость ху проектируется прямолинейным отрезком у, параллель¬ 
ным оси х. При бесконечно малом изгибании, определяемом по¬ 
лем т, к моменту t она перейдет в кривую y t : 

r=r(x) +tx(x). 

На отрезке у каждая из функций г(х) и т(х) удовлетворяет 
условию Липшица. Следовательно, кривая y t спрямляема и ее 
длина l y (t) находится по обычной формуле 

ly{t) = J \ r 'x + tX 'x\ dx - 
(ѵ> 

Так как функции гит вдоль отрезка у удовлетворяют усло¬ 
вию Липшица, то производные г' и т' всюду, где они суще¬ 
ствуют, ограничены некоторой постоянной с и, кроме того, 
I г' j ^ 1 . Отсюда следует, что 

I Г Х + К I = ( Г Х + 2 К х 'х + {2х х)' г = I г 'х I + *+ t 2 R, 

где R ограничено некоторой постоянной, зависящей только от с. 

Подставляя это выражение \r' x + tx' x \ в формулу для l y (t), 
получим 

ly(t) = l y + t J ^dx+0(t% 

Су) 1 
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Отсюда с помощью принятого определения бесконечно малого 
изгибания заключаем, что 

J- щ іх ~ а - 

Так как это равенство имеет место не только для кривой у, 
но и для любой ее части, то почти всюду на у должно быть 
г'т' = 0. Наконец, так как кривая у в силу произвола ее вы¬ 
бора может проектироваться на любую прямую у = const пло¬ 
скости ху, то равенство г'т' = 0 имеет место почти всюду в об¬ 
ласти со. 

Аналогично доказывается, что почти всюду в области со удо¬ 
влетворяется уравнение 

г'т; = о. 


Пусть теперь у —плоская кривая на поверхности со, которая 
проектируется в отрезок у произвольной прямой х — у = const. 
Обозначим s длину, измеряемую вдоль отрезка у. Тогда, рассу¬ 
ждая подобно предыдущему, заключаем, что почти во всех точ¬ 
ках отрезка у 

г V = °. 


Ввиду произвола выбора кривой у отсюда следует, что почти во 
всех точках области со в направлении х — c/ = const имеем г'т' = 0. 

По теореме Радемахера функция, удовлетворяющая усло¬ 
вию Липшица, имеет почти всюду полный дифференциал. В точ¬ 
ках существования полного дифференциала гит имеем 


г '° = Гх ^7 + г ѵ ^7 = ^ 


Нт «)■ 


Поэтому в этих точках 

r 's x 's ~ \ Г х Х х + \ ( г X х у + Г 1 Х х) + \ ( г у х у)- 

И следовательно, почти всюду в со удовлетворяется уравнение 

Гх Т*+ {г х Ху+Г ѵ Х х ) +ГуХу — 0. 


А так как по доказанному почти всюду г х т к =0, г и х у =0, то почти 
всюду 

г х х у + г у х х=0. 
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В точках существования полного дифференциала функ¬ 
ций гит 

dr dx= (r x r x )dx 2 + (r x x y +r v x x )dx dy+ ( r v x v )dy 2 . 

Отсюда следует, что почти всюду в области со или, что то же 
самое, почти всюду на поверхности со 
dr dx=0. 

Резюмируя вышеизложенное, заключаем: изгибающее поле 
на общей выпуклой поверхности удовлетворяет условию Лип¬ 
шица в любой компактной области, и почти всюду 
dr сД=0. 

Пусть теперь на выпуклой поверхности F задано некоторое 
векторное поле т, удовлетворяющее условию Липшица в любой 
компактной области на поверхности, причем почти всюду 
drdx = 0. Покажем, что поле т является изгибающим полем. 

Для доказательства этого утверждения достаточно устано¬ 
вить, что поле т будет изгибающим в достаточно малой окрест¬ 
ности произвольно взятой точки поверхности. Действительно, 
пусть поле х является изгибающим в достаточно малой окрест¬ 
ности с ор произвольной точки Р. Ввиду компактности кривой у 
ее можно покрыть конечным числом окрестностей со, в каждой 
из которых поле т будет изгибающим. Кривую у можно разбить 
на конечное число частей уи, каждая из которых целиком при¬ 
надлежит одной окрестности со. 

Так как поле т является изгибающим в со, то для кривой у А , 
принадлежащей со, будем иметь 

U k (0 = 

где ел стремится к нулю при ^->0. Суммируя эти равенства, 
получим 

ly(t)=l y +te, 

где е = 2 е * и, следовательно, стремится к нулю при ^—>0. Так 
как кривая у была взята произвольно, то отсюда следует, что 
поле х является изгибающим на всей поверхности. 

Пусть теперь окрестность со произвольной точки выбрана 
так, как в предыдущих рассмотрениях. Покажем, что поле т в 
такой окрестности будет изгибающим. 

Возьмем в окрестности со произвольную кривую у. Обозна¬ 
чим, как и ранее, у ее проекцию на плоскость ху. Как показано 
в предыдущих рассмотрениях, длины кривых y t и у связаны со¬ 
отношением 

l 4 (t) = l y + t jS^Lds + 'PR, 


J6 А. В. Погорелое 
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где дифференцирование гит выполняется по дуге s кривой у, 
a R ограничено некоторой постоянной, по существу зависящей 
только от постоянных Липшица вектор-функций г и т и длины 
кривой у. 

Впишем в кривую у ломаную Г с достаточно малыми 
звеньями. Прямыми, параллельными оси г, она проектируется 
в ломаную Г на плоскость ху ив кривую Г на поверхность со. 
Сколь угодно малым смещением вершин ломаной Г можно до¬ 
биться того, что на ломаной Г будет почти всюду гѴ=0. Чтобы 
не усложнять построения, будем считать, что этим свойством 
обладает уже ломаная Г. Тогда, подобно предыдущему, имеем 

/г (<) = % + PR- 

Здесь интеграл в правой части отсутствует из-за того, что 
гѴ=0 почти всюду на ломаной Г. 

Как известно, If ->I при Г— *у. Поэтому, переходя к ниж¬ 
нему пределу в полученном соотношении и замечая, что нижний 
предел длин кривых, сходящихся к данной, не меньше длины 
предельной кривой, получаем 

l y (t)<l y +t 2 R*, 

где R* ограничено некоторой постоянной. 

Сравнивая полученные два соотношения между l y (t) и І у , 
заключаем, что 

t j-ffids + t 2 (R-R*)< О 

(v) 

при достаточно малых по абсолютной величине t. Ввиду огра> 
ниченности R и R* при t —*• 0 отсюда следует, что 

(ѵ) 

и, следовательно, 

l y (t)=l y +t 2 R. 

А это значит, что поле т является изгибающим в окрестности о>. 
По доказанному отсюда следует, что оно будет изгибающим на 
всей поверхности F. 

Содержание настоящего параграфа можно резюмировать 
следующей теоремой А. Д. Александрова. 

Для того чтобы векторное поле т на общей выпуклой поверх¬ 
ности F было изгибающим, необходимо и достаточно, чтобы в 
любой компактной области на F оно удовлетворяло условию 
Липшица и чтобы почти всюду было drdx — O, 
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§ 2. Основная лемма об изгибающих полях 
выпуклых поверхностей 

В этом параграфе будет сформулирован один из основных 
результатов настоящей главы. Мы назовем его основной лем¬ 
мой. Доказательство теорем о жесткости общих выпуклых по¬ 
верхностей и доказательство регулярности изгибающих полей 
регулярных поверхностей в своей существенной части опи¬ 
раются на эту лемму. Доказательство основной леммы довольно 
сложно, если не делать никаких предположений о гладкости по¬ 
верхности и изгибающего поля. В связи с этим в настоящем па¬ 
раграфе мы даем только описание доказательства; отдельные 
существенные детали доказательства находятся в §§ 3, 4 и 5, 
а собственно доказательство дано в § 6. 

Пусть F — регулярная (трижды непрерывно дифференцируе¬ 
мая) выпуклая поверхность, не содержащая плоских областей, 
однозначно проектирующаяся на плоскость ху, ит*— ее регуляр¬ 
ное (трижды непрерывно дифференцируемое) изгибающее поле. 
Как показано в § 1, поле т удовлетворяет системе дифферен¬ 
циальных уравнений: 

г х г х = 0, г х Ту + г у х х = 0, ГуТу—0. 

Если обозначить р и q первые производные функции г(х, у), за¬ 
дающей поверхность F, g, rj, £ — составляющие поля т по осям х, 
у и г соответственно, то эту систему уравнений можно перепи¬ 
сать так: 

&с+р£* = 0, £и+р£» + 'Пх + <7£* = 0, % + <7£i/ = 0. 

Из этой системы легко исключить 1 и г]. Для этого доста¬ 
точно продифференцировать первое уравнение дважды по у, 
прибавить к нему третье уравнение, продифференцировав его 
дважды по х, и вычесть второе уравнение, продифференциро¬ 
ванное по х и у. При этом для составляющей £ поля т по оси г 
получается уравнение 

гЪуу — &Ьсу+*Ь«=0, 

где г, s, t обозначают вторые производные функции г (де, у). 

Из этого уравнения следует важное заключение относительно 
кривизны поверхности Ф: г=£(дс, у). 

Эта поверхность имеет неположительную кривизну. 

Действительно, допустим, что в некоторой точке (де, у) кри« 
визна поверхности Ф положительна. Тогда она положительна 
и в некоторой окрестности со этой точки. В окрестности а второй 
дифференциал d?z не может быть равен нулю тождественно, так 
как тогда соответствующий кусок поверхности F был бы ку¬ 
ском плоскости. Следовательно, существует такая точка (х 0 , у 0 ), 


16* 
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что кривизна Ф в этой точке положительна и d 2 z не обращается 
в нуль тождественно. 

Выберем направление осей х, у таким образом, чтобы в 
точке (*о, Уо) было s=z xy — 0. Тогда уравнение для £ в этой 
точке принимает вид 

rZm+tU= 0 . 

Так как поверхность F выпуклая, то г и і не могут быть разных 
знаков, а так как d 2 z не обращается в нуль тождественно 
в точке ( хо , уо), то г и t не могут быть равны нулю одновре¬ 
менно. Поэтому, не ограничивая общности, можно считать, что 
г > 0 , t> 0 . 

Так как кривизна поверхности Ф в точке (х 0 , у 0 ) положи- 
тельна, то в этой точке 

и, следовательно, £** и £ уу отличны от нуля и имеют одинако¬ 
вые знаки. 

Сопоставляя это с выводами относительно величин г и t в 
точке ( Хо , уо), заключаем, что в этой точке уравнение для £ 
rCw + ffce-O 

не удовлетворяется, и таким образом, приходим к противо¬ 
речию. 

Итак, если выпуклая поверхность F не содержит плоских 
кусков, то поверхность Ф имеет неположительную кривизну. 

Основная лемма представляет собой распространение этого 
хорошо известного результата для регулярных выпуклых по¬ 
верхностей и их регулярных изгибающих полей на случай вы¬ 
пуклых поверхностей и изгибающих полей, не подчиненных ни¬ 
каким условиям регулярности. Но, прежде чем сформулировать 
лемму, мы определим понятие поверхности неположительной 
кривизны, не предполагая регулярности поверхности. 

Пусть Ф — любая поверхность, 

г=г(х, у) 

— ее уравнение. От функции z(x, у) не требуется ничего, кроме 
непрерывности. Мы будем говорить, что поверхность Ф строго 
выпукла в точке Р, если через эту точку проходит плоскость а Р 
такая, что все точки поверхности, достаточно близкие к Р, 
кроме самой Р, лежат вне этой плоскости и, следовательно, по 
одну ее сторону. Поверхность, не содержащую точек строгой вы¬ 
пуклости, будем называть поверхностью неположительной кри¬ 
визны. Очевидно, для регулярных (дважды дифференцируемых) 
поверхностей определяемая так неположительность кривизны 
равносильна неположительности гауссовой кривизны. 
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Основная лемма 1. Если F : 

z=z(x, у) 

— выпуклая поверхность, не содержащая плоских областей, и 
£(х, у) — составляющая по оси z ее изгибающего поля, то по¬ 
верхность Ф: 

У) 

является поверхностью неположительной кривизны. 

Условие, чтобы поверхность F не содержала плоских обла¬ 
стей, является существенным, в чем легко убедиться на следую¬ 
щем примере. Пусть F — область в плоскости ху. Очевидно, 
F является выпуклой поверхностью. Пусть на F функции |=0, 
ті==0, а £(х, у) — любая функция, удовлетворяющая условию 
Липшица. Легко проверить, что векторное поле т на F с состав¬ 
ляющими £, г|, £ по осям х, у, z удовлетворяет условиям теоремы 
А. Д. Александрова (§ 1) и, следовательно, является изгибаю¬ 
щим полем F. Вместе с тем поверхность z=£(x, у) вовсе не обя¬ 
зана быть поверхностью неположительной кривизны. 

Для того чтобы распространить основную лемму на случай 
выпуклых поверхностей, содержащих плоские области, мы обоб¬ 
щим понятие поверхности неположительной кривизны. Пусть 
Н — любое множество точек, однозначно проектирующееся на 
плоскость ху. Точку Р этого множества будем называть точкой 
строгой выпуклости множества, если через эту точку проходит 
плоскость ар, не перпендикулярная плоскости ху, причем все 
достаточно близкие к Р точки Н лежат вне плоскости а Р по 
одну ее сторону. Относительно множества Я, не содержащего 
точек строгой выпуклости, мы будем говорить, что оно имеет 
неположительную кривизну. Теперь мы можем сформулировать 
основную лемму для случая, когда выпуклая поверхность содер¬ 
жит плоские области. 

Основная лемма 2. Пусть F: 

z=z(x, у) 

— выпуклая поверхность, содержащая плоские области G a . 
Пусть £(х, у) — составляющая по оси г изгибающего поля т 
поверхности F. Тогда поверхность Ф: 

У) 

на множестве Н тех точек, которым при проектировании пря¬ 
мыми, параллельными оси г, на F соответствуют точки, лежа¬ 
щие вне областей G a , имеет неположительную кривизну. 

Как было указано выше, доказательство основной леммы бу¬ 
дет дано в § 6, а идея доказательства — в настоящем параграфе. 

Пусть F: z=z(x, у) — регулярная поверхность, однозначно 
проектирующаяся на плоскость ху, и т(£, ц, £)—регулярное 
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изгибающее поле на этой поверхности. Пусть G — произвольная 
гомеоморфная кругу область на поверхности, ограниченная ре¬ 
гулярной кривой у. Обозначим <7 проекцию области G на пло¬ 
скость ху, а у — ее границу. 

Так как поле т является изгибающим, то оно удовлетворяет 
системе уравнений 

1х+р£х = 0, %у+ /?£„+ті*+<? , £х = 0> Цу+Я^у^О. 

Положим 

А = І+р£. Ц = Л + <7£ 
и рассмотрим криволинейный интеграл 

<£ (А, dp — ц dX) = j ^ (А-р* - рА,*) dx + (А.р й - pA tf ) dy. 

Y Y 

Этот интеграл при помощи известной формулы Грина — Остро¬ 
градского преобразуется к интегралу по области G: 

7 | (А dp - р dA) = J J (А,р„ - VO dx dy. 

V ö 

Подынтегральное выражение правой части этого равенства 
можно представить следующим образом: 

Кѵ-у - hV-x = 7 (Ч - М-д-) 2 + { К Ѵу - \ (К + Рх? } • 

При помощи уравнений изгибающего поля находим 

К — Ъх + Р&х + Л = гС, 

= Лу + + Й = fc, 

"Ку + Pjc = by + рѢ у + Л* + Ф>х + 2s£ = 2s£. 

Подставляя эти соотношения в фигурные скобки выражения 
Xji y — kyPx> получаем 

КРу - КРх = 7 (Ч - Рх? + (П - S 2 ) £ 2 . 
Следовательно, 

y^(Adp--pdA) = J J (г/ - s 2 ) С 2 dx dz/ + 7 j* I (Xy-\iJ 2 dxdy. 

у Q G 

Эта формула заимствована нами вместе с ее выводом из 
одной работы Минагава [47], где устанавливается жесткость 
замкнутых выпуклых поверхностей в предположении, что по¬ 
верхность кусочно дважды дифференцируема и изгибающее 
поле гладкое. Мы привели ее как наводящее соображение для 
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вывода интегрального соотношения, используемого для доказа¬ 
тельства основной леммы. 

Сохраним принятые обозначения, но не будем считать поле т 
изгибающим. При этом квадратичная форма 

а— dr dx=On dx 2 +2andxdy+a^dy 2 
уже не будет равна нулю тождественно. Ее коэффициенты, оче¬ 
видно, будут иметь следующие значения: 

°11 = ѣх + РЧ> 20 12 =\у + ply + Ц х + qt x , °22 = \ + Я^у 

Полагая, как и ранее, 

Ь= 1 +'РЪ, Р = Л+< 7 £. 

и повторяя дословно предыдущий вывод, получим 
j§(Xd\i-\idl) = 

= J J J (*.„ -РхУ dxdy+\\{ % х Ру -\{%у + ц,) 2 } dx dy. 

О G 

Вводя во второй интеграл правой части равенства: 

Ä.JC = \ х + рѣ х + = Оц + г£, 

= Лі, + qly + ti = 022 + tl, 

h y + M-.* = \y + P^>y + Ц х + q%> x + 2s£ = 2 o 12 + 2sE, 
получим следующую формулу: 

=4 J J (Ч ~ ^) 2 dx dy + j j l 2 (rt - S 2 ) dx dy + 

a a 

+ J J £Д (о, d 2 z) dx dy + J* J A (o, o) dx dy, 

а в 

где 

A (о, d 2 z) = o n t — 2o 12 s + ©22 r 

— смешанный дискриминант двух форм —о и d 2 z, а 

А (О, °) = °11°22 - °12 

— дискриминант формы о. 

Прежде чем переходить к следующему вопросу, сделаем не¬ 
сколько замечаний по поводу интегралов, стоящих в правой 
части полученной формулы. 
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Интеграл 

J J (l y -[i x ) 2 dxdy>0, 

о 

его подынтегральная функция 

ІК - Ц*) ' 2 ^= (6* +РІѴ -Г\х~ ЧЬ) 2 
остается ограниченной, если наша регулярная выпуклая поверх¬ 
ность F неограниченно приближается к некоторой общей вы¬ 
пуклой поверхности, а векторное поле т, изменяясь, остается 
ограниченным в метрике С 1 . 

Второй интеграл можно представить как интеграл Стильтьеса 

J J £ 2 (rt — s 2 ) dxdy = J j C 2 dQ, 

в a 

где Q — условная кривизна поверхности. Для множества М на 
поверхности величина Й(М) есть площадь (мера Лебега) об¬ 
раза множества М на плоскости р, q при отображении 


Понятие условной кривизны очевидным образом распростра¬ 
няется на общие выпуклые поверхности, подобно тому как и 
понятие обычной интегральной кривизны (площади сфериче¬ 
ского изображения). Условная кривизна обладает многими свой¬ 
ствами обычной кривизны, в частности полной аддитивностью 
на кольце борелевских множеств. 

Указанное преобразование интеграла имеет значение при 
переходе от регулярных к общим выпуклым поверхностям. 

Что касается последних двух интегралов 

j J £Д(о, d 2 z) dx dy, J J A (a, a) dxdy, 
a a 

то здесь существенно пока только заметить, что их подынте¬ 
гральные функции имеют инвариантный смысл как дискрими¬ 
нанты. Это позволяет просто осуществить переход от одних 
координат к другим. А эту замену нам придется совершать не¬ 
однократно, производя оценки интегралов при переходе к общим 
выпуклым поверхностям и их изгибающим полям. 

Изложение трех последующих параграфов направлено глав¬ 
ным образом на то, чтобы подготовить доказательство основной 
леммы, содержащееся в § 6. Для того чтобы цели и задачи этой 
подготовительной работы были ясны не только в целом, но и в 
деталях, мы изложим идею доказательства основной леммы. 

Пусть F — общая выпуклая поверхность, однозначно проек¬ 
тирующаяся на плоскость ху, и £(х, у) — составляющая по оси г 
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ее изгибающего поля. В случае, если поверхность не содержит 
плоских областей, основной леммой утверждается, что поверх- 


является поверхностью неположительной кривизны, т. е. ни в 
какой точке Р эта поверхность не может быть строго выпуклой. 

Не ограничивая общности, будем считать, что точка Р проек¬ 
тируется на плоскость ху в начало координат. Возьмем круг со: 
х 2 +у 2 <е 2 достаточно малого радиуса так, чтобы проекция по¬ 
верхности F на плоскость ху покрывала этот круг вместе с огра¬ 
ничивающей его окружностью у. Обозначим со область на по¬ 
верхности, которая проектируется в круг ю. 

Аппроксимируем поверхность F аналитической строго вы¬ 
пуклой поверхностью F и обозначим со область на ней, которая 
проектируется в круг со. 

Изгибающее поле т поверхности F аппроксимируем регуляр¬ 
ным полем т путем усреднения т с достаточно регулярным яд¬ 
ром (§4). 

Строим регулярное изгибающее поле т поверхности ю так, 
чтобы вертикальные составляющие этого поля и поля т на гра¬ 
нице поверхности © совпадали, т. е. чтобы £=£ (§ 3). 

Это осуществляется путем решения первой краевой задачи 
для линейного уравнения 

rZ yy - 2sZ xy + 7 Z xx = О, 

где г, s и ?—вторые производные функции z(x, у), задающей 
поверхность F, в круге х 2 +у 2 <е 2 при граничном условии £=£. 
С помощью найденной вертикальной составляющей поля т две 
другие составляющие | и т] находятся квадратурами. 

Относительно построенного таким образом поля т доказы¬ 
вается, что при подходящем выборе последовательности поверх¬ 
ностей F-+F и последовательности усредненных полей т-*т 
оно сходится к некоторому изгибающему полю поверхности F 

(§ з). 

Затем рассматривается векторное поле т — т на поверхно¬ 
сти (о. По построению его вертикальная составляющая £— £ на 
границе со равна нулю. Горизонтальная составляющая этого 
поля изменяется специальным образом путем наложения неко¬ 
торого регулярного поля т* так, чтобы на границе поверхности со 
полученное при этом поле т —т+т* было изгибающим (§ 4 ). 

К поверхности со и векторному полю т—т+т* применяется 
полученная выше интегральная формула (§ 6). Доказывается, 
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что при надлежащем выборе изгибающего поля (а оно опреде¬ 
лено с точностью до тривиального слагаемого с равной нулю 
вертикальной составляющей) можно добиться того, что контур¬ 
ный интеграл в левой части интегральной формулы 

(j) (А, d\L — р dX) 
ѵ 

будет равен нулю. Это оказывается возможным благодаря тому, 
что поле т—т+т* является изгибающим на краю поверхности 
и имеет равную нулю вертикальную составляющую. Именно для 
этого поле т — т и было исправлено при помощи поля т*. 

В результате последней операции интегральное соотношение 
принимает вид 

"fl J ( X y-Vx) 2 dxdy + J I &{rt-?)dxdy + 

+ J J £A (a, d 2 z) dxdy+ J J A (a, o) dx dy = 0, 

где А, и p, £ и a относятся к поверхности a> и векторному полю 
т — т+т*. 

Следующий этап доказательства заключается в предельном 
переходе в этом интегральном соотношении при условии, что 
F — » F и т —► т. Доказывается, что каждый из двух последних 
интегралов 

J J £А(о, d 2 z)dxdy, j J A (a, a)dxdy 

стремится к нулю, когда F — *Fht-*t(§ 5).B отношении вто¬ 
рого из указанных интегралов это заключение сравнительно про¬ 
сто, так как благодаря специальной аппроксимации поля т по¬ 
лем т подынтегральная функция А (а, о) оказывается ограничен¬ 
ной и по мере сходится к нулю. Что же касается интеграла 

J J £A(a, d 2 z)dxdy. 


то его сходимость к нулю доказывается путем довольно слож¬ 
ных построений, описание которых здесь не внесло бы ясности. 

В результате предельного перехода мы приходим к следую¬ 
щему соотношению: 

Т I J (Ч+рЧ - 1 - <ffläxdy + J J (S°) 2 dö = 0, 
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где |°, tj 0 , С° — компоненты векторного поля 
т° = т-1ішт. 


Из этого соотношения легко заключаем, что £° = 0 в каждой 
точке строгой выпуклости поверхности ю. Если поверхность со 
является строго выпуклой, т. е. не только не содержит плоских 
областей, но и прямолинейных отрезков, то доказательство 
леммы легко заканчивается. В самом деле, тогда £=1іт £ И так 
как поверхность z=£(jc, у) является поверхностью с неположи¬ 
тельной кривизной, то и предельная поверхность будет обла¬ 
дать этим свойством. 

В случае, когда поверхность F не содержит плоских обла¬ 
стей, но содержит прямолинейные отрезки, надо воспользо¬ 
ваться тем, что почти всюду в и 

Щ+рѴу-ч° х -ѵі 0 х =о. 

Присоединяя это соотношение к числу уравнений, которым удо¬ 
влетворяет изгибающее поле т° поверхности F, и принимая во 
внимание, что £° обращается в нуль на границе со и во всех точ¬ 
ках строгой выпуклости этой поверхности, с помощью одного 
интегрального соотношения удается в конце концов доказать, 
что £° обращается в нуль и на прямолинейных отрезках поверх¬ 
ности со. 

Для того чтобы доказать основную лемму в случае наличия 
у поверхности F плоских областей, мы, пользуясь известным 
произволом изгибающего поля на плоских областях, изменяем т 
внутри этих областей, сохраняя его в остальных точках, чтобы £° 
внутри плоских областей было заведомо отрицательным. Отсюда 
делаем вывод, что множество точек поверхности z = £(*, у), ко¬ 
торые проектируются не в плоские области поверхности ш, не 
может содержать точек строгой выпуклости в направлении z>0, 
т. е. через точку этого множества нельзя провести плоскость 
так, чтобы близкие точки множества были ниже этой плоскости. 

Аналогично доказывается, что указанное множество не мо¬ 
жет содержать точек строгой выпуклости в направлении z<0. 

§ 3. Построение изгибающего поля 
выпуклой поверхности с заданной 
вертикальной составляющей вдоль края 

Как указано в плане доказательства основной леммы, дока¬ 
зательство основано на сопоставлении данного изгибающего 
поля выпуклой поверхности и поля специально построенного, 
обладающего свойствами, о которых идет речь в лемме. По¬ 
строению этого поля и посвящен настоящий параграф. Будет 
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доказано, что для выпуклой поверхности, однозначно проекти¬ 
рующейся в выпуклую область плоскости ху, существует изги¬ 
бающее поле с заданной вертикальной составляющей вдоль гра¬ 
ницы поверхности. 

Пусть и — аналитическая поверхность с положительной 
гауссовой кривизной, однозначно проектирующаяся в круг 
to: x 2 +y 2 <R 2 . Пусть z=z(x,y ) —уравнение этой поверхности. 
Функция z(x, у) аналитическая в круге со и на его границе. 

Пусть на границе круга со задана достаточно регулярная 
функция Л. Задача состоит в том, чтобы доказать существова¬ 
ние изгибающего поля, вертикальная составляющая £(х, у) ко¬ 
торого (т. е. составляющая по оси г) совпадала бы с h на гра¬ 
нице со. 

Как показано в § 2, вертикальная составляющая £ изгибаю¬ 
щего поля удовлетворяет дифференциальному уравнению 

гвЬу-ИЬ,.- 0, (*) 

где г, s, t — вторые производные функции z(x, у), задающей по¬ 
верхность со. Отсюда следует, что если поставленная задача 
о построении изгибающего поля разрешима, то вертикальная 
составляющая поля £ представляет собой решение первой краевой 
задачи для уравнения (*) в круге со при краевом условии Z,=h. 

Как выяснится ниже, для каждой функции £(х, у), удовле¬ 
творяющей уравнению (*), всегда можно указать две другие 
функции 1(х, у) и т}(х:, у) такие, что векторное поле т(|, г|, £) 
будет изгибающим для поверхности со. Таким образом, для ре¬ 
шения поставленной геометрической задачи достаточно доказать 
разрешимость указанной краевой задачи для уравнения (*). 

По известной теореме С. Н. Бернштейна [21] краевая задача 
для уравнения (*) разрешима, если можно установить априор¬ 
ные оценки для решения и его производных первого порядка. 
А такие оценки устанавливаются без труда. 

Максимум модуля £(*, у) не превосходит максимума мо¬ 
дуля h. Допустим, это неверно. Тогда либо max £>max h, либо 
min £<min h. Пусть для определенности тах£>тахЛ. Рассе¬ 
чем поверхность z=£(x, у) плоскостью а: z = у (max £ + max Л). 
Ту часть этой поверхности, которая расположена над плоско¬ 
стью а, обозначим Ф а . Построим сферу а, содержащую поверх¬ 
ность Ф а вместе с ее границей. Она пересекает плоскость а по 
некоторой окружности х. Если сферу а непрерывно изменять, но 
так, чтобы она все время проходила через окружность х и чтобы 
ее сегмент, определяемый плоскостью а и содержащий поверх¬ 
ность Ф а , уменьшался, то наступит момент, когда сфера кос- 
рется поверхности Ф а в некоторой точке. В этой точке Ф а , оче- 
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видно, будет строго выпуклой, что невозможно. Мы пришли 
к противоречию. И существование априорной оценки для тах|£| 
установлено. 

Докажем существование априорных оценок для производных 
функции £. Для этого сначала покажем, что максимум и мини¬ 
мум производных £*, достигается на границе круга со. Допу¬ 
стим, это неверно, и тах£ х =т достигается внутри круга о в 
точке Р, в то время как на границе круга £* Кт'<т. 

Ввиду регулярности функции £* почти для всех с из интер¬ 
вала т'<с<т множество М с точек круга со, удовлетворяющих 
уравнению £ х (х, у)=с, состоит из конечного числа регулярных 
кривых [42]. Так как множество М с отделяет точку Р, где до¬ 
стигается шах £*, от окружности круга со, то М с содержит замк¬ 
нутую кривую у, ограничивающую область G и содержащую 
точку Р. 

Рассмотрим криволинейный интеграл 

/ = j§£xdZ y -Z y dZ x ). 

Он равен нулю, так как £ x = const вдоль контура. Преобразуя 
интеграл / по формуле Остроградского — Грина, получим 

/={ J (tJn-PJdxdy. 

а 

И так как подынтегральное выражение сохраняет знак (неполо¬ 
жительно), а интеграл /=0, то £ хх £ уу — & ху = 0 всюду в G. Сле¬ 
довательно, поверхность z=£(x, у), расположенная над об¬ 
ластью G плоскости ху, развертывающаяся. 

Через каждую точку развертывающейся поверхности прохо¬ 
дит прямолинейная образующая, концом упирающаяся в край 
поверхности. Касательная плоскость вдоль прямолинейной обра¬ 
зующей стационарна. Отсюда следует, что на границе области G 
t,x = m. И мы приходим к противоречию. Итак, максимум и ми¬ 
нимум £*, достигаются на окружности круга со. 

Для_ того чтобы оценить производные £* и на границе 
круга со, достаточно оценить максимум угла наклона касатель¬ 
ных плоскостей поверхности z=£(x, у) на краю этой поверх¬ 
ности. Кривая у определяется заданной функцией h на окруж¬ 
ности круга и. 

Возьмем на у произвольную точку Р и оценим угол на¬ 
клона касательной плоскости поверхности z=£(x, у) в этой 
точке. Не ограничивая общности, можно считать, что точка Р 
проектируется в точку (/?, 0) плоскости ху. Проведем через 
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касательную кривой у в точке Р плоскость а так, чтобы кривая у 
была под этой плоскостью. Так как поверхность г=£(л:, у) имеет 
неположительную кривизну, то она не может выступать над 
плоскостью а и поэтому целиком расположена под ней. То же 
заключение надо сделать относительно плоскости ß, которая 
проходит через касательную кривой у в точке Р так, что кри¬ 
вая у находится над плоскостью ß. Отсюда следует, что угол 
наклона касательной плоскости поверхности 2 =£(лг, у) в точке Р 
не превосходит максимума угла наклона плоскостей, которые 
проходят через касательную кривой у в точке Р и пересекают 
эту кривую еше хотя бы в одной точке. Нетрудно оценить ве¬ 
личину этого максимума. 

Возьмем в качестве параметра вдоль кривой у полярный 
угол О. Тогда уравнение плоскости, проходящей через касатель¬ 
ную кривой у в точке Р и некоторую точку Q(ft) кривой у, от- 
личную от Р, запишется так: 


х — R у z — h (0) 

0 R А'( 0) 

Rcosü-R flsinft Л(#)-Л(0) 


0 . 


Ее угловые коэффициенты — 

дг h (0) - h( 0) - h' (0) sin ft дг _ ft'(0) 

дх R ( i — cos ft) > dy R 


Нетрудно убедиться, что они ограничены некоторой постоянной, 
зависящей от максимума модуля первых и вторых производных 
Л(Ф). Для дг/ду это очевидно. Что касается dz /дх, то его можно 
представить в виде 

A(ft) — А(0) — ftV(O) , (ft — sin ft)A'(O) 


R( 1- 


tf(l - cos ft) 


ft z «(ft) 


. ft - sin ft ,, 
ft) + R(l-Tosü) h <°)- 


где и(0) ограничено некоторой константой, зависящей от вто¬ 
рых производных, точнее |ы(0) 1<шах|А"(0) |. 

Так как выражения 

ftz ft - sin ft 


очевидно, ограничены, то для дг/дх получается, таким образом, 
оценка, зависящая только от максимума модуля производных 
h' и Л". Вместе с тем получена оценка для угла наклона каса¬ 
тельных плоскостей поверхности z=£(jc, у) и, следовательно, для 
первых производных £* и на границе круга со. 

Теперь на основании теоремы С. Н. Бернштейна [21] мы за¬ 
ключаем о разрешимости рассматриваемой для £ краевой за- 
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дачи. Относительно этого решения полезно заметить следующее. 
Метод С. Н. Бернштейна позволяет установить априорные 
оценки предполагаемого решения для производных второго и 
последующих порядков в замкнутом круге со после того, как 
известны оценки решения и его производных первого порядка. 
А это позволяет заключить, что решение, существование кото¬ 
рого мы доказали, будет достаточно регулярным в замкнутом 
круге, если достаточно регулярны граничные значения Л. 

Вертикальную составляющую £ изгибающего поля поверх¬ 
ности со мы определили, решая краевую задачу для уравнения 

гіуу — 2s&*„+*U=0, 

которому £ должна удовлетворять. Однако пока не ясно, можно 
ли указать две другие функции | и ті так, чтобы векторное поле 
т(£, rj, £) было изгибающим для поверхности со. Этот вопрос мы 
сейчас рассмотрим. 

Обратимся к системе дифференциальных уравнений для из¬ 
гибающего поля: 

1х + Р$х = 0. ty + pt y + T\x + qZx = 0, \ + qty = 0. (**) 

Если изгибающее поле с найденной нами вертикальной со¬ 
ставляющей £ действительно существует, то две другие его со¬ 
ставляющие і и т) надо искать, решая эту систему. Мы посту¬ 
пим именно таким образом. 

Продифференцируем первое из уравнений (**) по у. Полу¬ 
чим 

+(/>£*) ѵ=0. 

Дифференцируя второе уравнение по у и вычитая из него 
третье уравнение, продифференцированное по х, получим 
(?^)* = 0. 

Положим для краткости 

л = Ш у, в = (Ply) у+ («/£*) у - (q£ v ) х . 
Непосредственно проверяется, что 

В х - Ау=гІ У у - 2s^ y + tZ xx =0, 

и, следовательно, 1 У можно представить в виде криволинейного 
интеграла 

ly+j {Adx + Bdy) + C 1 = 0. 

Обозначим теперь 

A J = рЪ х , J (А dx + Bdy) + C v 



256 Гл. IV. Бесконечно малые изгибания выпуклых поверхностей 


Легко видеть, что 

(Яі),-Иі),-о. 

А так как, согласно уравнениям (**), 

Іх + А, = О, 

то для £ получается представление в виде криволинейного 
интеграла 

I + J (Aj dx + В х dy ) + C 2 = 0. 


Выражение для функции т] (л:, у) может быть найдено анало- 
гичным рассуждением. Опуская промежуточные выкладки, сфор¬ 
мулируем окончательный результат. Во-первых, функция rj x 
выражается через криволинейный интеграл, именно 

+ J {A dy + В dx) + Cj = 0, 

где обозначено 

А = [ql y ) x , В = (?У, + {рІу) х - Ш У . 

Далее, 

Л + J (Aj dy + Bi dx) + C 2 = 0, 
где 

А, = qZ g , В х = J {Ady + B dx) + С,. 

Таким образом, мы нашли две функции g(x, у) и rj (дс, у), вы¬ 
раженные через криволинейные интегралы от известных функ¬ 
ций. Остается проверить, что три функции £, г| и £ удовлетво¬ 
ряют системе уравнений (**). 

Из выражения для £ получаем 

£*+Аі-0. 

И так как А х =р£*, то удовлетворяется первое из уравнений (**). 
Дифференцируя по у выражение для rj, получаем 

г\у+Аі=0. 


Но Ai=q£ y . Следовательно, удовлетворяется третье уравне¬ 
ние (**). 

Дифференцируя выражение для £ по у, а выражение для т) 
по х и складывая, получим 

Іѵ + т]* + & 1 + В 1 = 0. 
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Но 

ßi + ßj = J {(A + B)dx + {B+Ä)dy} + C 1 + C 1 , 
A+~B={qt x ) x + (pt y ) x , 

B + A = (pt y ) y + (qt x ) y . 

Следовательно, 

ßj + ß x = pCjr + qt x + C. 

Приняв постоянную С равной нулю, заключаем, что 

Ъу + Л* + pty + qt x = О, 

т. е. второе уравнение (**) также удовлетворяется. 

Итак, доказано существование изгибающего поля т поверх¬ 
ности и с заданной вертикальной составляющей на границе. 

Покажем теперь, что изгибающее поле, существование кото¬ 
рого мы доказали, определяется однозначно с точностью до три¬ 
виального слагаемого — поля скоростей сдвига поверхности го 
как твердого тела в направлении, параллельном плоскости ху 
и поля скоростей вращения этой поверхности относительно 
оси г. 

Пусть, кроме построенного поля т, существует изгибающее 
поле т с той же вертикальной составляющей на границе по¬ 
верхности © (речь идет о регулярном поле т). Векторное поле 
т — т, очевидно, тоже является изгибающим для поверхности ©. 

Край поверхности z=t,(x, у ) —£(х, у) лежит в плоскости ху. 
А так как эта поверхность имеет неположительную кривизну, 
то она вся должна быть расположена в плоскости ху, т. е. долж¬ 
но быть І(х, у) — £(х, у) ж 0. 

Положим для краткости записи 

І=І — і. = — Л. £=£ — £• 

Так как 1 = 0, то из уравнений для изгибающего поля т — т по¬ 
лучается 

І* = 0, і„+ті*=0, rjy = 0. 

Отсюда следует, что | = qp(t/), а т]=г|)(х), причем 
<р'й/)+Ф'(*)=0- 

А это значит, что <р '(у) и ф'(х) суть постоянные, отличающиеся 
только знаком. Итак, 

! = ©t/ + C 1, т] = —©дс+Сг. 

Здесь шу и —©х суть составляющие скорости вращения поверх¬ 
ности как целого относительно оси г, а Сі и С 2 — составляющие 


17 А. в. Погорелое 
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скорости сдвига поверхности в направлении, параллельном пло¬ 
скости ху. Утверждение доказано. 

Ниже будет рассмотрен вопрос о существовании изгибаю¬ 
щего поля общей выпуклой поверхности F, имеющего заданную 
вертикальную составляющую на границе F. Решение этого во¬ 
проса будет основано на соответствующем результате для ре¬ 
гулярных поверхностей и осуществляется путем аппроксимации 
поверхности F регулярной поверхностью и предельным пере¬ 
ходом. 

При этом возникает следующий вопрос. Если последователь¬ 
ность выпуклых поверхностей F n сходится к выпуклой поверх¬ 
ности F и последовательность их изгибающих полей т п сходится 
к полю т, то можно ли утверждать, что поле т будет изги¬ 
бающим для поверхности F? В общем случае ответ на этот воп¬ 
рос надо дать отрицательный. Однако имеет место следующая 
теорема. 

Теорема 1. Если последовательность выпуклых поверхно¬ 
стей F n сходится к выпуклой поверхности F, однозначно проек¬ 
тирующейся на плоскость ху, а последовательность их изгибаю¬ 
щих полей т п сходится к полю т и в каждой компактной области 
поля Тп равностепенно удовлетворяют условию Липшица, то 
поле т является изгибающим полем поверхности F. 

Доказательство. Так как поля т п равностепенно удо¬ 
влетворяют условию Липшица в каждой компактной области, 
то предельное поле т тоже обладает этим свойством. Следова¬ 
тельно, по теореме А. Д. Александрова (§ 1), для того чтобы 
поле т было изгибающим, достаточно, чтобы почти всюду на F 
было dr dt =0. 

Обозначим F область плоскости ху, в которую проектируется 
поверхность F. Почти всюду в этой области функции гит 
имеют полный дифференциал. Теорема будет доказана, если мы 
покажем, что в каждой точке Р области F, где функции гит 
дифференцируемы, dr dt=0. 

Опишем около точки_Р малый круг со. Так как при любом л 
равенство dr n dt„ = 0 в со выполняется почти всюду, а последо¬ 
вательность F n счетная, то в со существует множество полной 
меры со, где выполняется dr n dx n = 0 одновременно для всех л. 

Так как множество со имеет полную меру, то почти для всех 
диаметров круга со почти все их точки принадлежат со. Пусть 
6 — один из таких диаметров. Таким образом, на ö почти всюду 
dr„ dtn = 0 для всех л. 

Введем на б в качестве параметра 5 взятое со знаком рас¬ 
стояние, отсчитываемое от точки Р. Покажем, что в точке Р 
гѴ=0. 
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Обозначим Р точку поверхности F, которая проектируется 
в Р, a Q n (s) — точку поверхности F n , которая проектируется 
в точку (?(s) прямой б. Проведем через прямую б вертикальную 
плоскость а. Она пересечет поверхности F и F n по выпуклым 
кривым у и у„. При п-* оо кривые уп сходятся к у. Точка Р 
лежит на кривой у, а точки Q n (s) —на кривых у„. Проведем 
касательную g кривой у в точке Р и одну из полукасательных 
g n — в точке Q„(s) каждой кривой у„. Утверждается, что если 
|s| достаточно мало и достаточно велико п, то прямые g и g n 
отличаются сколь угодно мало, т. е. образуют сколь угодно ма¬ 
лый угол. 

Действительно, так как Р — гладкая точка кривой у, то 
опорные прямые у в точках, близких к Р, мало отличаются 
от g. А при малом |s| и п—*оо из любой подпоследователь¬ 
ности прямых g n можно выделить сходящуюся, имеющую своим 
пределом опорную прямую кривой у в некоторой точке, близкой 
к Р. Отсюда и следует, что при малом |s| и большом п прямые 
g и g n отличаются сколь угодно мало. 

Сделанное замечание относительно близости прямых g и g n 
позволяет утверждать, что 

г' (°) = Г п ( S ) + г п (*)» 

где е„ при малом s и достаточно большом п сколь угодно мало. 
Здесь r' n (s) в точках, где г п не имеет производной, обозначает 
правую производную. 

Так как т имеет дифференциал в точке Р, то 
t'(0) = |(t( s )-T(0)) + e(s), 

где e(s) сколь угодно мало при достаточно' малом |s| . 

В силу сходимости поля т„ к т 

7 (Т (5) - Т (0)) = i (T n (s) - X n (0)) +■<, 
где e' сколь угодно мало при достаточно большом п. Отсюда 
t'(0) = i-(T B (a)-t„(0)) + e;(s), 

где е"(а) сколь угодно мало, если достаточно мало s и доста¬ 
точно велико п. 

Так как функция t„(s) удовлетворяет условию Липшица, то 
она является абсолютно непрерывной и, следовательно, допу¬ 
скает представление 

т„ <s) — т„ (0) = J т' (s) ds. 
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Таким образом, мы приходим к следующему окончательному 
выражению для т'(0): 

t'(°) = 7 J4 (s)ds + e». 

Подставляя найденные выражения г'(О) и т'(0) в гѴ, по¬ 
лучим 

г' (0) х' (0) - -j J r' n (s) т' (s) ds + j J e n (s) t' (s) ds + r' (0) e' (s). 


Первый интеграл правой части этого равенства равен нулю, так 
как г' ($) х' п (s) = 0 почти для всех s. При малом s и достаточно 
большом п подынтегральное выражение во втором интеграле 
сколь угодно мало из-за е п ($), так как t'(s) равномерно огра¬ 
ничено по п и s. Поэтому второй интеграл сколь угодно мал, 
если достаточно мало |s| и достаточно велико п. Последний 
член правой части r'(0)e"(s) сколь угодно мал при малом \s\ 
и достаточно большом п. 

Так как правая часть равенства при подходящем выборе s 
и п сколь угодно мала, а левая часть_не зависит ни от п, ни от 
s, то она равна нулю. Итак, в точке Р в направлении прямой б 

dr dx=0. 

Так как почти все прямые, проходящие через точку Р, обла¬ 
дают свойством прямой б, именно dr n dxn=0 выполняется почти 
всюду, то равенство drdx=0 в точке Р выполняется почти во 
всех направлениях. А так как г и т в J? имеют полный диффе¬ 
ренциал, то drdx= 0 имеет место в каждом направлении в точ¬ 
ке Р. Теорема доказана полностью. 

Теорема 2. Пусть F — общая выпуклая поверхность, 
проектирующаяся в строго выпуклую область F плоскости ху. 
Пусть f — функция, заданная на границе F и удовлетворяющая 
условию Липшица. 

Тогда существует изгибающее поле х выпуклой поверх¬ 
ности F, вертикальная составляющая £ которого на границе F 
равна f. 

С точки зрения доказательства основной леммы, где эта 
теорема используется, для нас важен только тот случай, когда 
область F — круг. Поэтому мы ограничимся доказательством 
теоремы в этом случае. 

Аппроксимируем поверхность F аналитической поверхностью 
со с положительной всюду гауссовой кривизной. Функцию / 
аппроксимируем аналитической функцией Л. Не ограничивая 
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общности, можно считать, что производная h по поляр¬ 
ному углу не превосходит удвоенной константы Липшица для 
функции f. 

Построим изгибающее поле т поверхности м с вертикальной 
составляющей h на границе, удовлетворяющее в центре круга F: 
x 2 +y 2 <R 2 условиям £=ті = 0, dl=dr\=0. Этим условиям не¬ 
трудно удовлетворить, подобрав надлежащим образом тривиаль¬ 
ное слагаемое решения. Утверждается, что при (o-*F и h—*f 
построенное изгибающее поле т поверхности ю сходится к изги¬ 
бающему полю поверхности F, имеющему вертикальную соста¬ 
вляющую £ на границе, равную f. 

Для того чтобы это доказать, прежде всего покажем, что при 
to —* F и h-+f изгибающие поля т равностепенно удовлетворяют 
условию Липшица в каждом круге to e : x 2 +y 2 *CR 2 — е (е>0). 
Начнем с вертикальной составляющей £(х, у) поля т. 

Так как гауссова кривизна поверхности и строго положи¬ 
тельна и, следовательно, rt — s 2 >0, то квадратичная форма 
га 2 — 2saß+/ß 2 

является определенной и обращается в нуль только при а— 
= ß = 0. Отсюда следует, что на поверхности Ф: г = £(х, у) не 
может быть параболических точек. Действительно, в параболи¬ 
ческой точке Ѣ х £уу — t 2 xy = 0. И, следовательно, 

Л 2 УУ - 2 slyylxy + t&y = Zyy {Луу - 2st xy + tl xx ) = 0, 

Л% - 2sZ x £ xx + &L = (Луу - 2st xy + tZ xx ) = 0. 

А отсюда £х* = £*ѵ = £уѵ = 0, т. e. точка является не параболиче¬ 
ской точкой, а точкой уплощения. 

Обозначим у край поверхности Ф. Кривая у расположена 
на круговом цилиндре x 2 +y 2 =R 2 . Так как производная огра¬ 
ничена некоторой постоянной, то наклон касательной кривой у 
к плоскости ху не может быть слишком велик. 

Так как поверхности Ф имеют неположительную кривизну, 
то можно считать, что все они расположены между параллель¬ 
ными плоскостями г=±с, где с зависит от шах \f\. Обозначим 
Ѵ е цилиндр, определяемый условиями 

x 2 +y 2 <CR 2 — e, |г|;<с. 

Пусть Р — произвольная точка цилиндра Ѵ г и а — пло¬ 
скость, проходящая через эту точку. Так как наклон касатель¬ 
ных кривой у к плоскости ху равномерно ограничен, то суще¬ 
ствует такое е', что как только угол наклона плоскости а к пло¬ 
скости ху будет больше -у — е', так эта плоскость будет 
пересекать кривую у только в двух точках. 
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Обозначим Ф е ту часть поверхности Ф, которая проекти¬ 
руется в круг со е . Утверждаем, что наклон касательных пло¬ 
скостей поверхностей Ф е равномерно ограничен при со -> F 
и h —> f. 

Пусть Р — гиперболическая точка поверхности Ф е . Она при¬ 
надлежит цилиндру Ѵ е - Если наклон касательной плоскости а 
в точке Р достаточно велик, то эта плоскость пересекает кри¬ 
вую у —край поверхности Ф —только в двух точках. Но мы 
покажем сейчас, что таких точек пересечения должно быть по 
крайней мере четыре. 

Действительно, так как Р — гиперболическая точка, то пло¬ 
скость а разбивает окрестность Р на четыре «сектора». Два из 
них располагаются по одну сторону плоскости а, а два дру¬ 
гие — по другую сторону. Секторы, расположенные по одну сто¬ 
рону плоскости а, не имеют общих точек, кроме граничных, ле¬ 
жащих в плоскости а. Действительно, если из одного сектора 
можно перейти в другой, оставаясь вне плоскости а, то один из 
двух других секторов будет иметь границу, целиком располо¬ 
женную в плоскости а, что невозможно, так как Ф — поверх¬ 
ность неположительной кривизны. Таким образом, указанные 
четыре сектора принадлежат различным компонентам разбие¬ 
ния поверхности Ф плоскостью а. 

Так как каждый из секторов подходит к границе поверх¬ 
ности Ф (кривой у), то кривая у плоскостью а разбивается по 
крайней мере на четыре части. Мы пришли к противоречию. 
Для случая гиперболической точки Р утверждение доказано. 

Пусть теперь Р — точка уплощения поверхности Ф £ . Каса¬ 
тельная плоскость а в точке Р может иметь и другие точки ка¬ 
сания. Обозначим М Р множество таких точек. Если наклон пло¬ 
скости <х достаточно велик, то М Р не может совпадать со всей 
поверхностью. И найдутся сколь угодно близкие к М Р гипер¬ 
болические точки. Действительно, пусть Q — граничная точка 
М Р . Если все точки, близкие к Q, являются точками уплощения, 
то каждая связная компонента множества таких точек лежит 
в плоскости, и такой плоскостью, очевидно, будет а, что не¬ 
возможно. 

Если взять гиперболическую точку Р', близкую к М Р , то 
касательная плоскость в ней будет мало отличаться от а. И мы 
приходим к противоречию приведенным выше рассуждением для 
гиперболической точки Р. Итак, во всех точках поверхности Ф е 
при (Ü-+F и h-*f наклон касательных плоскостей к плоскости 
ху равностепенно ограничен. 

Аналитически полученный результат можно сформулировать 
так. При с o-*F и h-*f производные и в каждом круге ю е 
равномерно ограничены. Отсюда следует, что из последователь- 
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ности функций (;(х, у) можно выделить_ последовательность, 
равномерно сходящуюся в каждом круге со е . Предельная функ¬ 
ция £° (х, у) в открытом круге со будет непрерывной и будет 
удовлетворять условию Липшица в каждом круге со е . Покажем, 
что значениями / функция £° ( х , у) непрерывно продолжается 
на границу круга F. 

Обозначим у 0 кривую на цилиндре x 2 +y 2 =R 2 , задаваемую 
функцией f. Пусть Q — выпуклая оболочка этой кривой. Она 
состоит из двух развертывающихся поверхностей йі и йг, разде¬ 
ленных кривой, у 0 . Утверждаем, что каждая из поверхностей 
Й! и й 2 однозначно проектируется на плоскость ху. 

Неоднозначность проектирования поверхности й 4 на пло¬ 
скость ху может быть только из-за наличия вертикального пря¬ 
молинейного отрезка, принадлежащего ей. Очевидно, один из 
концов этого отрезка принадлежит у 0 , а другой (обозначим 
его Q) является внутренней точкой поверхности Й,-. Так как по¬ 
верхность й і развертывающаяся, то через точку Q проходит 
прямолинейная образующая, концами упирающаяся в край по¬ 
верхности — кривую у 0 . Но это невозможно из-за строгой вы¬ 
пуклости проекции кривой у 0 на плоскость ху. Утверждение 
доказано. 

Если функция £°(х, у) значениями f не продолжается не¬ 
прерывно на окружность круга F, то это значит, что на по¬ 
верхностях Ф есть такие точки Р, которые при со -* F и h-*f 
неограниченно приближаются к точке Р° цилиндра x 2 +y 2 =R 2 , 
не принадлежащей кривой у 0 . Покажем, что это невозможно. 

Действительно, точка Р° не принадлежит поверхности Й и 
расположена вне ее. Поэтому существует плоскость а, отделяю¬ 
щая эту точку от поверхности й и, следовательно, от кривой у 0 . 
При достаточной близости со к F и h к / кривая у — гра¬ 
ница поверхности Ф —близка к у 0 , а точка Р поверхности Ф 
близка к Р°. Поэтому точка Р и кривая у тоже разделяются пло¬ 
скостью а. А это невозможно, так как Ф имеет неположитель¬ 
ную кривизну. 

Итак, функция £°(х, у) значениями f непрерывно продол« 
жается на окружность круга F. 

Покажем теперь, что производные горизонтальных соста¬ 
вляющих £ и г) изгибающего поля т поверхности со равномерно 
ограничены при со -+F и h-+f в любом круге со е . Для производ¬ 
ных Іх и % это следует из уравнений изгибающего поля 

Ъх+РІх = о, ii v +<7^=0. 

Рассмотрим производные Ъ ѵ и ті*. Для производной выше 
получено выражение в виде криволинейного интеграла. Этому 
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выражению можно придать следующую форму: 

Q 

- ly (Q) = J {d (ply) + (sl x - rl y ) dx + (tl x - sly) dy}, 

p 

где P — точка поверхности со, проектирующаяся в центр круга 
F. Или, что то же самое, 

Q 

~ly(Q) = pZy\*+j&xdq-ly dp). 

p 

Возьмем положительное e'<e. Оказывается, при достаточной 
близости поверхности со к F точки Р и Q можно соединить кри¬ 
вой на поверхности со', длина сферического изображения кото¬ 
рой не превосходит некоторой постоянной 1(е, е'), зависящей 
только от е и е'. Доказательство этого свойства поверхностей со, 
близких к F, не просто. Оно дано ниже. Возьмем в качестве 
пути интегрирования кривую, соединяющую точки Р и Q, рас¬ 
положенную на поверхности со е - и имеющую сферическое изо¬ 
бражение не больше /(е, е'). Тогда 
Q 

ІМ<2)і<И4і+ SVll + PyVdp' + dq*. 

р 

Интеграл 

Q _ 

J Ydp 2 + dq 2 

р 

оценивается через /(е, е') и максимум модулей р и q в оѵ. Сле¬ 
довательно, для \1у\ в со г получается оценка в зависимости от 
максимума модулей £*, І у , р и q в круге со Е / и величины /(е, е'). 
Оценка для производной tj x устанавливается аналогично. 
Теперь для окончания доказательства теоремы достаточно 
воспользоваться теоремой 1, предварительно выделив сходя¬ 
щуюся подпоследовательность изгибающих полей т поверхно¬ 
стей со. Теорема доказана. 

Докажем то свойство аналитических выпуклых поверхно¬ 
стей со, аппроксимирующих общую поверхность F, которым мы 
воспользовались в конце доказательства теоремы 2. 

Пусть F — общая выпуклая поверхность, проектирующаяся 
в круг со: x 2 +y 2 <R 2 плоскости ху, и со —строго выпуклая ана¬ 
литическая поверхность, близкая к F. Будем обозначать со £ ту 
часть поверхности со, которая проектируется в круг со е : х 2 +ы 2 < 
<R 2 — e. 
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Свойство, о котором идет речь, заключается в следующем. 
При достаточной близости поверхности оз к F любые две точки 
поверхности ы £ можно соединить кривой на поверхности &ѵ, 
с' < е, причем длина сферического изображения этой кривой не 
превосходит / (е, е')- 

Обозначим Ye' край поверхности ю 8 '; он представляет собой 
аналитическую кривую, проектирующуюся в окружность круга 
оѵ. Построим выпуклую оболочку кривой Ye' и обозначим О 
ту ее часть, которая обращена выпуклостью так же, как и по¬ 
верхность со. £2 представляет собой развертывающуюся поверх¬ 
ность с краем Y e -, составленную из конечного числа аналити¬ 
ческих поверхностей. 

Возьмем две произвольные точки А и В на поверхности ю е . 
Прямыми, параллельными оси г, спроектируем эти точки на 
плоскость ху и на поверхность й. Проекции обозначим Ä, Б и 
А 1 , Ві соответственно. Проведем в точках Аі и Ві касательные 
плоскости а и ß поверхности Й. Эти плоскости отсекают от 
поверхности (о Е ' выпуклые колпаки to a и сор соответственно. Наи¬ 
более удаленные точки этих колпаков от плоскостей а и ß соот¬ 
ветственна обозначим А 2 и В 2 . 

Точки А и А 2 на колпаке со а можно соединить линией гра¬ 
ницы тени. Это линия, вдоль которой касательные плоскости 
параллельны некоторому направлению. Очевидно, сферическое 
изображение этой линии, как дуги большого круга, меньшей 
полуокружности, меньше я. Аналогично соединяем точки В и В 2 
на колпаке сор. 

Теперь для доказательства нашего утверждения остается 
только соединить надлежащим образом точки А 2 и В 2 . 

Соединим точки Аі и Ві на поверхности й кривой к, которая 
проектируется на плоскость ху в прямолинейный отрезок ÄB. 
Для каждой касательной плоскости й найдется параллельная 
касательная плоскость поверхности сіѵ. Отсюда следует, что на 
сое' есть кривая, имеющая то же сферическое изображение, что 
и и. Эта кривая соединяет точки А 2 и В 2 , так как по построению 
точек А г и В 2 касательные в этих точках поверхности ю Е ' па¬ 
раллельны касательным в точках Аі и Ві поверхности й. 

Оценим длину сферического изображения кривой к. Обозна¬ 
чим б (Р) длину прямолинейной образующей поверхности й, 
проходящей через точку Р, и рассмотрим интеграл вдоль кри¬ 
вой х 

I = j jf>(P)\dn(P)\, 

где п(Р) —нормаль поверхности й в точке Р. Покажем, что 
этот интеграл оценивается через интеграл средней кривизны 
поверхности й. 
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Возьмем малый «прямоугольник» на поверхности й со сто¬ 
роной Дб вдоль прямолинейной образующей и стороной As в на¬ 
правлении, перпендикулярном образующей. Интегральная сред¬ 
няя кривизна Й на прямоугольнике равна ~^k A6As, где k — 
нормальная кривизна поверхности в направлении, перпендику¬ 
лярном образующей. 

По формуле Родрига £As~|A/i|. Поэтому интегральную 
среднюю кривизну прямоугольника можно представить в виде 

уАб|Д п |. 


Отсюда следует, что интеграл / представляет собой интеграл 
средней кривизны той части поверхности й, которая заполнена 
прямолинейными образующими, пересекающими кривую х. Та¬ 
ким образом, I не превосходит интеграла средней кривизны Н 
поверхности й. Оценим величину этого интеграла. Имеем 


Очевидно, 



( \+p2)t-2pqs+(l-fq*)r 
(1 +p 2 + q 2 ) 


I dx dy. 


Жу J j {\r\ + 2\s\ + \t\)dxdy. 


И так как rt — s 2 = 0, то 2|s|<|r| + |/ | и, следовательно, 
Я<| J {\r\ + \t\)dxdy. 


Так как функция р(х, у) монотонна на прямых у= const, 
а функция q(x, у) монотонна на прямых х = const из-за выпук¬ 
лости поверхности Й, то 

J|r(*. у) \dx = I р (х 2 , у) р (*!, у) I, 


Уі 

J I t(x, y)\dy = \q(x, y 2 )-q(x, у г )\. 


Отсюда следует, что если max|/?| и тах|< 7 І на Й не превосхо¬ 
дят с, то 

J J I г \dxdy<^4cR, J J \t\dxdy^4cR, 

ä e , 

а следовательно, H^8cR. 

Максимум \р\ и ІѵІ на й не превосходит максимума |/?| и 
|< 7 І на поверхности со е -, так как для каждой касательной 
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плоскости й существует параллельная касательная плоскость оѵ. 
Что же касается максимума |/>| и |<у| на поверхности ю £ ', то 
при достаточной близости поверхности ш к F он оценивается 
через угол наклона опорных плоскостей поверхности F на мно¬ 
жестве Fe' тех точек, которые проектируются в замкнутый круг 
©г'. Таким образом, можно считать, что константа с в оценке Я 
зависит только от е' и Я ^ 8 c(e')R. 

Теперь нетрудно оценить длину сферического изображения 
I* кривой х. Имеем 

/» - J| dn \. 

Так как каждая точка Р кривой х проектируется внутрь 
круга (о е , а прямолинейная образующая, проходящая через Р, 
если сІп(Р)фО, имеет концы на границе поверхности оѵ , то 
длина каждой такой образующей не меньше хорды круга оѵ, 
касающейся круга и е . Пусть бо — длина этой хорды. 

Обратимся к интегралу 

i=-Ljm\dn(P) і. 

Так как 6(/>)>6 0 в каждой точке Р, где dn ф 0, то 

/>-|-/|<*я| = -^Г(х). 

Но /<Я, а Я<8с(е')#. И мы получаем оценку 
Г(х)<-£ с (е')Я. 

Итак, при достаточной близости поверхности ю к F любые 
две точки поверхности со е можно соединить кривой на поверх¬ 
ности ю', причем эта кривая будет иметь сферическое изобра¬ 
жение длины не больше 

-^-с(е')£ + 2л. 

Утверждение доказано. 

§ 4. Специальная аппроксимация изгибающего поля 
общей выпуклой поверхности 

Этот параграф посвящен изучению некоторых свойств 
усредненного по В. А. Стеклову изгибающего поля общей вы¬ 
пуклой поверхности, используемых главным образом при оценке 
некоторых интегралов (§ 5) в связи с доказательством основ¬ 
ной леммы (§ 6). 
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Пусть F — общая выпуклая поверхность, однозначно проек- 
тирующаяся на плоскость ху, F a — компактная область на по¬ 
верхности, которая проектируется на круг со: х 2 +у 2 4^ R 2 . Сле¬ 
довательно, проекция всей поверхности F покрывает не только 
круг со, но и некоторую его окрестность. 

Пусть т — изгибающее поле поверхности F. Рассмотрим век¬ 
торное поле т, определяемое по формуле 

х {х, y)—j I ф (х — и, у — ѵ) х (и, ѵ) du dv, 

F 

где интегрирование распространяется на проекцию F поверх¬ 
ности F, а функция ер определяется условиями 

Ф(*-н, у—ѵ) = ехр {х при 

(х-и) 2 + (у-ѵ) 2 < V 

<р(х — и, у—ѵ) = 0 при (х — и) 2 + {у — ѵ) 2 ^Ь 2 , 

Яб= JJ ех Р l /+i - 2 - j r dudv - 

« г +о 2 <1 

Поле т будем называть усреднением поля т или просто средним 
полем. Его исследование будет основано на следующих легко 
проверяемых свойствах функции ф(х — и, у — ѵ): 

1. Функция ф имеет производные всех порядков по обоим 
аргументам. 

2. Функция ф неотрицательна и при фиксированных х и у 
равна нулю вне круга радиуса б с центром в точке (х, у). 

3. J J ф(х — и, у — v)dudv= 1, 

где интегрирование распространяется на круг (д: — ы) 2 Ч- 
+ (у-ѵ) 2 <6 2 . 

Отметим_следующие свойства усредненного поля в круге ю: 

а) поле т при б —>0 равномерно сходится к т; 

б) поле т неограниченно дифференцируемо, т. е. имеет про¬ 
изводные всех порядков; 

в) первые производные поля т при б—*-0 остаются ограни¬ 
ченными и допускают представления в виде 

х х (х, у) = J J Ф {х — и, у — ѵ) х и {и, и) du dv, 

р 

х у {х, У)= J J ф (лг — и, y — v)x v (u, v)dudv. 
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Действительно, пусть б настолько мало, что б-окрестность 
круга со содержится в области F. Тогда, применяя теорему 
о среднем, получим 

х (х, у) = х(ц*, ü*)J I ф (х — и, y — v)dudv = x(u*, ѵ*), 

где и*, ѵ* — координаты некоторой точки, которая, отстоит от 
точки (я, у) на расстоянии, меньшем б. А теперь равномер¬ 
ная сходимость поля т к т при б—»0 следует из непрерывно¬ 
сти тв F. 

Свойство б) следует из неограниченной дифференцируемости 
функции ф. 

Для доказательства свойства в) заметим, что функция 
ф(х — и , у — ѵ)х (и, ѵ) в достаточно малой е-окрестности со е 
круга со абсолютно непрерывна по и при ѵ = const и по о при 
и = const. Следовательно, она является неопределенным инте¬ 
гралом от своей производной. А так как при (*, {і)ем на гра¬ 
нице области o)g функция ф(л : — и, у — ѵ)х (и, ѵ) =0, то 

J 1й^^ х ~ и> У~ ѵ ) х ( и > v))du = 0. 

Интегрируя это равенство по ѵ, получим 

J J "Іі ІЧ>(х-и, у- ѵ)х (и, ѵ)) du dv = 0. 

Вместо области интегрирования со е можно взять F, так как вне 
ш е функция ф(х — и, у — ѵ)х (и, ѵ) равна нулю. Выполняя диф¬ 
ференцирование по и подынтегральной функции и замечая, что 

Х х (х, у) = J J Ф* (* - и, у - ѵ) х (и, о) du dv, 

F 

у х (х — и, у — ѵ)=—%(х — и, у — v), 
получаем указанное представление 

х х (х, у)= J J Ф {х — и, у — ѵ) х„ (и, о) du dv. 

F 

Формула для х у (х, у)_ выводится аналогично. 

Ограниченность х ѵ (х, у) следует из ограниченности произ¬ 
водной т и {и, ѵ), что в свою очередь обеспечено условием Лип¬ 
шица для векторного поля т. Производная х ѵ (х, у) ограничена 
при б -*■ 0 по той же причине. 
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Определим в замкнутом круге со множество следующим 
образом. Точку Р отнесем к множеству если точка Р по¬ 
верхности F, которая проектируется в Р, имеет по крайней 
мере две опорные плоскости, образующие угол не меньше ft. 
Очевидно, — замкнутое множество. Обозначим G$ открытое 
множество, содержащее М$. 

Аппроксимируем поверхность F аналитической поверхностью 
со и обозначим г(х, у) и г(х, у) векторы точек поверхностей со 
и F. 

Утверждается, что при достаточной_близости поверхности со 
к F и при достаточной близости поля т к х (т. е. при малом б) 

\~гу\< ео 

в каждой точке множества со — G$ при дифференцировании по 
любому направлению, причем —*•(), когда d — *0. Докажем это. 

Пусть Р — произвольная точка поверхности F a , проекция ко¬ 
торой Р принадлежит множеству со — G«, a Q — произвольная 
точка F a с проекцией Q. Тогда существует е'>0, не зависящее 
от точек Р и Q, Tajcoe, что каждый раз, когда расстояние ме¬ 
жду точками Р и Q меньше е', угол между опорными плоско¬ 
стями в точках Р и Q не больше 2d. 

Действительно, если допустгить противное, то из компакт¬ 
ности со — Ge легко заключить, что в со — G^ есть точка с дву¬ 
мя опорными плоскостями, образующими угол не меньше 2d, 
что невозможно. 

По той же причине при достаточной близости поверхности со 
к F углы между их опорными плоскостями в соответствующих 
точках, проектирующихся в со— G fl , также не превосходят 2d. 

Поэтому можно считать, что для любой точки Р, принадле¬ 
жащей со — G fl , и точки Q, отстоящей от нее меньше чем на г', 
при дифференцировании по любому направлению 
r'(P) = r'(Q) + e", 

где е" сколь угодно мало, если мало d. 

Воспользуемся теперь интегральным представлением для т 7 . 
Имеем 

т'(Р)= J { Ф (P-Q)r'(Q)dQ, 

р (Р) ? (Р) = J J ф (р - Q) ? (Р) х' (Q) dQ. 

Подставляя в правую часть этой формулы полученное выше 
выражение для г'(Р) и замечая, что r'(Q)r'(Q) =0 почти всюду, 
получим 

? (Р) ? (Р) = J J ф (Р - Q) г" dQ. 
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А отсюда следует, что г' (Р)х' (Р) сколь угодно мало при доста¬ 
точно малом О. Утверждение доказано. 

nycjb G* — открытое множество, содержащее все те точки 
круга со, в которые проектируются конические точки поверхно¬ 
сти F. Множество Mq — G* состоит из проекций ребристых то¬ 
чек поверхности F с углом при ребре не меньше '0. Отнесем 
каждой точке множества М$ — G* направление, именно проек¬ 
цию соответствующего ребра поверхности. (Под ребром поверх¬ 
ности в ребристой точке мы подразумеваем прямую, через 
которую проходят все опорные плоскости поверхности в этой 
точке.) Определяемое таким образом поле направлений на мно¬ 
жестве iVffl— G* является непрерывным, более того, оно являет¬ 
ся равномерно непрерывным. 

Если допустить противное, то придем к заключению, что на 
множестве точек поверхности, которое проектируется в М $— Q*, 
есть хотя бы одна коническая точка, что невозможно^ 

Пусть е и ві — два положительных числа. Пусть Р — произ¬ 
вольная точка круга и, е-окрестность которой содержит точки 
Mq — G*. Возьмем в точке Р любое направление g, которое 
образует е «направлением ребра» в точке QcM^—G* из е-окре- 
стности Р угол меньше ві. 

Утверждается, что при достаточной близости поверхности со 
к F, поля т к т и при достаточно малых е и ві произведение 
г'е(Р) х 'А р ) сколь угодно мало равномерно относительно выбора 
точки Р и направления g. Докажем это. 

Пусть S — произвольная точка поверхности F, а S a — точка 
поверхности со, которая проектируется в точку S из е-окрест- 
ности точки Р. При достаточно малом е опорная плоскость в S 
образует малый угол с направлением ребра в точке Q. Отсюда 
следует, что при достаточно малом е, производные г' (S) и r'(Q) 
отличаются мало, причем равномерно мало относительно вы¬ 
бора Р, Q и g. 

При достаточной близости поверхности со к F касательная 
плоскость в точке S (ä поверхности со тоже образует малый угол 
с ребром в точке Q, причем равномерно малый_по отношению 
к выбору точки Р. Следовательно, г' ( Р ) и г' (S) отличаются 
мало, и поэтому можно записать 

г' е (?) — r ' g (S) + е 2 , 

где е 2 мало независимо от выбора точек_Р_и Q, если малы е и e t . 

А теперь заключение о малости r' g (P)x' g (P) получается так 
же, как и в предыдущем доказательстве, с помощью интеграль¬ 
ного представления для т'. 
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Построенное нами векторное поле т не является изгибающим 
для поверхности со. В связи с доказательством основной леммы 
требуется изменить это поле вблизи края поверхности іо так, 
чтобы оно было изгибающим для ограничивающей поверхность 
кривой. Аналитически это значит, что поле т надо изменить не¬ 
которым полем т так, чтобы в точках ограничивающей поверх¬ 
ность и кривой при дифференцировании вдоль кривой было 
d(t + T)dr = 0. 

Обозначим у край поверхности со, а у — его проекцию на 
плоскость ху, т. е. окружность, ограничивающую круг со. Введем 
на плоскости ху полярные координаты р, •& и положим на 
окружности у 

7 е т 0 = е (Ф). 

Векторное поле т вдоль кривой у мы будем искать в виде 
т = X (ft) t + |л (ft) п, 

где t и_ п — единичные векторы_ касательной и нормали окруж¬ 
ности у. Для того чтобы поле т+т на кривой у было изгибаю¬ 
щим, надо, чтобы т удовлетворяло условию 
г«Ч = - е (Ф). 

Имеем 

т в = — М) t + + Ш) п, r e = Rt + .. 

где в выражении через R обозначен радиус круга со (не вы¬ 
писана составляющая вектора г в по оси г). Отсюда 

'в*« = R(h>~ (*)• 

Таким образом, для того чтобы поле т+т на кривой у было из¬ 
гибающим, надо, чтобы А, и р удовлетворяли уравнению 

Ъ-Р- -{>(*)• 

В качестве р(Ф) мы возьмем постоянную и подберем ее так, 
чтобы определяемая по формуле 
о 

а.-/(и-£«(*))<*<> 

О 

функция К была периодической. Очевидно, для этого постоян¬ 
ную |х надо подчинить условию 

2Я 

J (р-^е(ф))с*ф = 0. 
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откуда 



Мы построили поле т на _окружности у круга со. Теперь мы 
продолжим его внутрь круга со по формуле 
т = ф (р) (А, (Ф) t + мл), 

где ф(р) —дважды дифференцируемая функция, удовлетво- 
ряющая условиям 

Ф(/?)=1, ф (р) = О при р </?'</?. 

Рассмотрим некоторые свойства векторного поля т. Заме¬ 
тим, что вертикальная составляющая этого поля равна нулю. 

Пусть на границе поверхности F a — области на поверхно¬ 
сти F, которая проектируется в круг со, нет конических точек и 
пусть почти все точки этой границы являются гладкими. Ввиду 
того, что множество конических точек выпуклой поверхности не 
более чем счетно, а множество негладких точек нулевой меры, 
это условие выполняется почти для всех кругов со, т. е. почти 
для всех R. 

Возьмем круг со' несколько большего радиуса, чем круг со, и 
определим в нем множество Mq таких точек, в каждую из ко¬ 
торых проектируется точка поверхности F, имеющая по крайней 
мере две опорные плоскости, образующие угол не меньше д. 
Такое множество мы уже рассматривали в начале параграфа. 
Пусть М\ обозначает е-окрестность множества М 0 ._При доста¬ 
точно малом е мера множества точек окружности у, принадле¬ 
жащая М|, сколь угодно мала, так как мера множества точек 
окружности у, принадлежащих М$, равна нулю, а множество 
Мо замкнутое. 

По свойству усредненного поля т отсюда следует, что при 
достаточной_близости поверхности со к F и при достаточной бли- 
зости поля т к т мера множества тех точек окружности у, в ко¬ 
торых |r fl T fl |>g>0, сколь угодно мала. Иначе говоря, функция 
е(Ф), определяющая поле т, при со— *F и т-»т сходится к нулю 
по мере. 

Отмеченное свойство функции е(Ф) позволяет заключить, что 
постоянная р, и функция Я(Ф), определяющие векторное поле т: 

2Л О 

>*=ійг I« <•>«». 

о о 
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стремятся к нулю, когда со —* F, а т -* т. Отсюда, в свою очередь, 
принимая во внимание выражение для т: 

t = Ф(р) (Ч<>) / + р.п), 

заключаем, что при со— *F и т-*т поле т р -»0 равномерно 
в круге со, а те—»■ 0 по мере. 

В заключение еще заметим, что при со —► Z 7 и т-»т производ¬ 
ная те равномерно ограничена. 


§ 5. Оценки некоторых интегралов 

В доказательстве основной леммы, которое было намечено 
в § 2, возникает необходимость в оценке некоторых интегралов, 
содержащихся в основном интегральном соотношении. Получе¬ 
нию этих оценок и посвящается настоящий параграф. 

Сохраним обозначения предыдущих параграфов. Именно, 
пусть F — выпуклая поверхность, однозначно проектирующаяся 
на плоскость ху, F a — компактная область на поверхности F, 
проектирующаяся в круг со: x 2 +y 2 <R 2 ; со — строго выпуклая 
аналитическая поверхность, аппроксимирующая поверхность F. 
Чтобы не вводить новых обозначений, область поверхности со, 
которая проектируется в круг со, также будем обозначать со. 

Так как проекция поверхности F на плоскость ху покрывает 
круг со вместе с его границей у. то наклон ее опорных плоско¬ 
стей к плоскости ху в области F a и на ее границе ограничен. 
Отсюда следует, что при достаточной близости поверхности со 
к F наклон ее касательных плоскостей к плоскости ху ограничен 
равномерно относительно близости со к F. Таким образом, при 
достаточной близости со к F производные р и q функции г(х,у), 
задающей поверхность со, равномерно ограничены. В дальней¬ 
шем будем считать, что \р\ и |^| не превосходят постоянной с х . 

Рассмотрим три интеграла: 

J j \ г \ dxdy, I J \s\dxdy, JJ \t\dxdy , 

где г, s, t обозначают вторые производные функции z(x, у), за¬ 
дающей поверхность со. Так как функция р строго монотонна 
по х на любой хорде AB (у= const) круга со, то 
в 

\\r\dx = \p(B)-p(A)\^2c x , 

А 
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и, следовательно, 


Аналогично 


J J \r \dxdy^4c x R. 


Так как поверхность <» выпуклая и, следовательно, s 2 ^rt. 


то 

Отсюда 


2|«|<И + |4 
I J |s|<4 Cl #. 


Обратимся к интегралу средней кривизны Я поверхности со: 


я = 4 


\ (l+q*)r-2pqs+(l+p 2 )t 

I 1 +p 2 + q 2 


J dx dy. 


Этот интеграл замечателен тем, что, имея геометрический 
смысл, не зависит от системы координат ху. Величина интегра* 
ла Я легко оценивается. Действительно, 


я<4 J J (ki+isi+m)^^<6 Cl /?. 


Пусть теперь в круге со имеем какую-нибудь область со*. 
Оценим интеграл 

J J \r\dxdy 

в зависимости от интеграла средней кривизны Я-* по области 
и* поверхности ш. 

Имеем 

(1 +q 2 )r-2pqs+ (1 +p 2 )t _ г rq 2 -2spq + tp 2 t 

1 +p 2 + q 2 1 +p 2 + q 2 ^ 1 +p 2 + q 2 ^ 1 + p* 4- q 2 ’ 

Так как форма га 2 — 2saß-Mß 2 определенная ( rt — s 2 >0), то г, 
t и rg 2 — 2 spq+tq 2 одного знака. Отсюда следует, что 
М ^\ (\+q 2 )r-2pqs+(\+p 2 )t \ 

1+р 2 + Ч г ^\ 1 + p 2 + q 2 Г 

И мы получаем интересующую нас оценку 


18* 
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где —средняя кривизна, нормированная множителем 
1 +2с*> 1 Н-р* 

В этой оценке существенно заметить то, что она верна в лю¬ 
бой системе координат ху. 

Обозначим М а замкнутое множество точек поверхности, со¬ 
стоящее из ребристых точек с углом при ребре, не меньшим а. 
Проекцию этого множества на плоскость ху обозначим М а . По¬ 
кроем круг со сетью из маленьких квадратов А и обозначим G a 
множество, составленное из тех квадратов А, которые содержат 
точки М а . 

Возьмем какой-нибудь квадрат А множества G a . Он содер¬ 
жит хотя бы одну точку множества М а . Эта точка является 
проекцией некоторой ребристой точки поверхности F. Примем 
проекцию ребра за ось у, а перпендикулярную к ней прямую — 
за ось х. 

В такой системе координат оценим три интеграла: 

J J I г I dx dy, j j\s\dxdy, J J \t\dxdy. 

Как показано выше, первый из этих интегралов не превос¬ 
ходит интеграла средней кривизны той части поверхности и, 
которая проектируется в квадрат А. Отсюда следует, что сумма 
таких интегралов 

2 J J \r\dxdy 

не превосходит интеграла средней кривизны всей поверхности со 
и поэтому остается ограниченной при со—*/\ Здесь существенно 
заметить то, что внутри каждого квадрата А выбирается своя 
система координат ху указанным образом. 

Назовем клеткой А' квадрат, составленный из квадрата А и 
еще восьми квадратов, имеющих с квадратом А общую сто¬ 
рону или вершину. Подобно предыдущему устанавливаем, что 

2 J J \r\dxdy 

Д Д' 

не превосходит интеграла средней кривизны поверхности со, 
умноженного на девять и, следовательно, остается ограничен¬ 
ной при со —*■ F . 

Докажем теперь следующее утверждение. Существует по¬ 
стоянная е(а)>0 такая , что если стороны квадратов А доста¬ 
точно малы и поверхность со достаточно близка к F, то в ка¬ 
ждой клетке А' на каждой прямой _«/*■= const, пересекающей 
квадрат А, изменение р не меньше е(а), а на каждой пря- 
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мой х = const внутри квадрата А изменение q можно счи¬ 
тать сколь угодно малым, т. е. меньшим любого наперед задан¬ 
ного е>0. 

Сначала мы это утверждение докажем не для поверхности 
со, аппроксимирующей поверхность F, а для самой поверхно¬ 
сти F. 

Допустим, утверждение неверно. Тогда существует последо¬ 
вательность клеток Л„ с неограниченно убывающими сторо¬ 
нами б„ и в каждой из них есть либо прямая g l n (у = const), 
пересекающая квадрат Д„, на которой изменение р меньше 1/п, 
либо прямая g 2 (х = const), на которой изменение q внутри Д„ 
больше е. Каждой такой клетке К на поверхности F соответ¬ 
ствует область F , которая проектируется в Д'. 

Увеличим поверхность F А > подобно в 1/6„ раз и полученную 
поверхность обозначим В®'. Из последовательности выпуклых 
поверхностей В®' можно выделить сходящуюся подпоследова¬ 
тельность. Не ограничивая общности, будем считать, что схо¬ 
дится сама последовательность В®-. Утверждаем, что предель¬ 
ная поверхность Z последовательности В®' представляет собой 

цилиндрическую поверхность с ребром и углом при этом ребре, 
не меньшим а. 

Обозначим А п отмеченную на поверхности F А > ребристую 

точку и Л„ — ребро в ней. Вводя систему координат ху в клет¬ 
ке Д', мы приняли направление оси х перпендикулярным проек¬ 
ции ребра А„ на плоскость ху. На поверхности В®- точке А п и 

ребру Л„ соответствуют точка Л® и ребро в ней А®- Можно 
считать, что Л® и А® сходятся при п-* оо. Предельная точка 
Л° = lim Ап является ребристой точкой поверхности Z с углом 
при ребре А° = lim А®, не меньшим а. 

Допустим, поверхность Z не цилиндрическая. Тогда на ней 
есть точка В 0 и в ней опорная плоскость ß°, образующая с на¬ 
правлением ребра А 0 угол, больший некоторого е'>0. Отсюда 
следует, что на поверхности В®' при достаточно большом п есть 

точка В® и в ней опорная плоскость ß®, образующая угол 
с ребром А®, больший е'. Переходя к поверхности В д ', заклю¬ 
чаем, что на ней есть точка В„ и опорная плоскость ß„ в этой 
точке, образующая с ребром А„ угол больше е'. 
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Не ограничивая общности, можно считать, что последова¬ 
тельность точек А п на поверхности F сходится к некоторой точ¬ 
ке А. Очевидно, к точке А сходится и последовательность точек 
В п ■ Так как каждая точка А п ребристая с углом при ребре h n , 
не меньшим а, а опорная плоскость ß n в точке В п пересекает 
ребро h n под углом, не меньшим е', то Л — коническая точка. 
Но это невозможно, так как А принадлежит множеству М а . 
Итак, Z — цилиндрическая поверхность. Она имеет ребро h°, 
проходящее через точку Л 0 . 

Если допустить, что в каждой клетке Доесть прямая gh (у — 
=const), пересекающая квадрат Д„, на которой изменение р 
меньше 1/я, то нетрудно заключить, что на цилиндре Z есть прямо¬ 
линейный отрезок, пересекающий ребро h°, что невозможно. 

Если же допустить, что в каждой клетке Д^ есть прямая g% 
(x = const), на которой изменение q внутри Д„ больше е, то 
приходим к выводу, что существует вертикальная плоскость, 
проходящая через образующую цилиндра, и в ней две точки, 
может быть совпадающие, в которых существуют различные 
опорные прямые Z, лежащие в упомянутой плоскости. А это 
невозможно, так как эти прямые должны совпадать с обра'- 
зующей, по которой плоскость пересекает цилиндр Z. 

Итак, мы доказали, что если стороны квадратов Д доста¬ 
точно малы, то в каждой клетке А', на каждой прямой у = const, 
пересекающей квадрат А, изменение р не меньше е(а), а на 
каждой прямой х = const внутри квадрата Д изменение q 
меньше е>0. 

Так как число клеток конечно, то можно взять поверхность и 
настолько близкой к F, что указанное свойство изменения р 
и q в клетках будет иметь место для поверхности и. 

Итак, существует постоянная е(а)>0, зависящая только от 
а, такая, что если стороны квадратов Д достаточно малы и по¬ 
верхность © достаточно близка к F, то в каждой клетке А', на 
каждой прямой у = const, пересекающей квадрат Д, изменение р 
не меньше е(а), а на каждой прямой x = const внутри квадрата 
Д изменение q можно считать сколь угодно малым, т. е. мень¬ 
шим любого наперед заданного числа в>0. 

Возьмем число е настолько малым, чтобы e(a)>N\ где N 
достаточно велико. Тогда, так как 

J J I г I dx dy > бе (а), J J 1 1 \ dx dy < 26e 

(6 — сторона квадрата А), то 

Я» { j \r\dxdy> J \\t\dxdy 
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и, следовательно, 

2j \\t\dxdy<^H m 

д д 

где Н а — интеграл средней кривизны поверхности со. 

Так как |sp<|r||f|, то 

и<т(^ +Л ^0- 

Отсюда 

I J \s\dxdy< i -± f J j \r\dxdy+ y j j\t\dxdy, 

A A A 

и, следовательно, 

2 J J Isldxdy^-jf-Ha. 

Итак, если стороны квадратов достаточно малы и поверх¬ 
ность со достаточно близка к F, то 

2 J \\r\dxdyKH*, 

Д с Оц Д 

2 J* J \s\dxdy< s ^-H et , 

Д сО а Д 

2 J J \t\dxdy*^jpH a . 

A cz О а А 

Теперь поверхность со, аппроксимирующую поверхность F, 
мы будем считать заданной в полярных координатах: 2=г(р, ■&). 

Пусть почти все точки поверхности F, которые проектируют¬ 
ся в окружность круга со, являются гладкими. Обозначим со г 
кольцевую область, определяемую неравенствами R — е<р</?, 
где R — радиус круга со. Утверждается, что при достаточной 
близости поверхности со к F интеграл 

J J |Zpp|pdpdfl 

мал вместе с е. 

Пусть тп а — множество тех точек окружности у круга со, 
в которые проектируются точки поверхности F, имеющие 
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іверхностей 


по крайней мере две опорные плоскости, образующие угол не 
меньше а. Множество пі а замкнутое и имеет линейную меру 
на у, равную нулю. 

Пусть nta будет е'-окрестность множества тп а на у. При 
достаточно малом в' линейная мера на у этого множества будет 
сколь угодно малой. При достаточно малом е" плоская в"- 
окрестность Па множества у — та не будет содержать точек, 
в которые проектировались бы точки поверхности F, имеющие 
две опорные плоскости с углом между ними не меньше ос. 

Отсюда следует, что при достаточной близости поверхности 
со к F изменение z p на каждой прямой О= const внутри я®" бу- 
дет меньше некоторого е(а), сколь угодно малого при малом а. 
И так как изменение z p на любой прямой О= const, очевидно, 
ограничено, то при достаточно малом е и достаточной близости 
поверхности со к F 

J J I г Р р IР dp dft 

сколь угодно мал. 

Рассмотрим теперь интеграл 

J |г«І<Я> 

p=const 

для р, близких К R. 

Так как поверхность со выпуклая, то нормальная кривизна 
ее вдоль линии р = const сохраняет знак и, следовательно, вы¬ 
ражение 

■*-00 J/flö Z D6 

Хр Ур Zp =pZoe + p 2 z p 
*в У* z « 

сохраняет знак. Пусть для определенности z öfl +pz p >0. При 
со —*F величина |pz p | остается ограниченной, меньшей некото¬ 
рой постоянной с. Следовательно, 

I z «o I < z «o + с - 

Отсюда 

J|z M |^< J (ZM+Cjd*- 2яС. 

Таким образом, при <о -+F интеграл 

J ШйЬ 

остается ограниченным некоторой постоянной. 
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Как следствие отсюда получается, что интеграл 

J J IZflolpdpdft 

при (о —► F имеет порядок е. 

Рассмотрим, наконец, интеграл 

J J Izpelprfpdft. 

Знак гауссовой кривизны поверхности а определяется выра¬ 
жением 

Zpp(z<» + PZp)-(Zp<)-Zp) 2 . 

И так как гауссова кривизна поверхности положительна, то 

(*р0 - 2р) 2 < Zpp (Zw + pZp). 

Отсюда получается неравенство■ 

I Zpfl I < I Zp I + 1 Zpp I +1 I +1 pz p I, 
и, следовательно, интеграл 

J J I z p e I p dp dft 

при малом e и при достаточной близости ю к F сколь угодно 
мал. 

Сохраняя обозначения, принятые ранее, обозначим о ква¬ 
дратичную дифференциальную форму 

dr (dx + dx) = o u dx 2 + 2о 12 dx dy + o 22 dy 2 . 

Эту форму можно представить в виде суммы двух форм: 
о = о' + о", где 

о ' = drdx = o', dx 2 + 2о' 2 dx dy + dy 2 , 
o" = drdx = o" dx 2 + 2o" dx dy + a" dy 2 . 

В дальнейшем нас будут интересовать три интеграла, свя¬ 
занные с поверхностью ш и векторными полями т, т: 

Л = J J (o^-a^dxdy, 

/ 2 = J Je (го' 2 — 2so' 2 + to' u ) dx dy, 

/ 3 = J Je (го" - 2so" + to") dx dy, 
где C(x, у) — некоторая ограниченная функция. 
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Именно, нас интересует вопрос, как ведут себя эти инте¬ 
гралы, когда со —► -F и т—>т. Сейчас мы решим этот вопрос для 
интеграла Л- 

Пусть М а — множество тех точек поверхности F, в каждой 
из которых есть хотя бы две опорные плоскости, образующие 
угол не меньше а. М а — проекция множества М а в круг со. 
Почти все точки выпуклой поверхности являются гладкими. 
Множество М а состоит заведомо не из гладких точек, а по¬ 
этому имеет меру нуль. Возьмем открытое множество G a меры 
.меньше г, содержащее множество М а . 

Как было показано в § 4, при достаточной близости поверх¬ 
ности и к f и при достаточной близости поля т к т на множе¬ 
стве точек и — G a при дифференцировании по любому напра¬ 
влению 

I ?х' I < е (а), 

где е(а) сколь угодно мало, если мало а. А для всех точек 
круга со произведение |гѴ| остается ограниченным. 

В § 4 было показано также, что при достаточной близости 
поверхности и к F и поля т к т мера множества тех значений 
О, для которых I T fl I > г', сколь угодно мала. Что же касается 
[т р I, то эта величина сколь угодно мала при всех О, если ю 
близка к F. К этому надо прибавить, что т=0 при р</?' и, сле¬ 
довательно, T fl = Тр = 0. 

Заметим, что 

T jr = tpCosfl , -T <) -^^ , Ту — Тр sin О + Тф _ 

Отсюда следует, что при достаточной близости поверхности ю 
к F и поля т к т множество М" тех точек, где хотя бы одна из 
величин |т*| или |т у | больше е, имеет сколь угодно малую меру. 

При достаточной близости поверхности со к F максимум |pj 
и |< 7 І не превосходит некоторой постоянной Сі. Поэтому 

|7,|<1+С„ |7,|<1+С„ 

и, следовательно, на множестве а — М" 

ІаиЬклКО+СЛе, 

Kl=4l гЛ + Ѵх KO'+Cj)«, 

|ои| = |г„т„|<(1 + Ci)e. 
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А на множестве М" величины | а" | по крайней мере равномерно 
ограничены (при ©rrt F и т—»т). 

Обратимся теперь к форме а'. Так как на множестве со — G a 
при дифференцировании по любому направлению |г / т / | <е(а), 
то 

Кі I = кЛI < е(а), II = \гх у I < е(а). 

При дифференцировании в направлении dy = dx 

Отсюда 

\ I г х х х + г х х у + г у х х + ГуХу I < еа, 

и, следовательно, 

|оі 2 І = у| ~r x r y +7 у т х I< 2е (а). 

Суммируя вышеизложенное, заключаем, что, каковы бы ни 
были положительные числа^ еі и е 2 , при достаточной близости 
поверхности ш к F и поля т к т существует множество G меры 
меньше е 2 , такое, что на множестве со— G имеем |о^|<е,, 
|о"|<е 2 , а на самом множестве G величины | | и |о"| огра¬ 

ничены некоторой постоянной С. 

Отсюда следует, что при достаточной близости поверхности 
со к F и поля т к т интеграл 

Л= J J (°n a a-tydxdy 

сколь угодно мал. 

Покажем, что интеграл 

h = / J £ (ra' 22 - 2so' 2 + ta' u ) dx dy 

при достаточной близости поверхности со к F и поля т к т тоже 
сколь угодно мал. 

Обозначим Ш* множество тех точек плоскости ху, каждая 
из которых является проекцией конической точки поверхности 
F. Множество М* не более чем счетно. Следовательно, его мож¬ 
но покрыть множеством G*, составленным из кругов с общей 
суммой диаметров, не превосходящей е. Покажем, что интеграл 

/*= J JC (ro^ - 2so' 2 + /о',) dx dy 
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сколь угодно мал вместе с е. Имеем 

\П< J J I £ I (I Г I I °22 I + 2 I S 1 1 0 { 2 I + I f 1 1 Оц I) fif* dy. 

о* 

И так как 2|s|<|r| + |H то 

іл</Лсі(И(кіж ! |)+і'і(Кі+кі)и*^ 

а* 

Рассмотрим интегралы 

J J \r\dxdy, J J \t\dxdy. 

о* а* 

Как показано выше, j \r\dx и J \t\dy оцениваются через мак¬ 
симум |р| и |< 7 |. И при достаточной близости со к F можно 
считать, что эти интегралы не превосходят некоторой постоян¬ 
ной с. А так как проекция множества G* на оси х и у не пре¬ 
восходит е, то 

J J |r|dxfifp<ce, jj\t\dxdy ^ се. 

a* G* 

При ®->F и т->т величины |£||а^| ограничены некоторой 
постоянной с', поэтому 

I /* I < 2с' J J ( I г I 4- 1 1 1) dx dy < 4сс'е. 

в* 

Следовательно, интеграл I* мал вместе с е. 

Обозначим М а множество тех точек, принадлежащих со"— 
— G*, в которые проектируются точки поверхности F, имеющие 
по крайней_мере две опорные плоскости, образующие угол не 
меньше а. М а представляет собой замкнутое множество, состоя¬ 
щее из проекций ребристых точек поверхности F. Покроем круг 
со маленькими квадратами А и обозначим G a множество, со¬ 
ставленное из квадратов А, которые содержат точки М а . 

Как показано в_§ 4, при достаточно_ малом а, достаточной 
близости со к F и т к т произведение \г'х'\_ независимо от на¬ 
правления дифференцирования будет в со — G a — G* сколь 
угодно малым. А это значит, что в со — G a — G* сколь угодно 
малы I a', j . 

И так как интегралы 

J J \r\dxdy, JJ \s\dxdy , J J \ t\dxdy 
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остаются ограниченными некоторой постоянной при <j>-*F, то 
при достаточно малом а, достаточной близости со к F и т к т 
интеграл 

J J ^(ro' 22 -2sa' l2 + ta' u )dxdy 

o>-a a -a* 


сколь угодно мал. 

Остается выяснить, как ведет себя интеграл 

J St(ro' 22 -2so' 2 + to' u )dxdy 

а а 

при ®-*-F и т—>т. 

Этот интеграл можно разбить на сумму интегралов 
S J \l{ro^-2sa[ 2 + ta' n )dxdy, 

ДсО а Д 

и при вычислении каждого интеграла этой суммы можно поль¬ 
зоваться своей системой координат ху. Мы введем систему ко¬ 
ординат хі I внутри квадрата А следующим образом. 

В области Fa поверхности F, которая проектируется в квад¬ 
рат Д, есть ребристая точка А с углом при ребре, не мень¬ 
шим а. Примем направление оси х перпендикулярным проекции 
на плоскость ху ребра в точке А поверхности F. 

Если взять стороны квадратов А достаточно малыми, а по¬ 
верхность со достаточно близкой к F, то внутри каждого квад¬ 
рата А величина | а 22 1 = | г у т у | будет меньше е (§ 4) и 

2 l\\r\dxdy<H m J ll\s\dxdy<^-H m 

д<=о а д д<=о а д 

2 / / \t\dxdy< t $ Н а , 

д сО а Д 

где Н а — средняя кривизна поверхности а, а N можно считать 
сколь угодно большим. 

Принимая во внимание ограниченность |стіг| и [сгц|, заклю¬ 
чаем, что если стороны квадратов А малы, а поверхность со до¬ 
статочно близка к F, то интеграл 

J J4 (r<4 - 2 so' 2 + ta' n ) dx dy 


сколь угодно мал. 
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Суммируя вышеизложенное, приходим к выводу, что при 
достаточной близости поверхности со к F и поля т к т интеграл 

4 = J J Ч г< 4 - 2so i 2 + ta 'u) dx dy 


сколь угодно мал. 

Оценим, наконец, интеграл 

4=J \Z(ro^-2so; 2 + to; l )dxdy. 


Перейдем от декартовых координат д су к полярным координа¬ 
там р, ft. 

Так как подынтегральное выражение представляет собой 
смешанный дискриминант квадратичных дифференциальных 
форм d 2 z и а" = dr dx, то при переходе к полярным координа¬ 
там р, ft интеграл / 3 принимает вид 

4=j 4рр°22 - 2z pfl O I2 + Zfrfi n ) , 

где 

°22 = r O T fl. °12 = r lfi р + r p T fl> °11 = Л р Т р- 

Наша цель доказать, что если поверхность со достаточно 
близка к F, а поле т — кт, то интеграл / 3 сколь угодно мал. 
Вспомним выражение для т (§4): 

т = ф(р)(ЦФ)і + р,л), 

где ф(р) — дважды дифференцируемая функция, определяемая 
условиями 

Ф(Я)=1, Ф (р) = 0 при р <£'<#. 

Теперь мы положим R' = R — e и потребуем, чтобы ф(р)<1 и 
I 'Ф' (р) I ^ - Очевидно, этим условиям нетрудно удовлетворить. 

Напомним, что р и Ä,, входящие в выражение для т, при 
co->F сходятся к нулю равномерно, а V (ft) сходится к нулю 
по мере. 

Рассмотрим интеграл 

/з={ J ISIUppIMbel-^. 
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28? 


Так как при достаточно малом е и достаточной близости со к F 
интеграл 

J J IZpplpdpdfl 

мал, а І£||г<)1 остается ограниченным при ш—* *F и т—>-т, то 
при этом интеграл і' 3 тоже мал. 

Рассмотрим интеграл 

/з" = J J ІСІІ^ІІГ-ІІТ-РІ^. 

Имеем 

/з"^|- J_| |С||2 рр | \7 p \\Xt + im\^f-. 

Так как при о )->F величина |£| | г р | |Я/+рл|->0, а интеграл 

J J ІгвоІрфіѲ 

имеет порядок е, то при достаточной близости поверхности со 
к F и поля т к т интеграл /3 сколь угодно мал. 

Рассмотрим, наконец, интеграл 

h — J J I £ 11 г рв КІ^рІ + ІГрТоІ) . 

Мы разобьем его на два интеграла: 

J J Iг 1 1 ** 11 ѵ. I . ПI; 1 1 11 V, I S4. . 

_Первый из этих интегралов при достаточной близости bkF 
и_т к т сколь угодно мал, так как при^ю— >F_n т-»т величина 
|т р | равномерно стремится к нулю в ш е , a |r<,j и интеграл 

/ / IZpoMprffl 

остаются ограниченными. 

Оценим второй интеграл. Имеем 

(Zpfl Zp) ^ Zpp + pZp). 
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Отсюда 

I ZpoKI Zp l + iV|Zpp l + ^-d 2*0 | + |pzp|). 

Подставляя вместо |Zpe| во второй интеграл выражение, стоя¬ 
щее в правой части неравенства, мы его не уменьшаем. Полу¬ 
ченный при этом интеграл разобьем на три интеграла: 

JJ|SII*pl(l + £)k P |K|i^, 

jv{ J ltlU,plkpll?.|- a ^ i , jr jj l£||2pplk p ||T,|^5-. 

Пусть N — большое фиксированное число. Тогда первьш из 
этих трех интегралов при достаточной близости и к F и т к т 
мал из-за сходимости |т 0 | к нулю по мере. Второй интеграл 
мал вместе с е, так как 

J J |Zpp|prfprf# 

мал вместе с е. Наконец, третий интеграл мал, так как инте¬ 
грал 

J J Izfjpdpdtf 

ограничен, а N заранее взято достаточно большим. 

Таким образом, мы заключаем, что при достаточной близо¬ 
сти со к F и т к т интеграл і'з тоже сколь угодно мал. 

Так как 

I /з I ^ /з + h + /з , 

и каждый из интегралов /3, Із, Із" мал при достаточной бли¬ 
зости поверхности со к F и поля т к т, то при этом интеграл / 3 
тоже мал. 

§ 6. Доказательство основной леммы 

Предыдущим изложением подготовлен весь вспомогательный 
материал, необходимый для доказательства основной леммы, 
которое мы дадим в настоящем параграфе. Эта лемма состоит 
в следующем. 

Основная лемма 1. Если 

F: г=г(х,у) 
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— выпуклая поверхность, не содержащая плоских областей, и 
Ъ(х, у)—составляющая по оси г ее изгибающего поля, то по¬ 
верхность Ф: 

г=Ш,У) 

является поверхностью неположительной кривизны. 

Это значит, что на поверхности Ф нет ни одной точки стро¬ 
гой выпуклости, т. е. такой точки Р, через которую проходила 
бы плоскость так, что все точки, близкие к Р, располагались 
бы по одну сторону этой плоскости. 

Основная лемма 2. Пусть 

F: z=z(x, у) 

— выпуклая поверхность, содержащая плоские куски G a . Пусть 
£(х, у)—составляющая по оси z изгибающего поля поверхно¬ 
сти F. Тогда поверхность Ф: 

г=1(х,у) 

на множестве Н тех точек, которым при проектировании пря¬ 
мыми, параллельными оси z на F, соответствуют точки, лежа¬ 
щие вне областей G a , имеет неположительную кривизну. То есть 
на Я не существует точки Р, через которую проходила бы пло¬ 
скость так, чтобы все точки Я, близкие к Р, располагались по 
одну сторону этой плоскости. 

Пусть F — общая выпуклая поверхность, однозначно проек¬ 
тирующаяся на_плоскость ху, Р — произвольная точка на по¬ 
верхности F и Р — ее проекция на плоскость ху. Не ограничи¬ 
вая общности, будем считать, что точка Р является началом 
координат. Возьмем круг 

ю: x 2 +y 2 <R 2 

настолько малого радиуса, чтобы проекция поверхности F на 
плоскость ху покрывала этот круг вместе с ограничивающей его 
окружностью. Кроме того, выберем R так, чтобы почти все точки 
поверхности F, которые проектируются на плоскость ху в окруж¬ 
ность у круга ы, были гладкими. 

Аппроксимируем поверхность F строго выпуклой аналити¬ 
ческой поверхностью, и область на ней, которая проектируется 
в круг ю, обозначим ю. Аппроксимируем изгибающее поле т 
поверхности F регулярным векторным полем путем усредне¬ 
ния поля т по Стеклову (§ 4). Полученное при этом поле обо¬ 
значим т. 

Построим векторное поле т с равной нулю вертикальной со¬ 
ставляющей так, чтобы векторное поле т+т было изгибающим 


19 А. В. Погорелое 
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для края у поверхности со. Такое поле строится не одно¬ 
значно. Мы предполагаем, что оно построено как в § 4. 

Построим регулярное изгибающее поле т* поверхности и, 
которое на границе у поверхности со имеет ту же вертикальную 
составляющую, что и т. Существование такого поля доказано 
в § 3. 

Обозначим, наконец, т° — пока произвольное тривиальное 
изгибающее поле поверхности со с равной нулю вертикальной 
составляющей. 

Составим интегральное соотношение из § 2 для поверхно¬ 
сти со и векторного поля ц=т+т+,т° — т*. Имеем 

7 

= J. J ^ 2 (rt-s 2 )dxdy + ~ J J (5 K y -\i x fdxdy + 

+ J J (a, d 2 z)dxdy+ J J A(o, a)dxdy. 

Здесь 

Я- = I + pC, P = Л + ql, 

1, г), £ — составляющие поля v по осям x, y, z; p, q — первые 
производные функции z(x,y), задающей поверхность со; 
г, s, t — вторые производные функции г; А (о, о)—дискрими¬ 
нант квадратичной дифференциальной формы 

a = dr dv = dr (dx + dx), (dr dx° = 0, dr dx* = 0); 

Д (o,d 2 z) — смешанный дискриминант форм о и d 2 z. 

Утверждается, что можно выбрать тривиальное изгибающее 
поле т° так, что контурный интеграл в левой части этой фор¬ 
мулы 

j ^(Ыц-рсЛ) 

7 

будет неположительным. Докажем _это. 

Рассмотрим вдоль окружности у круга со векторное поле и 
с составляющими I и г| по осям х и у. Поле и является изги¬ 
бающим полем на этой окружности. Действительно, вдоль 
края у поверхности со 

dr du — dxd\ + dy dr\ + dz dt,. 

Но на кривой у имеем cf£=0. Следовательно, 
dx dl + dydr[ = 0, 
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а это_значит, что поле ы(|,г)) будет изгибающим на окруж¬ 
ности у. 

Условимся обозначать составляющую по оси г векторного 
произведения aXb через [а, Ь]. Тогда интересующий нас контур¬ 
ный интеграл записывается в виде 

= = [«,<*«]• 
ѵ У 7 

Векторное поле и определено с точностью до поля скоростей 
движения т°. Задача состоит в том, чтобы показать, что выбо¬ 
ром этого поля т° можно распорядиться так, что интеграл 

\ $ [и, du] 

будет меньше или равен нулю. 

Сохраним наименование и за каким-нибудь определенным 
полем, а общее поле и представим в виде u + Q, где Q — поле 
скоростей вращения около оси z. Утверждаем, что при подхо¬ 
дящем £2 

/ = у § [« + Q . du + dQ] < 0. 

7 

Обозначим о вектор произвольной точки окружности у, а 
г 2 — вектор, полученный из г 4 поворотом на угол я/2 вправо. 
Так как dudr t = 0, то векторы du и г 2 параллельны. Возьмем 
в качестве параметра дугу окружности у. 

Пусть |«'|<7И. Положим ü=u+Mr 2 , Q= (M+c)r 2 . Тогда 

/ = у ф [и + cr 2 , du + c dr 2 ]. 

7 

Векторным уравнением r=ü(s) задается гладкая замкнутая 
кривая С без особенностей (и'фО). Ее касательный вектор ü'(s), 
будучи параллелен вектору r 2 (s), при прохождении кривой по¬ 
ворачивается все время в одном направлении. Следовательно, 
С — замкнутая выпуклая кривая. 

Если длину кривой С обозначить L, а площадь ограничивае¬ 
мой ею области — S, то 

у $ [и, du] = S, у (j) [г 2, dr 2 ] = я/? 2 ; 

7 7 

^ [и. dr 2] = (jj [du, r 2 ] = RL. 

7 7 
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Отсюда 

I = S + cRL + nc 2 R 2 . 

Так как L и S связаны изопериметрическим неравенством 
4 nS<L 2 , 

то существует по крайней мере одно значение с, при котором 
квадратный трехчлен /(с)-^О. 

Таким образом, доказано, что тривиальное векторное поле х° 
всегда можно выбрать так, что контурный интеграл 

■J ^ (А, dp — |х dl) 

Y 

будет меньше или равен нулю. В дальнейшем будем считать, 
что to выбрано именно таким. 

Пусть теперь поверхность со неограниченно приближается 
к F, а поле т — кт. Тогда, как показано в § 5, 

I J £Д (а, d 2 z) dxdy^-0, J J А (о, о) dx dy -> 0. 

Обратимся к первым двум интегралам правой части фор¬ 
мулы. Имеем 

j J l 2 {rt-s 2 )dxdy = J J t 2 d£i, 

где интегрирование в правой части равенства выполняется по 
площади условного сферического изображения поверхности со. 
Это сферическое изображение заключается в сопоставлении 
точке поверхности точки плоскости ( p,q ) с координатами 
р = dzjdx, q = dzldy. 

Второй интеграл 

Т J J ( І ѵ ~ Ѵх? dxdy = j J J {ly + ply -Ъ~ qlxfdx dy. 

a "S 

He ограничивая общности, можно считать, что поле т* — т° 
сходится при со -+F и т->т. Что касается поля т, то оно по по¬ 
строению стремится к нулю. Предельное поле т'=1іт(т* — т°) 
является изгибающим полем поверхности F в области F-, про¬ 
ектирующейся на круг со. 

В результате предельного перехода мы получаем следующее 
интегральное неравенство: 

11 £2 dQ + т I J + /4 -п* - Cr) 2 dx й У < °. 
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где £, rj, £— составляющие изгибающего поля т—т', р, q — про¬ 
изводные первого порядка функции z(x,y), задающей поверх¬ 
ность F, а интегрирование в первом члене выполняется по услов¬ 
ному сферическому изображению поверхности F-. 

Доказательство основной леммы 1. Пусть по¬ 
верхность F не содержит плоских областей. Покажем, что в 
этом случае составляющая 1,(х,у) изгибающего поля т — %' по¬ 
верхности F равна нулю тождественно. 

Действительно, из основного интегрального неравенства, по¬ 
лученного выше, получается 

J J 14Q = 0, //($, + ply -ъ~ tixYdxdy = 0. 

Q G> 

Пусть P — точка строгой выпуклости поверхности F, т. е. такая 
точка, в которой существует опорная плоскость, имеющая с F 
только одну общую точку Р. Точка Р имеет сколь угодно малую 
окрестность G(P) с отличной от нуля площадью условного сфе¬ 
рического изображения. Так как 

J J £ 2 dß = 0 , 

О(Р) 

то из непрерывности £ следует, что £(Р)=0. Итак, функция £ 
равна нулю во всех точках строгой выпуклости поверхности F. 

Из непрерывности функции £ следует также, что она равна 
нулю во всех точках, являющихся предельными точками для 
точек строгой выпуклости F. Таким образом, если £ и отлична 
от нуля, то это может быть только на открытом множестве G, 
не содержащем точек строгой выпуклости. Это G состоит из 
развертывающихся выпуклых поверхностей, не содержащих 
плоских областей. Покажем, что в G функция £ также равна 
нулю. 

Имеем 

//(!, + Р\ у - П* - Лг)* dx dy - 0. 

Отсюда следует, что почти всюду в w 

ly + ply - Пг - <fcx = 0. 

Кроме того, почти всюду удовлетворяются уравнения изгибаю¬ 
щего поля 

lx + pi х = о. ly + ply + л* + ylx — о. л у + qly = 0. 

Отсюда следует, что почти всюду 

Іх + РІх — 0 , r \x + dl x = 0 , 

ly + ply — Q, Лу + <7£ tf = 0. 
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Рассмотрим интеграл 

§Ui 

с 

по замкнутому контуру С внутри круга со*). Преобразуя этот 
интеграл по формуле Остроградского—Грина и замечая, что 
1х^у — 1у^х—0 почти всюду в силу равенств (*), заключаем, что 

= 0 . 

с 

Согласно формулам (*) dl = pdZ,. Поэтому 

^ £ dl = §pZdZ = §>pd (£ 2 ). 


Предполагается, конечно, что на С почти всюду существуют dl, 
dl и dz. 

Выберем теперь контур С специальным образом. Пусть g — 
произвольная образующая развертывающейся поверхности G. 
Не ограничивая общности, будем считать, что она параллельна 
оси у. Возьмем две близкие к g прямолинейные образующие gi 
и g 2 , расположенные по разные стороны от нее и такие, чтобы 
поверхность G вдоль каждой из этих образующих была гладкой. 
Указать образующие g t и g 2 не составляет труда, так как почти 
все образующие обладают этим свойством. Образуем контур С 
из отрезков образующих gi и g 2 и сечений поверхности плоско¬ 
стями у = const. Обозначим Сі и с 2 стороны четырехугольника С, 
принадлежащие gi и g 2 , а с 3 и с 4 —остальные две стороны. 

Интегрированием по частям из 

§pd(l?) = 0 

с 

получается 

§t 2 dp = 0 . 

с 

Так как на каждой из сторон Сі и с 2 четырехугольника С 
£?р = 0 в силу стационарности касательной плоскости вдоль 
прямолинейных образующих gi и g 2 , то 

J Vdp = J i 2 dp. 


*) Этот интеграл введен Минагавой в цитированной работе [471. 
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Из стационарности касательных плоскостей поверхности G 
вдоль образующих gi и g 2 следут также, что 

J dp = J dp. 

А отсюда по непрерывности функции £ получается, что 
£ 2 (Лз) = £ 2 (А 4 ), 

где А 3 и Л 4 — некоторые точки на кривых с 3 и с 4 . 

Переходя теперь к пределу при gi~>g и g 2 ->g, получим 

£ 2 (Л) = £ 2 (Я),^ 

где Л и В — точки на образующей g. 

Таким образом, на образующей g функция £=const. Кон¬ 
цом образующей g является либо точка края поверхности F-, 
либо точка строгой выпуклости, либо предельная точка для то¬ 
чек строгой выпуклости. Во всех этих случаях на конце обра¬ 
зующей g имеем £=0. И следовательно, по доказанному £=0 
вдоль всей образующей g. 

Так как образующая g была взята произвольно, то тем са¬ 
мым доказано, что в ш всюду £=0. 

Пусть £і (х,у) —вертикальная составляющая поля т, а 
£, 2 (х,у) —вертикальная составляющая поля т'. Так как поверх¬ 
ность z—ts(x, у) является предельной для поверхностей неполо¬ 
жительной кривизны, то она сама является поверхностью непо¬ 
ложительной кривизны. Но £і(д:, у) =£г(*, у), следовательно, по¬ 
верхность 

z=t і(х. У), 

где £і(х, У) —вертикальная составляющая заданного нам поля 
т, является поверхностью неположительной кривизны. 

Основная лемма 1 доказана. 

Доказательство основной леммы 2. Пусть F — 
общая поверхность, содержащая плоские области, т — изгибаю¬ 
щее поле поверхности F и £(*,і/) — его вертикальная составляю¬ 
щая. Обозначим Ф поверхность, задаваемую уравнением 

z=Ux,y), 

и обозначим Я множество тех точек поверхности Ф, которые про¬ 
ектируются прямыми, параллельными оси г, не внутрь плоских 
областей поверхности F. Леммой 2 утверждается, что множе¬ 
ство Я имеет неположительную кривизну, т. е., какова бы ни 
была точка Р множества Я, через нее нельзя провести пло¬ 
скость так, чтобы все точки множества Я, достаточно близкие 
к Р, располагались строго по одну сторону этой плоскости. 
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Допустим, утверждение неверно и через некоторую точку Р 
проходит плоскость а Р такая, что все точки Я, близкие к Р, 
располагаются по одну сторону а Р . Пусть для определенности 
они_ниже а Р . Обозначим Р проекцию точки Р на плоскость ху 
и а — круг достаточно малого радиуса с центром в точке Р. 
Так как круг со мал, то все точки Я, которые проектируются в 
круг to, лежат строго ниже плоскости а Р , кроме самой Р, кото¬ 
рая лежит в плоскости а Р . 

Обозначим Фщ ту часть поверхности Ф, которая проекти¬ 
руется на круг to. Рассмотрим следующее преобразование по¬ 
верхности Ф и связанное с этим преобразование изгибающего 
поля т. 

Представим себе плоскость ß, не параллельную оси г, рас¬ 
положенную над поверхностью Ф ш . Будем смещать эту пло¬ 
скость параллельно вниз до тех пор, пока она не упрется в мно¬ 
жество Я. Может случиться, что в этом положении плоскость ß 
пересекает поверхность Ф и . Обозначим Ф а множество тех то¬ 
чек поверхности Ф ш , которые расположены над плоскостью ß. 

Прямыми, параллельными оси г, множество Ф а проекти¬ 
руется в плоские области поверхности F, так как нет точек Я, 
расположенных выше плоскости ß. 

Каждая компонента Фи множества Ф ш проектируется в одну 
плоскую область поверхности F, так как области Ф, соответ¬ 
ствующие плоским областям на F, разделены множеством Я, а 
оно ниже плоскости ß. 

На множестве точек плоского куска Fa поверхности F a , от¬ 
вечающего при проектировании компоненте Фи, мы изменим 
поле т следующим образом. Пусть п — единичная нормаль 
к Fa, выбранная так, что пе г > 0. Тогда на куске F и полагаем т 
равным 

где а — угол, который образует плоскость куска Fa с плоско¬ 
стью ху, а £ — координата z той точки плоскости ß, в которую 
проектируется точка поверхности. Очевидно, измененное таким 
образом поле т удовлетворяет условию Липшица и является 
изгибающим, так как добавка 


^Пгв-9 

перпендикулярна плоскости куска Fa. 

Указанное изменение поля т произведем^ на всех плоских 
кусках поверхности F a , соответствующих Ф и . Для поверхно- 
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сти Ф и описанное преобразование поля заключается в том, что 
часть ее, расположенная над плоскостью ß, заменяется соответ¬ 
ствующими кусками плоскости ß. 

Конечным числом таких операций можно добиться того, что 
край поверхности Ф и будет находиться строго ниже плоско¬ 
сти а Р , все выступающие над этой плоскостью части поверх¬ 
ности Ф (0 будут срезаны соответствующими плоскостями ß. 
Обозначим ті изгибающее поле поверхности F a , которое полу* 
чится в результате таких^ преобразований. 

Возьмем теперь круг ш', содержащийся в со, несколько мень¬ 
шего радиуса так, чтобы проекция поверхности F a на пло¬ 
скость ху покрывала его вместе с ограничивающей окружностью. 
А теперь повторим все рассуждения доказательства леммы 1, 
приняв в качестве поверхности F поверхность F a . 

При этом мы приходим к следующему выводу. Существует 
изгибающее поле т 7 поверхности F удовлетворяющее усло¬ 
виям: 

1) вертикальная составляющая поля V совпадает с верти¬ 
кальной составляющей поля ті всюду вне плоских областей по¬ 
верхности Fa- и на границе этой поверхности; 

2) поверхность Ф^: 2 = £'(*, у), где £'(*, у) — вертикальная 
составляющая поля т', есть поверхность неположительной кри¬ 
визны. 

Так как поля т и Ті на F a имеют одинаковые вертикальные 
составляющие вне плоских кусков поверхности, то множество Н 
лежит на поверхности Фа'- Край поверхности Фщ- лежит ниже 
плоскости ар. Таким образом, край поверхности Ф^ можно от¬ 
делить плоскостью, параллельной ар, от точки Р. А это невоз¬ 
можно, так как поверхность Фи- имеет неположительную кри¬ 
визну. Мы пришли к противоречию. Лемма 2 доказана. 


§ 7. Жесткость выпуклых поверхностей 

Изгибающее поле на выпуклой поверхности называется три¬ 
виальным, если оно является полем скоростей движения поверх¬ 
ности как твердого тела. Тривиальное изгибающее поле имеет 


где а и b — постоянные векторы, а г — вектор точки поверх¬ 
ности. 

Выпуклая поверхность называется жесткой, если она не до¬ 
пускает иных изгибающих полей, кроме тривиальных. 

Пусть F — выпуклая поверхность с краем у, однозначно 
проектирующаяся на плоскость а. Мы будем говорить, что по¬ 
верхность F закреплена на краю относительно плоскости а, 
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если класс допустимых деформаций F ограничивается условием 
стационарности расстояний точек кривой у от плоскости а. 

Теорема 1. Выпуклая поверхность F с краем, не содер¬ 
жащая плоских областей, однозначно проектирующаяся на пло¬ 
скость а и . закрепленная на краю относительно этой плоскости, 
является жесткой. 

Если же поверхность F содержит плоские области, то она 
является жесткой вне этих областей. 

Доказательство. Не ограничивая общности, можно 
считать, что плоскость а является плоскостью ху. Пусть £(х, у) — 
вертикальная составляющая изгибающего поля т поверхности/ 7 . 
Если поверхность F не содержит плоских областей, то поверх¬ 
ность 

Ф: z=t,(x,y) 

является поверхностью отрицательной кривизны. И так как 
t(x,y) равна нулю на краю поверхности F, то £(х,у)=0 всюду 
на F. 

Пусть F содержит плоские области. Тогда по основной лем¬ 
ме 2 заключаем, что £(*,(/) = 0 вне плоских областей на F. 
С помощью преобразования, указанного в § 6 при доказатель¬ 
стве леммы 2, изгибающее поле т в плоских областях F можно 
изменить таким образом, что £ будет равно нулю всюду на F. 
Обозначим так измененное изгибающее поле т'. 

Таким образом, для поля т, если поверхность F не содержит 
плоских областей, или для поля если она содержит плоские 
области, £ = 0. 

Обратимся теперь к дифференциальным уравнениям изги¬ 
бающего поля. Так как £=н0, то 

Іх = 0 , Іц + Чх = 0 , % = 0 . 

Из первого и третьего уравнений следует, что | зависит только 
от у, а т] — только от х. Поэтому из второго уравнения полу¬ 
чается, что іу=— tj*= const. И следовательно, 

dl = cdy, dr\ = — с dx, 

откуда 

1=су + с и ц= — сх + с 2 . 

Изгибающее поле (cy+c lt — сх+с 2 , 0) является тривиальным. 
Оно состоит из вращения около оси и сдвига, параллельного 
плоскости ху. 

Таким образом, в случае поверхности, не содержащей пло¬ 
ских областей, доказано, что поле т тривиально и, следователь¬ 
но, поверхность жесткая. В случае поверхности, содержащей 
плоские куски, доказано, что тривиально поле т'. А так как 
поле х' совпадает с полем т вце плоских областей, то тем самщм 
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доказано, что поверхность жесткая вне плоских областей. Тео¬ 
рема доказана. 

Заметим, что если каждая из плоских областей поверхно¬ 
сти F в отдельности является жесткой, то поверхность F жест¬ 
кая. Это непосредственно вытекает из теоремы 1. 

Выпуклая поверхность с краем называется выпуклой шапкой, 
если ее край лежит в плоскости и на эту плоскость поверхность 
однозначно проектируется. 

Как следствие теоремы 1 получается, что выпуклая шапка 
в классе деформаций, при которых край ее остается плоским, 
является жесткой. 

Говорят, что поверхность звездно расположена относительно 
центра О, если она однозначно проектируется полупрямыми, 
исходящими из О. Мы будем говорить, что поверхность F с 
краем у закреплена на краю у относительно центра О, если 
класс допустимых деформаций ее ограничен условием стацио¬ 
нарности расстояний точек края у от центра О. 

Теорема 2. Выпуклая поверхность F с краем, не содер¬ 
жащая плоских областей, звездно расположенная относительно 
центра О, отделяемого от поверхности некоторой плоскостью а, 
закрепленная на краю относительно центра О, является жесткой. 

Если же поверхность F содержит плоские области, то она 
является жесткой вне этих областей. 

Доказательство. Для регулярных поверхностей и их 
регулярных изгибающих полей имеет место следующая теорема 
Дарбу—Зауера. 

Пусть F — поверхность и т(£, ті, £)—ее изгибающее поле. 
Тогда, если поверхность F подвергнуть проективному преобра¬ 
зованию 

*'=f (*) 

то для полученной при этом поверхности F' векторное поле 
х'Ц'.ц'Х), где 

|' = 1, т,' = Л, (**) 

является изгибающим. 

Действительно, непосредственной проверкой можно убедить¬ 
ся, что 

dx '■ dl' + dt/ dv[ + dz' dl' = (dx dl + dy dx\ + dz dl). 

И, следовательно, drdx= 0 влечет за собой dr'dx'=0. 

Непосредственно проверяется также, что поле х' поверхно¬ 
сти F' тривиально тогда и только тогда, когда тривиально 
поле х на F, 
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Очевидно, эта теорема имеет место для общих выпуклых по¬ 
верхностей и для общих изгибающих полей. Действительно, 
т' удовлетворяет условию Липшица, так как условию Липшица 
удовлетворяет т. Кроме того, почти всюду на F' имеем dr'dx'=0, 
так как drdx= 0 почти всюду на F. 

Теперь нетрудно доказать теорему 2. Примем плоскость, 
проходящую через точку О, параллельную плоскости а, за пло¬ 
скость ху, а точку О — за начало координат. Не ограничивая 
общности, можно считать, что поверхность F расположена в по¬ 
лупространстве 2>0. Подвергнем поверхность F проективному 
преобразованию (*) и построим для полученной поверхности F' 
изгибающее поле х' согласно формулам (**). 

Так как класс допустимых деформаций F ограничен усло¬ 
вием стационарности расстояний от центра О, то £'=0 на гра¬ 
нице поверхности F', которая однозначно проектируется на 
плоскость ху. По теореме 1 поле х' тривиально вне плоских об¬ 
ластей F'. Следовательно, поле т тривиально вне плоских обла¬ 
стей F. Теорема доказана. 

Как следствие теоремы Дарбу—Зауера и основной леммы 
можно доказать, что поверхность Ф: 



где г — вектор точки выпуклой поверхности F, а т — ее изги¬ 
бающее поле, имеет отрицательную кривизну, если не содержит 
плоских областей. Если же F содержит плоские области, то эта 
поверхность имеет неположительную кривизну на множестве Н 
тех точек, которые из начала координат проектируются не в 
плоские области F. 

Рассмотрим бесконечные полные выпуклые поверхности, од¬ 
нозначно проектирующиеся на некоторую плоскость а. Не огра¬ 
ничивая общности, можно считать, что этой плоскостью являет¬ 
ся плоскость ху. Мы будем говорить, что поверхность закреп¬ 
лена на бесконечности относительно плоскости ху, если класс 
допустимых деформаций ее ограничивается условием 


(хЦР)+уЦР))' ,г 


0 при Р —*• оо, 


где £(Р) —вертикальная составляющая скорости деформации. 

Теорема 3. Бесконечная выпуклая поверхность F, одно¬ 
значно проектирующаяся на плоскость ху, не являющаяся ци¬ 
линдром, не содержащая плоских областей и закрепленная на 
бесконечности относительно плоскости ху, является жесткой. 

Доказательство. Проекция G поверхности F на пло¬ 
скость ху представляет собой выпуклую область. Эта область 
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может быть конечной, бесконечной, не покрывающей плоскость 
ху или покрывающей. 

Пусть £(х,у )—вертикальная составляющая изгибающего 
поля поверхности F. Так как поверхность F не содержит пло¬ 
ских областей, то поверхность Ф: г—1,(х,у) является поверх¬ 
ностью неположительной кривизны. Край этой поверхности, если 
область G не совпадаем со всей плоскостью ху, лежит в пло¬ 
скости ху и совпадает с границей области G. Это очевидным 
образом следует из того, что 


І(Р) 

(хЧР)+у*{Р))''‘ 


О при Р —> оо. 


В этом случае поверхность Ф может быть продолжена так, что 
ее проекция на плоскость ху будет совпадать со всей плоско¬ 
стью ху и полученная при этом поверхность также будет по¬ 
верхностью отрицательной кривизны. Для этого достаточно про¬ 
должить функцию 1(х,у) наружу области G, полагая t,(x,y)= 0. 
Продолженную таким образом поверхность Ф будем обозна¬ 
чать Ф. 

По теореме С. Н. Бернштейна о поверхностях отрицатель¬ 
ной кривизны, распространенной на нерегулярные поверхности 
Г. М. Адельсоном-Вельским [1], поверхность Ф является ци¬ 
линдрической. А следовательно, цилиндрической является и по¬ 
верхность Ф. 

Не ограничивая общности, можно считать, что образующие 
поверхности Ф параллельны оси х, и, следовательно, £=уі (*/)• 
Обратимся к уравнениям для изгибающего поля: 

\ х + pZje = 0 , %у + т] х + р£,у + qt, x = 0 , т\у + ql y = 0 . 

Из первого уравнения следует, что £*=0 и, следовательно, 
1=У2ІУ). , , л 

Интегрируя второе уравнение Ѵ 2 + Л* + рѴ! = 0 вдоль прямых 
у = const, получим 

ху' 2 + г] + гу[ + у 3 = 0, (***) 

где уз — некоторая функция от у. 

Возьмем вторую разность из уравнения (***) вдоль прямой 
у = const. Тогда получим 

А Ат] + у'Д Д z = 0. 

Так как на поверхности F нет ни одной полной прямой, то мож¬ 
но считать, что ААгФО. Следовательно, функция уі'=ДДг]/ДД 2 
дифференцируема почти всюду, так как ДДт) и ДДг удовлетво¬ 
ряют условию Липшица. 
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Взяв первую разность уравнения (***), получим 
у' + Дг] + Azy[ = 0. 

Отсюда, подобно предыдущему, заключаем о дифференцируе¬ 
мости почти всюду функции у 2 . И, наконец, устанавливаем 
дифференцируемость у 3 почти всюду. 

Дифференцируя уравнение (***) по у и вычитая из него 
тіі/+<7£г/=0. получим 

хЧ" 2 + zyj + У' = 0. 

Если Yj^O хотя бы для одного у 0 , то г вдоль прямой «/=«/<> 
является линейной функцией х на поверхности. Это значит, по¬ 
верхность содержит прямую и, следовательно, является цилин¬ 
дрической, что исключено. Если же для всех у, где Y^ суще¬ 
ствует, Yf равна нулю, то из условия Липшица для Yj сле¬ 
дует, что Yi — линейная функция, т. е. £— линейная функция. 
Й в силу условия закрепления поверхности на бесконечности 
С = const. 

Отсюда, подобно тому как в доказательстве теоремы 1, за¬ 
ключаем, что изгибающее поле т тривиально. 

Теорема 4. Замкнутая выпуклая поверхность, не содер¬ 
жащая плоских областей, жесткая. 

Замкнутая выпуклая поверхность, содержащая плоские обла¬ 
сти, является жесткой вне плоских областей. 

Доказательство. Пусть ^ — замкнутая выпуклая по¬ 
верхность и т —ее изгибающее поле. Возмем шар Й, содержа¬ 
щий внутри поверхность F, так чтобы поверхность шара и по¬ 
верхность F имели хотя бы одну общую точку. Обозначим ее 
О. Введем в пространстве прямоугольные декартовы коорди¬ 
наты х, у, г, приняв точку О за начало координат, а касатель¬ 
ную плоскость к шару в точке О — за плоскость ху. 

Обозначим V касательный конус поверхности F в точке О. 
Касательным конусом поверхности в точке О называется гра¬ 
ница наименьшего телесного конуса с вершиной О, содержаще¬ 
го поверхность F. Собственно конусом V будет только тогда, 
если точка О коническая. В ребристой точке касательный конус 
вырождается в двугранный угол, а в гладкой точке — в пло¬ 
скость, касательную к поверхности F. 

Пусть V F — общая часть поверхности F и касательного ко¬ 
нуса V. В общем случае V F состоит из отрезков с одним концом 
в точке О, причем если g — отрезок, принадлежащий V F , то он 
не лежит в плоскости ху. 

Часть поверхности F, не принадлежащая V, т. е. область 
F — V F , проектируется однозначно от начала координат О. 
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Подвергнем поверхность F проективному преобразованию 



а ее изгибающее поле т преобразованию 

|/ _ Ъ_ Т) / = Л = — + ^ + ^ 

По теореме Дарбу — Зауера поле т'(£', т)', £') является изгибаю¬ 
щим для поверхности F'. 

Обозначим F" часть поверхности F', которая соответствует 
области F — V F поверхности F при указанном проективном пре¬ 
образовании. Посмотрим, как ведет себя вертикальная состав¬ 
ляющая tf поля т', когда точка приближается к границе F" или 
удаляется в бесконечность, если поверхность F" бесконечна. 

Если точка Q поверхности F" приближается к границе по¬ 
верхности или удаляется в бесконечность, то соответствующая 
ей точка Р поверхности F неограниченно приближается к гра¬ 
нице области F — V F . 

Не ограничивая общности, будем считать, что изгибающее 
поле т поверхности F в точке О равно нулю. Этого всегда 
можно добиться, наложив на поле т поле скоростей сдвига по¬ 
верхности F как твердого тела. 

При условии т(О) =0 утверждается, что когда точка Q по¬ 
верхности F" приближается к границе поверхности F" или уда¬ 
ляется в бесконечность, то £'(Q) -»0. 

Допустим, утверждение неверно, и существует последова¬ 
тельность точек Q, приближающихся к границе поверхности F" 
или удаляющихся в бесконечность, такая, что ? , (Q)>e>0. При 
этом последовательность соответствующих точек Р на F не¬ 
ограниченно приближается к границе области F — V F . Не огра¬ 
ничивая общности, можно считать, что последовательность то¬ 
чек Р сходится к некоторой точке Р 0 . Точка Р 0 либо совпадает 
с точкой О, либо является концом отрезка g прямолинейной об¬ 
разующей конуса V. Этот отрезок лежит на поверхности F, но 
не лежит в плоскости ху, так как поверхность расположена 
внутри сферы Q. 

Пусть Ро является концом некоторого отрезка g. Вдоль от¬ 
резка g почти всюду г'т'= 0. А так как r'=const, то Р(т (Р 0 ) — 
_ х (О))=0. Но т(О)=0. Следовательно, г'т(Ро)=0. И так как 
г' и /-(Ро) параллельны, то г(Р 0 )т(Ро) =0. Таким образом, пре¬ 
дел t по выделенной подпоследовательности Q, равный 
— г ^°ру —, равен нулю, что невозможно. 

Допустим,что Pqs= 0. Покажем ,что ив этом случае £'(Q)-*Q, 
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Не ограничивая общности, можно считать, что последова¬ 
тельность прямых Р 0 Р сходится к некоторой образующей ко¬ 
нуса V. Соединим точки Р 0 и Р кратчайшей у Р . При достаточ¬ 
ной близости Р к Р 0 полукасательные кратчайшей у Р образуют 
с направлением отрезка Р 0 Р сколь угодно малые углы. Поэтому 
можно записать 

r'(s)-r(P) + e(s, P)\r(P) I, 

где дифференцирование производится по дуге s кратчайшей у Р , 
a e(s, Р)->0 при Р->-Р 0 . 

На кратчайшей у Р почти всюду г'т'=0. Подставляя сюда 
г'=г(Р)+е|г(Р)|, получим 

r(P)x'(s) + x'(s)t{s, Р) I г (Р) I = 0. 


Интегрируя это равенство вдоль у Р , получим 
г(Р)т(Р)+1(Р)|г(Р)Р = 0, 


где е(Р)->0 при Р-*-Р 0 . 

Обратимся теперь к функции £'(Q): 


£'(Q) = 


r(P)r(P ) 
Z(P) 


ё(Р) мпл 
* {Р) г(Р) • 


Внутри шара й величина \r(P)\ 2 /z(P) ограничена некоторой 
постоянной, зависящей от радиуса шара. И так как е(Р)-»-0, 
S' ( Q ) —*• 0. то и в случае Р 0 =О мы также приходим к проти¬ 
воречию. 

Итак, когда точка Q неограниченно приближается к гра¬ 
нице F" или удаляется в бесконечность, то t'(Q) ~*0. 

Пусть теперь поверхность F не содержит плоских областей, 
тогда их не содержит и F'. Следовательно, поверхность Ф': 
z=t,'(x,y) имеет отрицательную кривизну. Из поведения функ¬ 
ции £'(Q), установленного выше, следует, что Ф' является пло¬ 
скостью ху или областью на этой плоскости. А это значит, что 
изгибающее поле т в области Р— V F тривиально. 

Ввиду произвола в выборе шара Q поле т тривиально на 
всей поверхности. 

Для случая, когда поверхность F содержит плоские области, 
изменением поля т' на поверхности F" можно добиться, чтобы 
£'==0. А отсюда следует, что поле тривиально вне плоских об¬ 
ластей поверхности F — Ѵ Р . Затем это заключение распростра¬ 
няется на всю поверхность F. Теорема доказана. 

Как следствие теоремы 4 получается, что если плоские об¬ 
ласти замкнутой выпуклой поверхности жесткие, то поверх¬ 
ность жесткая. Например, замкнутый выпуклый многогранник 
q жесткими гранями жесткий , 
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§ 8. Некоторые приложения теорем о жесткости 
общих выпуклых поверхностей 

В настоящем параграфе мы дадим некоторые важные при¬ 
ложения теорем о жесткости общих выпуклых поверхностей. Мы 
рассмотрим вопрос о регулярности бесконечно малых изгиба¬ 
ний регулярных поверхностей. Укажем новые подходы к дока¬ 
зательству теорем об однозначной определенности общих вы¬ 
пуклых поверхностей. 

Теорема 1. Регулярная выпуклая поверхность с положи¬ 
тельной гауссовой кривизной не допускает иных изгибающих 
полей, кроме регулярных. 

Более точно, если поверхность принадлежит к классу С п + а 
(л>2, а>0), г. е. п раз дифференцируема и ее п-е производ¬ 
ные удовлетворяют условию Липшица с показателем а, то каж¬ 
дое изгибающее поле принадлежит классу С п +°' при любом 
а'<а. 

Если поверхность аналитическая, то любое ее изгибающее 
поле аналитическое. 

Доказательство. Пусть F — выпуклая поверхность клас¬ 
са С п+а с положительной гауссовой кривизной, т — ее изгибаю¬ 
щее поле. Рассмотрим вопрос о регулярности изгибающего 
поля т в окрестности произвольной точки Р поверхности F. 

Введем систему координат х, у, г, приняв точку Р за на¬ 
чало координат, а плоскость ху выберем так, чтобы некоторая 
окрестность точки Р поверхности F однозначно проектирова¬ 
лась на плоскость ху. При достаточно малом R окрестность 
точки Р поверхности F задается уравнением г = г(х, у), где 
г(х, у) — функция класса С п+а в круге ©: х 2 + у 2 < R 2 . 

Построим последовательность аналитических функций z(x, у), 
сходящуюся к г(х,у) вместе с производными до n -го порядка 
и производными порядка п, равностепенно удовлетворяющими 
условию Липшица с показателем а в области x 2 +y 2 <R 2 +'e' 
(е'>0). Построим последовательность аналитических функций 
%(х,у) с равномерно ограниченными первыми производными, 
сходящуюся к вертикальной составляющей £,(х,у) изгибающего 
поля т в области ©'. Построение последовательности z(x,y) 
гарантируется принадлежностью г(х, у) классу C n +“, а последо¬ 
вательности %(х,у) — условием Липшица для £(х,у). 

Построим аналитическое изгибающее поле х поверхности 
F-: z=z(x,y) (x 2 +y 2 <R 2 ) с вертикальной составляющей \(х,у) 
на границе и удовлетворяющее в точке Р условиям g=rj =0, 
іу= 0. Существование такого поля доказано в § 3. 


20 К. В. Погорелое 
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Вертикальная составляющая поля Ѣ(х,у) удовлетворяет 
уравнению 

z xx lyy-2l xy l xy + z y ^ xx = Q (*) 

По одной j -еореме Шаудера [72] в любой компактной обла¬ 
сти G круга со для функции Z(x,y), ее производных до л-го по¬ 
рядка и постоянных Липшица для этих призводных относи¬ 
тельно показателя а'<ос можно указать оценку в зависимости 
от максимума модулей коэффициентов уравнения (*), их про¬ 
изводных до п- го порядка и постоянных Липшица п-х произ¬ 
водных относительно показателя а. Принимая во внимание вы¬ 
ражения для горизонтальных составляющих поля т через 1(х,у) 
(данные в § 3), заключаем, что в зависимости от тех же вели¬ 
чин могут быть указаны оценки для £, ц, их производных до п- го 
порядка и постоянных Липшица для этих производных относи¬ 
тельно показателя а'. 

Из последовательности изгибающих полей т можно выде¬ 
лить сходящуюся подпоследовательность. Предельное поле т 
этой подпоследовательности из-за упомянутых оценок для по¬ 
лей т принадлежит классу С п+а . По теореме о сходимости изги¬ 
бающих полей т является изгибающим на поверхности F-. 

Так как на границе поверхности F- вертикальные состав¬ 
ляющие изгибающих полей т и т совпадают, то по теореме 1 
(§ 7) поле х —т тривиально. Поэтому заданое поле также при¬ 
надлежит классу С п+а . 

Если поверхность F аналитическая, то по доказанному поле 
т принадлежит С 3 . А так как вертикальная составляющая 
£(х, у) поля т удовлетворяет уравнению эллиптического типа 
с аналитическими коэффициентами 

rlyy- 2sU+C**=0, 

то £(. х,у) —по теореме С. Н. Бернштейна аналитическая функ¬ 
ция. Вместе с тем должны быть аналитическими и функции 
|(дс, у), ѵ\(х,у), которые известным образом выражаются через 
£(*,«/). Теорема доказана. 

Теорема 2. Замкнутые изометричные выпуклые поверхно¬ 
сти равны. 

Доказательство. Пусть F і и F 2 — две замкнутые изо¬ 
метричные выпуклые поверхности. Допустим, они не равны. 
Тогда существует поверхность F' 2 , сколь угодно близкая F і, ей 
изометричная, но не равная (§ 2, гл. III). 

Пусть лД X) есть вектор произвольной точки X поверхности 
F\ y а н(Х) — вектор соответствующей точки поверхности F’ y При 
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достаточной близости F' 2 к F x поверхность F, задаваемая урав¬ 
нением 

г=п(Х)+г 2 (Х), 

выпуклая и dr x +dr 2 =£0. 

Рассмотрим векторное поле 

т -П(Х)-Г,(Х) 

на поверхности F. Нетрудно показать, что оно удовлетворяет 
условию Липшица, и почти всюду dr d%= 0. Следовательно, поле 
т является изгибающим на поверхности F. 

Так как выпуклая поверхность F является жесткой вне пло¬ 
ских областей (теорема 4, § 7), то поле т вне плоских областей/ 7 
тривиально. 

Относительно плоских областей F можно доказать, что каж¬ 
дой из них на поверхностях F\ и F 2 соответствуют тоже пло¬ 
ские области. А отсюда нетрудно заключить, что поле т триви¬ 
ально на всей повер’хности F и, следовательно, 

т = т х - r 2 = а X (г г + г 2 ) + Ь, 


где а и Ь — постоянные векторы. 

Возьмем две произвольные точки X и X' на поверхности Fi 
и обозначим г[ — г, = А г,. Соответствующий вектор для поверх¬ 
ности Fi обозначим А г 2 . Тогда 


Дг х — Дг 2 = а X (Аг х + Дг 2 ). 

Отсюда 

Д Г 2 _ Д Г 2 = о. 

Таким образом, пространственное расстояние |Дгі| между 
точками X и X' поверхности F\ равно пространственному рас¬ 
стоянию I Дг 2 | между соответствующими точками поверхности 
Fi, т. е. поверхности F\ и F 2 равны, что противоречит построе¬ 
нию поверхности F 2 . Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть Fi и F 2 — две изометричные выпуклые 
поверхности, однозначно проектирующиеся на плоскость ху, об¬ 
ращенные выпуклостью в одну сторону, причем в начале коор¬ 
динат совпадают две соответствующие по изометрии точки этих 
поверхностей. Пусть Z\ ( Р) — координата z произвольной точки 
Р поверхности F iß а z 2 (P) —координата z соответствующей по 
изометрии точки поверхности F 2 . 

Тогда функция z x (P)—z 2 (P) в начале координат О не мо¬ 
жет достигать ни строгого максимума, ни строгого минимума. 

Это утверждение можно доказать при помощи основной лем¬ 
мы о бесконечно малых изгибаниях общих выпуклых поверхностей 
следующим образом. 


20* 
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Пусть Гі(Р) и г 2 (Р) — векторы соответствующих по изомет¬ 
рии точек поверхностей F\ и F 2 . Поверхность F 2 вращением 
около оси z можно расположить так, что поверхность F, зада¬ 
ваемая уравнением г=г г (Р) +г 2 (Р), вблизи точки О (начала 
координат) будет выпуклой и йг\+(1г 2 Ф0. 

Векторное поле х=г 1 (Р)—г 2 (Р) будет изгибающим на по¬ 
верхности F. Его вертикальная составляющая Zi(P)—z 2 (P) по 
основной лемме не может достигать в точке О ни строгого мак¬ 
симума, ни строгого минимума, если эта точка не является 
внутренней точкой плоской области на F. 

Если же точка О является внутренней точкой плоской обла¬ 
сти на F, то она является внутренней точкой плоских областей 
на Fi и F 2 . А в этом случае Zi(P)—z 2 (P), очевидно, не может 
иметь ни строгого максимума, ни строгого минимума в О. Тео¬ 
рема доказана. 

С помощью основной леммы о бесконечно малых изгиба¬ 
ниях общих выпуклых поверхностей доказывается также сле¬ 
дующая теорема. 

Пусть F 1 и F 2 — две изометричные выпуклые поверхности, 
имеющие общую точку Р 0 , однозначно проектирующиеся из на¬ 
чала координат О, обращенные выпуклостью в одну сторону 
относительно направления ОР 0 . Пусть рі (Р) и р 2 (Р) — расстоя¬ 
ния соответствующих по изометрии точек этих поверхностей от 
начала координат. 

Тогда функция pi(F)—p 2 (F) в точке Р 0 не может достигать 
ни строгого максимума, ни строго минимума. 



Глава V 


Выпуклые поверхности в пространствах 
постоянной кривизны 


А. Д. Александров перенес основные результаты построен¬ 
ной им теории выпуклых поверхностей на случай выпуклых по¬ 
верхностей в пространствах постоянной кривизны (см. § 12 гл. I). 
В частности, он доказал соответствующие теоремы о реализуе¬ 
мости абстрактно заданной метрики выпуклыми поверхностями 
в таких пространствах. 

В этой связи представляется естественным перенести резуль¬ 
таты об однозначной определенности выпуклых поверхностей, 
о регулярности выпуклых поверхностей с регулярной метрикой 
и результаты о бесконечно малых изгибаниях выпуклых поверх¬ 
ностей, содержащиеся в гл. II, III и IV, на случай выпуклых по¬ 
верхностей в пространствах постоянной кривизны. Эта задача 
и решается в настоящей главе. 

Решение указанной задачи в нашем изложении будет осно¬ 
вано на возможности сопоставить каждой паре изометричных 
объектов пространства постоянной кривизны R пару изометрич¬ 
ных объектов евклидова пространства Е, находящегося с R в 
геодезическом соответствии. Сущность этого сопоставления для 
случая эллиптического пространства состоит в следующем. 

Пусть R — эллиптическое пространство с кривизной /(=1. 
Введем в R вейерштрассовы координаты Хі (і= 0, 1, 2, 3) и со¬ 
поставим каждой точке пространства R пару точек четырехмер¬ 
ного евклидова пространства с декартовыми координатами х { 
и — Хі. Эти точки заполнят единичную сферу, так как вейер¬ 
штрассовы координаты удовлетворяют условию 
х 2 = х 2 0 + х\ + х\ + х\ = 1. 

Обозначим Е 0 евклидово пространство х 0 =0. Пусть в эллип¬ 
тическом пространстве R имеем две изометричные фигуры F' и 
F". Пусть X' — произвольная точка фигуры F', а X" — соответ¬ 
ствующая по изометрии точка фигуры F". Тогда уравнениями 
_ х' — е 0 {х'е 0 ) _ х" - е 0 (х"е 0 ) 

У ~ е 0 (х' + х") • У *„(*' + *") > 
где в 0 — единичный вектор по оси х 0 , в евклидовом простран¬ 
стве Ео задаются две изометричные фигуры Ф' и Ф". Если фи¬ 
гуры F' и F" конгруэнтны, то фигуры Ф' и Ф" тоже конгру¬ 
энтны. Обратно, если Ф' и Ф" конгруэнтны, то конгруэнтны F' 
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и F". Таким образом, указанное преобразование сводит вопрос 
об однозначной определенности для поверхностей в эллиптиче¬ 
ском пространстве к вопросу однозначной определенности для 
поверхностей евклидова пространства. 

Так как рассмотрение бесконечно малых изгибаний поверх¬ 
ности связано с рассмотрением бесконечно близких изометрич- 
ных поверхностей, то указанное преобразование позволяет 
свести вопрос о бесконечно малых изгибаниях поверхностей в 
эллиптическом пространстве к вопросу о бесконечно малых из¬ 
гибаниях поверхностей евклидова пространства. 

Для простоты и наглядности изложения мы ограничиваемся 
рассмотрением выпуклых поверхностей в эллиптическом про¬ 
странстве. Для выпуклых поверхностей в пространстве Лоба¬ 
чевского мы рассматриваем только один вопрос — вопрос о ре¬ 
гулярности выпуклой поверхности с регулярной метрикой. 

§ 1. Эллиптическое пространство 

Для того чтобы сделать изложение настоящей главы более 
доступным, представляется целесообразным напомнить некото¬ 
рые факты геометрии эллиптического пространства. Эллиптиче¬ 
ское пространство допускает интерпретацию на объектах евкли¬ 
дова пространства. В частности, его можно представить себе 
как сферу четырехмерного евклидова пространства с отождест¬ 
вленными диаметрально противоположными точками. Мы ши¬ 
роко пользуемся этой интерпретацией. Поэтому начнем с напо¬ 
минания некоторых известных понятий для четырехмерного ев¬ 
клидова пространства. 

Под четырехмерным вектором мы будем понимать любую 
четверку вещественных чисел ( х 0 , Х\, х 2 , *з)- Числа x t назы¬ 
ваются координатами вектора. Для векторов обычным образом 
определяются операции сложения, вычитания и умножения на 
число: суммой (разностью) векторов (Хі) и ( y t ) называют вектор 
(Хі±Уі), а произведением вектора {х { ) на число X —вектор (Ях,)- 

Четырехмерные векторы можно представлять себе направ¬ 
ленными отрезками четырехмерного евклидова пространства. 
При этом формально введенные операции сложения, вычитания 
векторов и умножения на число соответствуют известным гео¬ 
метрическим определениям для трехмерных векторов. 

Помимо указанных трех операций над векторами, введем 
скалярное произведение двух векторов, векторное произведение 
трех векторов и смешанное произведение четырех векторов. 

Именно, скалярным произведением двух векторов х и у мы 
будем называть число 

(х, у) = х 0 у 0 + х г у г + х 2 у 2 + х 3 у 3 , 

где Хі — координаты вектора х, а Уі — координаты вектора у. 
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Векторным произведением трех векторов х, у, г, взятых в 
данном порядке, мы будем называть вектор (xyz), і- я коорди¬ 
ната которого равна умноженному на (—1) г детерминанту 
третьего порядка матрицы 

/ х 0 *і х 2 хЛ 

I Уо У\ У 2 Уз I 
Vz 0 Zj z 2 zj 

после вычеркивания в ней г'-й колонки (номер колонки условно 
отсчитывается индексом при координатах). 

Наконец, смешанным произведением (abed) четырех векто¬ 
ров а, Ь, с, d называется число, равное детерминанту, состав¬ 
ленному из координат этих векторов, т. е. 


(abed) = 


а 0 а х а 2 а 3 
Ь 0 b ! b 2 h 
с 0 с і с 2 с 3 

d 0 di d 2 d 3 


Очевидно, векторное и смешанное произведения не изменя¬ 
ются при циклической перестановке сомножителей, а при пере¬ 
становке двух сомножителей умножаются на (—1). Отсюда сле¬ 
дует, что векторные и смешанные произведения равны нулю, 
если сомножители линейно зависимы. ' 

Скалярное, векторное и смешанное произведения векторов 
дистрибутивны по каждому из сомножителей. 

Отметим следующие тождества: 

(abc) d = (abed); 

(аа') (ab') (ас') 

(ba') (ЬЬ') (be') ; 

(са') (сЬ') (се') 

(аа') (ab') (ас') (ad') 

(ba') (bb') (be') (bd') 

(ca') (cb') (ec') (cd') 

(da') (db') (dc') (dd') 


(abc) (a'b'c') = 


(abed) (a'b'c'd') = 


Первое из них следует непосредственно из определения ска¬ 
лярного и векторного умножения, третье —из теоремы умноже¬ 
ния определителей. Для доказательства второго тождества за¬ 
метим, что обе его части линейны относительно каждого из 
векторов а,Ь . с'. Поэтому его достаточно проверить для коор¬ 

динатных векторов (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1,0), (0,0,0,1), 
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При этом, если обе тройки векторов а, Ь, с и а', Ь', с' одинаковы 
с точностью до круговой перестановки, то обе части равенства 
равны либо +1, либо —1, если же тройки различны, то обе 
части равенства равны нулю. (Векторное произведение трех 
различных координатных векторов равно четвертому коорди¬ 
натному вектору, взятому с соответствующим знаком.) 

Абсолютной величиной вектора х называется длина соот¬ 
ветствующего ему отрезка, вычисляемая по обычной формуле, 
как и для трехмерных векторов: 

\x\ = (x* + x* + xl + x*j'' = V(JTZ). 

Под вращением векторного пространства мы будем пони¬ 
мать линейное преобразование 

< = i,j = 0 , 1 , 2 , 3 , ( 1 ) 

при котором абсолютные величины векторов не изменяются, 
т. е. для любого х 

\х\ = \х'\. 

Очевидно, скалярное произведение векторов инвариантно от¬ 
носительно вращений, так как 

(xy) = j{(x + y)^(x-y)^ = ±{\x + y\^-\x-y\^ 

При вращении (1) координатные векторы е 0 (1, 0, 0, 0), ... 
..., е 3 (0, 0, 0, 1) переходят соответственно в векторы 

( а 0 > а 1> а 2 . а з).« «?. « 2 . а з> 

Отсюда, принимая во внимание инвариантность скалярного 
произведения, заключаем об ортогональности матрицы (а/): 

а'а/ + а 'а/ + а'а/ + а'а/ = { j ^ ( 2 ) 

Детерминант преобразования (1) равен 

°0 «? «2° °3 

а' а} а' а' 

А_ <*8 «? а І а з _±1 ‘ 

а о а і а 2 а з 

Чтобы в этом убедиться, достаточно возвести Д в квадрат 
и воспользоваться соотношением ортогональности (2). 
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Условимся называть вращение собственным, если Д= + 1, и 
несобственным, если Д = — 1. Пусть А — любое вращение. Тогда 

(Ах, Ay, Az) = ± ( х, у, г), 

(Аа, Ab, Ac, Ad) = ± (abed), 

где знак плюс соответствует собственным вращениям, а знак 
минус —несобственным. Вторая из этих формул является про¬ 
стым следствием теоремы об умножении определителей, ибо 

(Аа, Ab, Ac, Ad) = (abed) Д. 

Первая формула следует из второй, так как для любого век¬ 
тора и с одной стороны 

(Ах, Ау, Az, Аи) = (Ах, Ay, Аг)Аи, 

а с другой — 

(Ах, Ау, Az, Au)=A(xyzu)=AA(xyz)Au. 

Эллиптическое пространство можно определить как полное 
трехмерное риманово многообразие постоянной кривизны, го- 
меоморфное проективному пространству. Сфера в четырехмер¬ 
ном евклидовом пространстве также представляет собой трех¬ 
мерное риманово многообразие с постоянной кривизной, а 
следовательно, она локально изометрична эллиптическому про¬ 
странству. Оказывается, если, отправляясь от некоторой точки, 
такую сферу постепенно изометрически накладывать на эллип¬ 
тическое пространство соответствующей кривизны, то вся сфе¬ 
ра покроет его дважды, причем в совпадение приходит каждая 
пара диаметрально противоположных точек сферы. Это позво¬ 
ляет представлять себе эллиптическое пространство в виде трех¬ 
мерной сферы, у которой отождествлены диаметрально проти¬ 
воположные точки. В дальнейшем мы будем постоянно пользо¬ 
ваться этой наглядной моделью эллиптического пространства. 
Кривизну пространства будем считать равной +1, и, следова¬ 
тельно, соответствующая ему сфера будет единичного радиуса. 

Так как движение эллиптического пространства есть изомет¬ 
рическое преобразование, а всякое изометрическое преобразо¬ 
вание сферы в себя есть некоторое вращение (собственное или 
несобственное), то движения эллиптического пространства на 
сферической модели надо представлять себе как вращения сфе¬ 
ры около ее центра. Отметим еще, что прямые эллиптического 
пространства, как геодезические на сферической модели, пред¬ 
ставляются большими кругами, а плоскости — пересечениями 
гиперплоскостей, проходящих через центр, со сферой. 

Введем в эллиптическом пространстве координаты, сопоста¬ 
вляя с каждой точкой декартовы координаты соответствующей 
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точки единичной сферы. Введенные так координаты в эллипти¬ 
ческом пространстве называются вейерштрассовыми. Из-за 
неоднозначности изометрического отображения эллиптического 
пространства на сферу они определены с точностью до знака. 
Если рассматривать не все пространство, а его часть после уда¬ 
ления некоторой плоскости, например л: 0 =0, как это мы будем 
часто делать, эта неоднозначность может быть устранена до¬ 
полнительным требованием х<>>0. 

Каждая плоскость в эллиптическом пространстве в вейер- 
штрассовых координатах задается линейным однородным урав¬ 
нением 

а 0 х 0 +öi*i + и 2 X 2 + а 3 х 3 =0, 

где at — постоянные, не все равные нулю. Каждая прямая за¬ 
дается независимой системой таких двух уравнений: 

а 0 х о +аі*і+ а 2 х г+ а 3 х 3 =0, 

ЬоХо -\-,ЬіХі + ЬъХ?. + b 3 x 3 = 0. 

Эти уравнения допускают очевидную векторную запись с по¬ 
мощью скалярных произведений: 

(ах)= 0 (3) 

и, соответственно, 

(ах)= 0, (£>х)=0. (4) 

Из указанного способа задания прямой следует возможность 

ее параметрического задания: 

x=p(c+dt), 

где с и d — постоянные векторы, t— параметр, а р —нормирую¬ 
щий множитель, определяемый условием х 2 =1. В качестве cud 
можно взять любые два различных решения уравнений (4). 

Аналогично, плоскость (3) может быть задана уравнением в па¬ 
раметрической форме 

*=р (c+du+ev), 

где с, d, е — три независимых решения уравнения (3), и, ѵ — па¬ 
раметры, а р — нормирующий множитель, определяемый тем 
же условием. 

Выразим линейный элемент эллиптического пространства в 
вейерштрассовых координатах. Так как вейерштрассовы коорди¬ 
наты равны (с точностью до знака) декартовым координатам 
соответствующей по изометрии точки сферы, то линейный эле¬ 
мент эллиптического пространства в вейерштрассовых коорди¬ 
натах совпадает с линейным элементом сферы в декартовых ко¬ 
ординатах, т. е. 

ds 2 = dx\ + dx\ + dx\ + dx\. 
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Остановимся еще на проективной модели эллиптического 
пространства, которой мы также будем пользоваться. Для этого 
пополним евклидово пространство лг 0 =1 несобственными элемен¬ 
тами. Полученное проективное пространство обозначим Р 0 . Со¬ 
поставим теперь каждой точке эллиптического пространства с 
вейерштрассовыми координатами Х\ точку проективного про¬ 
странства Ро с однородными координатами хі по формуле 

X = lW)' 

где е 0 — единичный координатный вектор (1, 0, 0, 0). Очевидно, 
это отображение является одно-однозначным. Наглядно его мо¬ 
жно представить себе проектированием единичной сферы из ее 
центра на гиперплоскость х 0 =1. 

Построенное отображение эллиптического пространства на 
проективное замечательно во многих отношениях. Оно является 
геодезическим в том смысле, что прямые эллиптического про¬ 
странства переходят в прямые проективного пространства. Дви¬ 
жениям эллиптического пространства соответствуют проектив¬ 
ные преобразования, сохраняющие мнимую овальную поверх¬ 
ность х 2 =0. Последнее вытекает из инвариантности скалярного 
произведения (х, х) относительно вращений. 

Это позволяет представлять себе эллиптическое пространство 
как проективное, в котором роль движений играют проективные 
преобразования, переводящие мнимую овальную поверхность 
я 2 =0 (абсолют) в себя. 

Заметим еще, что если из эллиптического пространства уда¬ 
лить плоскость х 0 =0, то оставшаяся его часть одно-однозначно 
указанным способом отображается на евклидово пространство 
х 0 =1. Это евклидово пространство является соприкасающимся 
для эллиптического в точке (1, 0, 0, 0). Действительно, линейный 
элемент евклидова пространства ds 2 =dx 2 . Так как в точке 
(1, 0, 0, 0) произведение (хе 0 )=х 0 =1 и стационарно, то 

d? - ds 2 = 0, 

6(d?-ds 2 ) = 0. 

А это значит, что евклидово пространство в этой точке является 
соприкасающимся. 

Определение длины кривой в эллиптическом пространстве 
такое же, как и в евклидовом. Она есть предел длин правильно 
вписанных в кривую ломаных, когда звенья их неограниченно 
убывают. Длина звена ломаной с концами в точках (*) и 
(*+Д0 кривой x=x(t) определяется как 


( 5 ) 
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Отсюда, подобно тому как для кривых евклидова пространства 
в их обычном векторном задании, получается формула 

s = J Ѵ~х f dt. 

Будем называть параметризацию кривой естественной, если па¬ 
раметром служит дуга s. 

Пусть у — кривая в эллиптическом пространстве и 
x = x(s) 

— ее естественная параметризация. Выясним свойства вектора 
t=x'(s). 

Во-первых, т является единичным вектором, так как 
s = J УЧ 2 ds, 

и следовательно, т 2 =1. 

Рассмотрим теперь прямую, заданную уравнением в пара- 
метрической форме 

рх = х (s) + tx (s) 

(параметр t). Она является касательной к кривой у в точке (s). 
Действительно, она проходит через точку (s) (t=0). Оценим 
расстояние точки (s+Äs) кривой от этой прямой. Оно не больше 
расстояния указанной точки от точки x(s) +Ast(s), лежащей на 
прямой. А расстояние между этими точками, равное 
~ I х (s + As) — х ( s ) — т (s) As I, 

имеет порядок As 2 . Отсюда следует, что прямая является каса¬ 
тельной. В связи с этим мы будем называть вектор т единичным 
касательным вектором кривой. 

Пусть кривые у' и у" исходят из общей точки Р и 
x-x^s), х = х 2 (о) 

— их естественные параметризации. Найдем угол между кривы¬ 
ми в точке Р. По определению угол между кривыми есть угол 
между соответствующими кривыми в соприкасающемся евклидо¬ 
вом пространстве в точке Р. 

Пусть Р=г(1, 0, 0, 0). Тогда кривые, соответствующие у' и 
у" в соприкасающемся евклидовом пространстве точки Р, за¬ 
даются уравнениями 

Х\ х 2 

У== М’ у °Т^ѵ 

В точке Р в силу стационарности (х^) и (х 2 е 0 ) единичные каса¬ 
тельные векторы этих кривых будут х' и х", и, следовательно, 
cos <)■ = (t'x"). 
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Так как операция скалярного умножения векторов инвариантна 
относительно движений пространства, то эта формула верна, 
какова бы ни была точка Р. 

Вычислим кривизну k кривой у: x=x(s) в произвольной ее 
точке. По определению кривизна у в точке Р есть кривизна соот¬ 
ветствующей кривой в соприкасающемся евклидовом простран¬ 
стве. Пусть Я=(1, 0, 0, 0). Соответствующая кривая в соприка¬ 
сающемся евклидовом пространстве задается уравнением 
_Ф1_ 

У (*(«)*«) - 

Ее кривизна, как известно, выражается по формуле 
Ь 2 у' 2 у " 2 - (y'y"f 
(у' 2 ) 3 • 

Если подставить в эту формулу выражение для у через х и вос¬ 
пользоваться соотношениями: 

* 2 =1, хх/^0, X? 1 — 1, хх"= — 1, х = е 0 , 
то получим 

k* = x" 2 -l. 

Благодаря инвариантности этой формулы относительно движе¬ 
ний, она верна не только в точке (1, 0, 0, 0), но и в любой точке. 

Найдем соприкасающуюся плоскость кривой у в точке (s)\ 
Для этого рассмотрим плоскость, заданную уравнением в пара¬ 
метрической форме: 

рх = х (s) + их' ( s ) + vx" (s) 

(параметры и, ѵ). 

Она, очевидно, проходит через точку (s) кривой (ц = і> = 0). 
Расстояние точки (s+As) кривой от этой плоскости не больше 
чем расстояние до точки 

j (х (*) + а«*' (в) + -тг х" (s)) . 

А это последнее 

I X (s 4- As) — X (s) — A sx' (s) — x" (s) I 

и имеет порядок по крайней мере As 3 . Отсюда следует, что пло¬ 
скость является соприкасающейся. 

Прямая px=x(s) +Ajc"(s) (параметр Я,) является главной 
нормалью кривой. Действительно, она лежит в соприкасающей¬ 
ся плоскости. Далее, р 2 =1—2А,+о(Я 2 ), и, следовательно, при 
Л=0 

х' = х" (s) + х. 
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откуда х' к х' = 0, т. е. вектор х[ перпендикулярен касательному 
вектору кривой, и поэтому прямая является главной нормалью. 
Единичный вектор ѵ, определяемый условием 
х" + х = Яѵ, 

мы будем называть единичным вектором главной нормали кри¬ 
вой. Множитель Я имеет простое значение — это кривизна кри¬ 
вой. Действительно, возводя обе части равенства в квадрат, 
получим 

Я 2 = х" 2 - 1 = 6 2 . 

Заметим, что x(s+As) с точностью до величин порядка As 2 до¬ 
пускает удобное представление 

x(s + As) = х + Ast + (kv — x). 

Векторы x, т, v взаимно перпендикулярны. 

Пусть имеем поверхность F в эллиптическом пространстве, 
заданную уравнением 

х = х(ы, ѵ). 

Касательным вектором в точке Р этой поверхности мы будем 
называть касательный вектор любой кривой на поверхности, ис¬ 
ходящей из Р. В частности, касательными векторами являются 
х и и х„. 

Плоскость, заданная уравнением в параметрической форме 
рх = х + ах ц + ßx 0 (параметры а, ß), 

является касательной плоскостью поверхности, в чем легко 
убедиться рассуждением, которое приведено для касательной 
к кривой. 

Из свойств векторного и смешанного произведений векторов 
легко следует, что вектор 

п = (хх„х„) 

перпендикулярен всем касательным векторам (Ял: и + рх в ) по¬ 
верхности в точке (и, ѵ). В связи с этим мы будем называть 
вектор п вектором нормали поверхности. Единичный вектор нор¬ 
мали поверхности будем обозначать %. 

Для поверхностей в эллиптическом пространстве, подобно 
тому как для поверхностей евклидова пространства, вводятся 
две квадратичные дифференциальные формы: первая квадратич¬ 
ная форма —г линейный элемент поверхности — 
ds 2 —dx 2 =E du 2 +2F dudv + G dv 2 , 
и вторая квадратичная форма — 

— (dx dl) = (d 2 x, l) — L du 2 +2M du du+N dv 2 . 
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С помощью первой квадратичной формы обычным образом, 
как и для поверхностей евклидова пространства, выражаются 
длины кривых, углы между кривыми, геодезическая кривизна 
кривой и гауссова (внутренняя) кривизна поверхности. 

Рассмотрим более подробно вторую квадратичную форму 
поверхности. 

Пусть имеем кривую на поверхности 
u=u(s), v = v(s). 


где s— дуга вдоль кривой. Будем искать ее кривизну. Имеем 
x" s = kv-x, 

где k — кривизна кривой, а ѵ — единичный вектор ее главной 
нормали. Умножая это равенство на І и замечая, что векторы х 
и І перпендикулярны,получим(х"|) = А:со8Ф, где Ф— угол между 
главной нормалью кривой и нормалью поверхности. 

С другой стороны, так как векторы х и и х ѵ перпендикулярны 

I, ТО 

(х"4) = (х ии 1) и' 2 + 2 (х иѵ 1) и'ѵ' + (x VB l) ѵ' г = Lu' 2 + 2Mu'v' + Nv' 2 . 

В результате получается следующая формула: 


L __ „а L du 2 + 2М dudv + N dv 2 
RCOSXf Е du 2 + 2 Fdudv + G dv 2 ' 


(*) 


Правая часть этой формулы имеет простой геометрический 
смысл. Это кривизна нормального сечения поверхности (0=0). 

Определяя главные кривизны поверхности как экстремаль¬ 
ные значения нормальных кривизн в данной точке, известным 
способом находим для них уравнение 

\L-kE M-kF I_ 

I M-kF N-kG I “ °’ 


откуда для произведения главных кривизн получается следую¬ 
щее выражение: 

, , LN — М 2 
«1«2 — - ёТ • 


Произведение главных кривизн называется внешней кривиз¬ 
ной поверхности. В эллиптическом пространстве внешняя кри¬ 
визна поверхности К е отличается от внутренней, которая извест¬ 
ным образом вычисляется через коэффициенты первой квадра¬ 
тичной формы и их производные. 

Имея формулу (*) для нормальной кривизны поверхности, 
можно было бы ввести асимптотические линии, линии кривизны, 
подобно тому как для поверхностей евклидова пространства, и 
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доказать для них соответствующие теоремы. Мы не будем этого 
делать, так как в дальнейшем изложении эти теоремы почти не 
используются. 

Покажем, что основная внешняя характеристика геодезиче¬ 
ской на поверхностях евклидова пространства — то, что ее глав¬ 
ная нормаль совпадает с нормалью поверхности, — имеет место 
и для геодезических на поверхностях эллиптического простран¬ 
ства. 

Пусть у — геодезическая на поверхности F эллиптического 
пространства и Р — точка на ней. Не ограничивая общности, 
можно считать, что Р=(1, 0, 0, 0). Построим соприкасающееся 
евклидово пространство в точке Р. Пусть F — поверхность и у — 
кривая на ней, соответствующие F и у. Очевидно, у в Р на F 
имеет равную нулю геодезическую кривизну. Поэтому главная 
нормаль кривой у в Р совпадает с нормалью поверхности 
(ѵ, х и ) — 0, (ѵ, х ѵ ) = 0. 

Подставляя сюда 



и замечая, что в Р вектор х=во, получим 


где 


(ѵ*„) = 0, (ѵх ѵ ) = 0, 
y = (x" + x)j 


— единичный вектор главной нормали у в Р. Так как, кроме 
того, хѵ ■=0, то векторы ѵ и £ либо совпадают, либо противопо¬ 
ложно направлены. Утверждение доказано. 

Пусть F — поверхность в эллиптическом пространстве. В точ¬ 
ке (х) поверхности векторы х, х и , х ѵ , | образуют базис, так как 
(xx u x v Q =£0. Поэтому любой вектор в этой точке линейно выра¬ 
жается через х,..., |. В частности, 

Х ии = А П Х и + А П Х ѵ + С П Х + 

Х иѵ = А \г Х и A h X v + С l2 X ^ 12 І, 

Х ѵѵ = А 22 Х и + А 22 Х ѵ + С 22 Х + 

l u = B\x u + B\x v + D x x + Hfc, 

І 0 = в\х и + В\х ѵ + D 2 x + н 2 1. 


Коэффициенты этих формул выражаются через коэффици¬ 
енты первой и второй квадратичных форм поверхности. Именно, 
умножая эти равенства скалярно на получаем 

= Кг = М, ha = N, Н 1 = Н 2 = 0. 
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Умножая равенства на х и замечая, что 

х 2 = 1, х ии х = - Е, х иѵ х = - F, х ѵѵ х = - G, 
хіа = хі* = О, 

получим 

Сц = Е, С і2 — Е, С 22 — — G, Di = D 2 = 0. 

Для получения коэффициентов Лп и А\\ умножим первое 
равенство на х и и х ѵ . Замечая, что х ии х„ = -j Е и , х ии х ѵ = 
= F„ — Е ѵ , получим 

jE u = EA \ 1 + FA 2 u, 

F u -±E v = FA l u + GA 2 n . 

В точности такой системе удовлетворяют символы Христоффеля 
второго рода Г{, и Г?і. Поэтому 

ЛІ, = Г{,, л?, = г?,. 

Аналогично заключаем: 

Л12 = ГІ2, Л12 = Г?2» 

Л 22 = Г 22 , Л 22 = ^22- 

Для определения коэффициентов В[ и В 2 умножим послед¬ 
нее из вышеприведенных равенств на х и и х ѵ . Тогда получим 

— м = в\е + b\f, 

-n = b\f + b\g. 

А это как раз та система, из которой находятся коэффициенты 
соответствующих деривационных формул для поверхностей 
евклидова пространства. Относительно коэффициентов Д} и В 2 
делаем аналогичное заключение. 

Итак, для поверхностей в эллиптическом пространстве имеет 
место следующая система деривационных формул: 

х ии = Г\іХ и + IV U - Ex + L|, 
x uv = Г} 2 х н + Г2 2 х ѵ -Fx + Ml, 
x vv = r 22 *u + — Gx + N1, 

l u = B\x u + B\x v , 
l a = B l 2 x u + B\x 0 , 


21 А. в. Погорелое 
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где коэффииценты Г и В выражаются через Е. F, G, L, М, N 
точно так же, как соответствующие коэффициенты деривацион¬ 
ных формул для поверхностей евклидова пространства. 

Условия, которым должны удовлетворять коэффициенты пер¬ 
вой и второй квадратичных форм, могут быть получены так же, 
как и для поверхностей евклидова пространства. Именно, если 
в тождествах 

(і в )»-(У а = о, 

(U-(U- о, 

(Хѵѵ)а ~ ( х иѵ)ѵ = О 

выражения в скобках заменить согласно деривационным фор¬ 
мулам, и после формального дифференцирования еще раз вос¬ 
пользоваться такой заменой, то получим 

°іЛ + а і2 Х ѵ + «10* + а Л = О, 

а 2 Л + <*22** + «20* + ОгІ = О, 

а 31* и + а 32*ѵ + а 30 Х + а з£ = 0. 

Так как х а , х ѵ , х и | — независимые векторы, то 
а и = 0, а г = 0. 

Заметим, что если бы в первых трех деривационных форму¬ 
лах члены, содержащие х, отсутствовали, то для ац и аі 2 
получились бы те же выражения. А так как в случае евклидова 
пространства ац=0 и аіг = 0 являются соотношениями Петер¬ 
сона — Кодацци, то и для поверхностей эллиптического про¬ 
странства коэффициенты первой и второй квадратичной формы 
удовлетворяют условиям Петерсона — Кодацци. 

Не приводя подробного анализа, заметим, что среди осталь¬ 
ных десяти соотношений новых является только одно. Оно уста¬ 
навливает связь между внутренней (гауссовой) и внешней кри¬ 
визной поверхности: 


В заключение заметим, что указанные три соотношения ме¬ 
жду коэффициентами двух квадратичных форм 
Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 , 

Ldu 2 + 2Mdudv + Ndv 2 , 

из коих первая положительно определенная, являются доста¬ 
точными, чтобы существовала поверхность, для которой эти 
формы были бы соответственно первой и второй квадратичной 
формой. Эта поверхность определяется однозначно с точностью 
до положения в пространстве. 
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§ 2. Выпуклые тела и выпуклые поверхности 
в эллиптическом пространстве 

Основная часть настоящей главы посвящена изучению изо- 
метричных общих выпуклых поверхностей в эллиптическом и 
евклидовом пространствах. В связи с этим мы рассмотрим не¬ 
которые свойства выпуклых тел и выпуклых поверхностей в эл¬ 
липтическом пространстве, используемые в дальнейшем изло¬ 
жении. 

Как было указано в § 1, единичная трехмерная сфера допу¬ 
скает одно- и двузначное локально изометрическое отображе¬ 
ние на эллиптическое пространство с кривизной единица. Это 
отображение однозначно с точностью до движений. 

Будем называть тело эллиптического пространства выпук¬ 
лым, если оно является образом некоторого выпуклого тела 
единичной сферы при указанном отображении. Это определение 
инвариантно относительно движений в эллиптическом простран¬ 
стве и не зависит от конкретно взятого отображения сферы. 

Что же касается выпуклых тел на сфере четырехмерного 
пространства, то их можно определить как пересечения со сферой 
выпуклых конусов с вершиной в центре сферы. Так как выпук¬ 
лый конус имеет опорную плоскость в вершине, то выпуклое 
тело на сфере целиком располагается на одной из полусфер, опре¬ 
деляемых указанной опорной плоскостью. При этом, если вер¬ 
шина конуса является строго конической точкой в том смысле, 
что некоторая опорная плоскость в ней не имеет других общих 
точек с конусом, то определяемое этим конусом выпуклое тело 
лежит строго внутри полусферы, т. е. не имеет общих точек с ее 
границей. 

Обратимся теперь к проективной модели эллиптического 
пространства. Если принять опорную плоскость конуса за пло¬ 
скость х 0 =0, а конус считать расположенным в полупростран¬ 
стве лг о >0, то на *о=1 выпуклое тело эллиптического простран¬ 
ства выглядит евклидовски выпуклым телом и может быть по¬ 
полненным несобственными точками. Для того чтобы составить 
о нем полное представление, заметим следующее. 

В вершине выпуклого четырехмерного конуса имеет место 
одна из следующих четырех возможностей: 

a) существует опорная плоскость, не имеющая других об¬ 
щих точек с конусом, кроме его вершины — в этом случае вер¬ 
шину мы назвали строго конической точкой; 

b) существует опорная плоскость, имеющая с конусом об¬ 
щую прямую и не имеющая других общих точек; 

c) существует опорная плоскость, имеющая с конусом об¬ 
щую двумерную плоскость и никаких других точек; 

d) вся опорная плоскость принадлежит конусу. 


21* 
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В случае а) на проективной модели * 0 =1 выпуклое тело 
выглядит конечным выпуклым телом; в случае Ь) оно предста¬ 
вляет собой евклидов выпуклый цилиндр конечного охвата, по¬ 
полненный бесконечно удаленной точкой; в случае с) выпуклое 
тело состоит из слоя между двумя параллельными плоскостями, 
пополненного бесконечно удаленной прямой, по которой пере¬ 
секаются эти плоскости; наконец, в случае d) выпуклое тело 
представляет собой все пространство. 

В случаях Ь), с) и d) мы имеем дело с вырожденными в из¬ 
вестном смысле выпуклыми телами, их поверхность устроена 
просто и ее исследование в намеченном плане не представляется 
интересным. В связи с этим в дальнейшем мы рассматриваем 
только такие выпуклые тела и их поверхности, которые полу¬ 
чаются в случае а), т. е. когда вершина проектирующего конуса 
является строго конической. 

Таким образом, рассматриваемые нами выпуклые тела эл¬ 
липтического пространства представляют собой на сферической 
модели выпуклые тела, располагающиеся строго внутри одной 
полусферы, а на проективной модели они представляются ко¬ 
нечными евклидовски выпуклыми телами. 

Для удобства рассмотрения выпуклых тел в эллиптическом 
пространстве целесообразно удалить из негр некоторую пло¬ 
скость, не пересекающую тела. В качестве такой плоскости на 
сферической модели пространства можно взять пересечение 
опорной плоскости проектирующего конуса со сферой. Соответ¬ 
ственно на проективной модели удаляется бесконечно удален¬ 
ная плоскость. При этом на сферической модели мы приходим 
к выпуклым телам открытой полусферы х 2 =1, Хо>0, а на проек¬ 
тивной модели — к конечным выпуклым телам евклидова про¬ 
странства Хо=1. 

После удаления из эллиптического пространства плоскости 
х 0 =О в оставшейся его части прямые и плоскости обладают 
свойствами евклидовых прямых и плоскостей. Это позволяет 
для выпуклых тел эллиптического пространства ввести различ¬ 
ные понятия, так же как и для выпуклых тел евклидова про¬ 
странства, в частности понятие опорной плоскости, касательного 
конуса, и доказать соответствующие теоремы. 

Под выпуклой поверхностью в эллиптическом пространстве, 
так же как и в евклидовом пространстве, мы будем понимать 
область на границе выпуклого тела. 

Вся граница выпуклого тела называется полной выпуклой 
поверхностью. 

Расстоянием между двумя точками на выпуклой поверх¬ 
ности называется точная нижняя грань длин кривых на по¬ 
верхности,. соединяющих эти точки. Кривая, длина которой 
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равна расстоянию между ее концами на поверхности, назы¬ 
вается кратчайшей. 

Любые две точки полной выпуклой поверхности в эллип¬ 
тическом пространстве можно соединить кратчайшей. На не¬ 
полной выпуклой поверхности (поверхности с краем) могут 
быть точки, которые нельзя соединить кратчайшей, но каждая 
точка имеет окрестность, любые две точки которой можно со¬ 
единить кратчайшей на поверхности. 

Для выпуклых поверхностей в евклидовом пространстве 
имеет место теорема Г. Буземана о том, что любая кривая, 
соединяющая две данные точки полной выпуклой поверхности 
вне тела, ею ограниченного, и не лежащая целиком на поверх¬ 
ности, имеет большую длину, чем расстояние между этими 
точками на поверхности (см. § 1 гл. II). В эллиптическом про¬ 
странстве теорема Буземана в том виде, как мы ее сформули¬ 
ровали, вообще говоря, неверна. Легко привести соответствую¬ 
щие примеры. Однако если потребовать достаточную близость 
точек на поверхности, теорема остается в силе. 

Чтобы в этом убедиться, обратимся к проективной модели 
эллиптического пространства. Выпуклое тело здесь изобра¬ 
жается конечным евклидовским выпуклым телом, а его поверх¬ 
ность — замкнутой выпуклой поверхностью. Обозначим б точ¬ 
ную нижнюю грань длин кривых в метрике эллиптического 
пространства, соединяющих поверхность с несобственной плоско¬ 
стью. Пусть теперь расстояние s между точками А и В на 
поверхности меньше б. Покажем, что любая кривая, соединяю¬ 
щая точки А и В вне тела, ограниченного поверхностью, и не 
лежащая целиком на поверхности, имеет длину, большую s. 
Допустим, это неверно, и, следовательно, существуют кривые 
длины не больше s. 

Рассмотрим все кривые длины не больше s, соединяющие 
точки А и В вне поверхности. Очевидно, они не пересекаются 
с несобственной плоскостью. Среди этих кривых есть кратчай¬ 
шая. Можно считать, что она не лежит целиком на поверх¬ 
ности. Действительно, если она имеет длину меньше s, то она 
не может лежать на поверхности, так как расстояние между ее 
концами равно s. Если же она имеет длину s, то, по предполо¬ 
жению, найдутся кривые длины s, соединяющие точки А и В и 
не лежащие целиком на поверхности. С другой стороны, каждая 
компонента этой кратчайшей кривой, не лежащая на поверх¬ 
ности, есть прямолинейный отрезок с концами на поверхности 
и, следовательно, принадлежит ей. Мы пришли к противоречию. 
Утверждение доказано. 

Теорема Буземана позволяет распространить на выпуклые 
поверхности в эллиптическом пространстве лемму И М. Либер¬ 
мана о геодезических в следующем виде. 
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Пусть у — геодезическая на выпуклой поверхности (кривая, 
являющаяся кратчайшей на каждом достаточно малом отрез¬ 
ке). Возьмем точку О внутри выпуклого тела, ограниченного 
поверхностью. Соединим точку О со всеми точками геодезиче¬ 
ской прямолинейными отрезками внутри тела, ограниченного 
поверхностью. Тогда, если образованную этими отрезками ко¬ 
ническую поверхность развернуть на эллиптическую плоскость, 
то у перейдет в выпуклую кривую y. обращенную выпуклостью 
наружу области, покрытой при этом конусом. Действительно, 
в противном случае на у существуют сколь угодно близкие 
точки, которые можно соединить малым прямолинейным отрез¬ 
ком б вне области, покрытой разверткой конуса. Если на ко¬ 
нусе, проектирующем геодезическую у. нанести кривую у«, 
соответствующую отрезку б, то она будет короче соответствую¬ 
щего ей отрезка геодезической, что противоречит теореме Бу- 
земана. 

Эта лемма имеет многочисленные следствия. Не перечисляя 
их, укажем только, что из нее получается существование в ка¬ 
ждой точке геодезической правой и левой полукасательных и 
их непрерывность справа, соответственно слева. 

Пусть S — точка на выпуклой поверхности в эллиптическом 
пространстве и у — геодезическая, исходящая из S. Возьмем 
на у близкую к S точку X и соединим ее с S прямолинейным 
отрезком. Пусть s — расстояние между точками S и X по гео¬ 
дезической, б — пространственное расстояние между этими точ¬ 
ками и О — угол, который образует полукасательная к у в S 
с прямолинейным отрезком SX. Тогда при X-+S отношение 
s /б—*1, а Ф—»О. Это свойство геодезической является простым 
следствием существования и непрерывности гюлукасательной 
к геодезической. 

При геодезическом отображении эллиптического простран¬ 
ства на евклидово пространство (§ 1) касательные конусы вы¬ 
пуклых поверхностей соответствуют друг другу. Так как при 
этом свойство кривой иметь полукасательную сохраняется, 
а полукасательные кривых, исходящих из данной точки, на 
выпуклой поверхности евклидова пространства являются обра¬ 
зующими касательного конуса, то это свойство имеет место и 
для выпуклых поверхностей в эллиптическом пространстве. 
В частности, полукасательные геодезических, исходящих из дан¬ 
ной точки на выпуклой поверхности эллиптического простран¬ 
ства, являются образующими касательного конуса. 

Рассмотрим еще вопрос о внешней кривизне *) выпуклых 
поверхностей в эллиптическом пространстве. В евклидовом про¬ 
странстве внешняя кривизна множества М на выпуклой поверх- 


*) Здесь идет речь об интегральной кривизне. 
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ности определяется как площадь сферического изображения 
этого множества. В эллиптическом пространстве такое опреде¬ 
ление кривизны встречает затруднения из-за отсутствия парал¬ 
лельного переноса, необходимого для приведения нормалей 
к одной точке. 

Это затруднение в работе А. Д. Александрова [10] преодоле¬ 
вается следующим образом. Множество М разбивается на ко¬ 
нечное число подмножеств т&. В каждом т h берется точка Рь. 
и строится соприкасающееся евклидово пространство в этой 
точке, находящееся в геодезическом соответствии с простран¬ 
ством постоянной кривизны (как в § 1). Пусть и(/??й) —внеш¬ 
няя кривизна множества, соответствующего /п* на выпуклой 
поверхности евклидова пространства. Доказывается, что если 
диаметры множеств m & неограниченно убывают, то 
стремится к определенному пределу, не зависящему от способа 
разбиения М на m h . Этот предел и есть, по определению, внеш-. 
няя кривизна поверхности на множестве М. 

Относительно так определяемой внешней кривизны выпук¬ 
лых поверхностей в эллиптическом пространстве А. Д. Александ¬ 
ров в цитированной работе устанавливает ряд свойств, в част¬ 
ности полную ее аддитивность на кольце борелевских множеств. 

В случае, если выпуклая поверхность регулярна, из данного 
выше определения внешней кривизны для нее получается сле¬ 
дующее выражение: 

со(М)= J J kfads. 


где ki и k 2 — главные кривизны, а интегрирование выполняется 
по площади поверхности. 

Пусть F — выпуклая поверхность в эллиптическом простран¬ 
стве, О — точка на этой поверхности и X — точка поверхности, 
близкая к О. Соединим точки X и О кратчайшей у и обозна¬ 
чим t полукасательную к ней в точке О. Отложим на полукаса¬ 
тельной t отрезок ОУ, равный s — длине кратчайшей у. Мы хо¬ 
тим оценить длину б отрезка XY и выяснить его направление. 

В случае выпуклых поверхностей евклидова пространства 
известно следующее (§ 1 гл. II): 

1. Направление отрезка ХУ как точка единичной сферы 
принадлежит выпуклой оболочке сферического изображения 
кратчайшей у. 

2. 6 Is —*■ 0, когда Х->0. 

3. Угол # между отрезками ОУ и УХ стремится к я/2 при 
Х-+0. 

Аналогичные свойства мы сейчас установим для выпуклых 
поверхностей в эллиптическом пространстве. 
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Возьмем евклидово пространство, соприкасающееся в точке 
О с рассматриваемым эллиптическим пространством и находя¬ 
щееся с ним в геодезическом соответствии. Перенесем в это 
пространство описанное построение и сохраним введенные обо¬ 
значения, дополняя их чертой. 

Доказательство первого утверждения для поверхностей ев¬ 
клидова пространства проводится сначала для многогранников 
и в этом случае оно заключается в следующем. Грани, вдоль 
которых проходит геодезическая у, путем поворота около соеди¬ 
няющих их ребер непрерывно переводят в плоскость грани 
первого звена. При этом геодезическая ломаная у переходит 
в прямолинейный отрезок длины s, имеющий направление пер¬ 
вого звена, конец ломаной (точка X) движется по гладкой кри¬ 
вой у, составленной из дуг окружностей, и представляет собой 
ортогональную траекторию семейства опорных плоскостей по¬ 
верхности вдоль у. Таким образом, все касательные у являются 
внешними нормалями поверхности вдоль у, откуда следует ука¬ 
занное свойство 1. 

Очевидно, описанное преобразование геодезической ломаной 
на многограннике в эллиптическом пространстве также осуще¬ 
ствляется беспрепятственно. В соприкасающемся евклидовом 
пространстве траектории у точки X соответствует гладкая крш 
вая, которая пересекает опорные плоскости многогранника F 
вдоль у под углом, близким к прямому, причем это отклонение 
угла от прямого сколь угодно М£ло, если мало s. Отсюда сле¬ 
дует, что направление отрезка XY находится в е'-окрестности 
выпуклой оболочки сферического изображения у, причем е'—>-0, 
когда s —»0. 

Переход от многогранника к произвольной выпуклой поверх¬ 
ности осуществляется путем приближения поверхности много¬ 
гранниками и по существу ничем не отличается от соответствую¬ 
щего перехода в евклидовом пространстве. Окончательный ре¬ 
зультат может быть сформулирован следующим образом. 

Направление отрезка XY образа XY в соприкасающемся ев¬ 
клидовом пространстве точки О, как точка единичной сферы, 
принадлежит e(s) -окрестности выпуклой оболочки сферического 
изображения у образа у, причем_е(з) -*0, когда s-* 0. 

Покажем теперь, что угол О между отрезками ОХ и XY 
стремится к л/2, когда s —*■ 0. Допустим, это неверно, и для не¬ 
которой последовательности точек X h имеем |я/2 — АъІ >а>0. 
Не ограничивая общности, можно считать, что полукасательные 
y Ä в О сходятся к образующей і 0 касательного конуса в точке О. 
Построим геодезический сектор V с вершиной в точке О, содер¬ 
жащий внутри направление 1 0 и настолько малый, чтобы сфери- 
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ческое изображение его образа Г на F содержалось в достаточно 
малой окрестности сферического изображения t 0 , образованного 
нормалями опорных плоскостей, проходящих через І 0 . 

Геодезические y k проходят внутри V jj силу свойства нена- 
легания. Поэтому направления отрезков X h Y h проходят в сколь 
угодно малой окрестности сферического изображения^сектора F, 
и, следовательно, угол между отрезками OX h и X h Y h сколь 
угодно близок к прямому, вопреки предположению. 

Из свойств соприкасающегося евклидова пространства сле¬ 
дует, что угол О между отрезками ОХ и XY тоже стремится 
к я/2, когда s —*■ 0. 

Покажем, наконец, что 8/s —* 0 при s -* 0. Допустим, это не¬ 
верно. Тогда существует последовательность точек Xk такая, что 
Sk-* 0, a 6fc/Sft>m>0. Повторим для этой последовательности 
предыдущее построение и возьмем сектор V с достаточно малым 
углом при вершине. Не ограничивая общности, можно считать, 
что прямые OX h сходятся к некоторой прямолинейной образую¬ 
щей t' 0 касательного конуса. Так как 8k/sh>m, а отрезки X h Y h 
и X h O по доказанному почти перпендикулярны, то угол между 
отрезками OX h и OY h все время больше некоторого ß>0. От¬ 
сюда следует, что образующие / 0 и t' 0 тоже образуют угол 
больше ß. Но это невозможно, если угол сектора V заранее был 
взят достаточно малым. Мы пришли к противоречию. Утвер¬ 
ждение доказано. 

Пусть R — двумерное метрическое многообразие, т. е. дву¬ 
мерное многообразие, являющееся метрическим пространством. 
Метрика р многообразия называется внутренней, если для лю¬ 
бой пары точек X и У из R расстояние р(А, У) между ними 
равно точной нижней грани длин кривых, соединяющих эти 
точки. 

Пусть X — точка R и уі, уг — исходящие из нее кривые. Возь¬ 
мем на них произвольные точки Хі и Х 2 соответственно и по¬ 
строим на плоскости треугольник со сторонами р(Х, X t ), 
р(Х,Х 2 ), p(X lt Х 2 ). Пусть а(Хі, Х 2 ) —угол этого треугольника, 
противолежащий стороне р(Х и Х 2 ). Углом между кривыми уі, Уг 
в точке X называется Нт а(Х и Х 2 ). В этом смысле угол су- 
Хі, х г -*х 

шествует между любыми двумя кривыми в их общей точке. 

Многообразие R с внутренней метрикой называется много¬ 
образием кривизны не меньше К, если для любого геодезиче¬ 
ского треугольника сумма его углов не меньше, чем у треуголь¬ 
ника с теми же сторонами на плоскости в пространстве постоян¬ 
ной кривизны К. Многообразия кривизны не меньше К введены 
А. Д. Александровым [11]. Им же построена теория таких мно¬ 
гообразий. Мы напомним основные факты этой теории, имеющие 
отношение к дальнейшему изложению. 
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Если многообразие кривизны не меньше К является рима- 
новым, то его гауссова кривизна не меньше К- Обратно, каждое 
такое риманово многообразие является многообразием кривизны 
не меньше К- 

Все выпуклые поверхности в эллиптическом пространстве 
кривизны К суть многообразия кривизны не меньше К. 

Пусть уі и у 2 — кратчайшие, исходящие из точки X на мно¬ 
гообразии кривизны не меньше К. По определению углом ме¬ 
жду ними в X называется limoc^, Х 2 ), когда X it Х 2 -*Х. Ока¬ 
зывается, что для кратчайших существует просто предел 
а(Хі, Х 2 ). В связи с этим в дальнейшем угол между любыми 
кривыми уі и у 2 мы будем понимать как предел угла а(Х { , Х 2 ) 
при Х и Х 2 -*Х. В этом смысле угол между кривыми существует 
не всегда. 

Для того чтобы кривые образовали определенный угол в 
смысле этого определения, необходимо и достаточно, чтобы ка¬ 
ждая из них образовала сама с собой определенный угол, оче¬ 
видно, равный нулю. Относительно таких кривых говорят, что 
они имеют определенное направление. Для кривой на выпуклой 
поверхности эллиптического пространства существование у кри¬ 
вой определенного направления в данной точке эквивалентно 
существованию полукасательной в этой точке. 

Для многообразий кривизны не меньше К вводится понятие 
внутренней кривизны как аддитивной функции, принимающей 
на открытых геодезических треугольниках значения 
а + р + у-я, 

где а, ß, у углы треугольника. Если многообразие кривизны 
не меньше К является римановым, то введенная таким образом 
внутренняя кривизна есть не что иное, как интегральная кри- 
визна, т. е. 

I I К, da, 

где Кі — гауссова кривизна многообразия, а интегрирование вы¬ 
полняется по площади. 

Понятие площади в многообразии кривизны не меньше К 
вводится следующим образом. Пусть G — область в многообра¬ 
зии кривизны не меньше К и Д — любая система попарно непе- 
ресекающихся треугольников в ней. Построим для каждого тре¬ 
угольника 6с:Д плоский треугольник с теми же сторонами. 
Пусть о (б) — площадь этого треугольника. Тогда под площадью 
понимается 

lim sup 2 о ( ö ) 

при условии, что размеры треугольников б неограниченно убы- 
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вают. В случае римановых многообразий это определение дает 
обычную площадь. 

На выпуклые поверхности в пространстве постоянной кри¬ 
визны К обобщается теорема Гаусса о связи между внутренней 
и внешней кривизной. Именно, если G — любая область на вы¬ 
пуклой поверхности, cp(G) — ее внешняя кривизна, ©(G) — вну¬ 
тренняя кривизна и о (С?) — площадь, то 

© (G) = cp (G) + Ко (G). 

Пусть из точки X многообразия кривизны не меньше К 
исходят две кривые у и у' с определенными направлениями в 
точке X, не имеющие других общих точек. Эти кривые разби¬ 
вают окрестность точки X на два «сектора». Пусть V — один 
из них. Проведем из X внутрь V кратчайшие у й и занумеруем 
их в порядке следования от у к у'. Пусть аі, ..., а„ — углы ме¬ 
жду последовательными кратчайшими. Величина 

Ф(Ѵ, yO = sup 2 a k , 

где sup берется по всем системам таких кратчайших, назы¬ 
вается углом сектора между у и у' (углом со стороны У) . Угол 
сектора обладает обычными свойствами. Именно, если кривые уі, 
у 2 и уз, исходящие из точки X, определяют три сектора Ѵ 12 , Ѵ 23 
и У 13 , причем Ѵі2+ Ѵ 2 з= У«, то Ф(уі, у 2 )+0(у 2 , \з) =0(уі, у 3 ). 
В случае выпуклой поверхности в пространстве кривизны К угол 
сектора совпадает с углом между полукасательными у и у' на 
развертке касательного конуса в точке X. 

Пусть у — простая кривая на многообразии кривизны не 
меньше К с определенными направлениями на концах. Зададим 
какое-нибудь направление на кривой у. Тогда у нее определится 
правая и левая полуокрестность. Соединим концы кривой у про¬ 
стой геодезической ломаной Г в правой полуокрестности у. 
Пусть а л — углы между последовательными звеньями ломаной, 
а а и ß — углы, образуемые начальным й конечным звеном с у, 
причем все углы берутся со стороны области, ограниченной кри¬ 
выми у и Г. Правым поворотом кривой называется 
lim (2я — а — ß) + 2 ( л — «а)- 

Г->Ѵ k 

Левый поворот определится аналогично. 

Поворот обладает следующим свойством. Если точка С раз¬ 
бивает кривую у на уі и у 2 , которые имеют определенные на¬ 
правления в С, то 

♦ (Y) = Ф (Yi) + (Y 2 ) + л - Ф, 

где iß обозначает поворот (правый, левый), а О — угол между 
кривыми уі и у 2 в С (справа, слева). 
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Если многообразие является римановым, а кривая регу¬ 
лярна, то поворот есть не что иное, как интеграл геодезической 
кривизны по дуге кривой. 

Правый и левый повороты кривой просто связаны с внут¬ 
ренней кривизной поверхности вдоль кривой. Именно, сумма 
правого и левого поворотов кривой равна внутренней кривизне 
поверхности на множестве точек этой кривой. 

На многообразия кривизны не меньше К распространяется 
теорема Гаусса—Бонне. Именно, если G — гомеоморфная кругу 
область, ограниченная замкнутой кривой у, a>(G) — кривизна G, 
а ф (у) — поворот у со стороны G, то 

ш (G) + ф (у) = 2л. 

Пусть Ri и R 2 — два многообразия кривизны не меньше К, 
имеющие отрезки границ уі и у 2 , находящиеся в изометриче¬ 
ском соответствии. Пусть сумма поворотов любых двух соот¬ 
ветствующих участков уі и у 2 неотрицательна. Тогда существует 
многообразие R кривизны не меньше К, которое состоит из двух 
частей, изометричных Ri и R 2 и прилегающих в R по кривой у, 
соответствующей y t и у 2 (теорема о склеивании). 

Как указано выше, каждая выпуклая поверхность эллипти¬ 
ческого пространства кривизны К есть многообразие кривизны 
не меньше К. Естественно, возникает вопрос, всякое ли много¬ 
образие кривизны, не меньшей К, изометрично некоторой вы¬ 
пуклой поверхности эллиптического пространства. 

Наиболее общие результаты в этом направлении получены 
также А. Д. Александровым. Он доказал, что всякое полное 
многообразие кривизны, не меньшей /С>0, изометрично неко¬ 
торой замкнутой выпуклой поверхности эллиптического про¬ 
странства кривизны К. Гомеоморфное кругу многообразие кри¬ 
визны, не меньшей К, с неотрицательным поворотом на любом 
участке его края изометрично выпуклой шапке. 

В гл. VI рассматривается общий вопрос об изометрическом 
погружении двумерного риманова многообразия в трехмерное. 
Полученные в ней результаты в применении к эллиптическому 
пространству во всех теоремах А. Д. Александрова гаранти¬ 
руют существование регулярного погружения, если метрика по¬ 
гружаемого многообразия достаточно регулярна, а кривизна 
многообразия строго больше кривизны пространства. 

§ 3. Преобразование конгруэнтных фигур 

В этом параграфе будут введены и рассмотрены некоторые 
специальные преобразования конгруэнтных фигур эллиптиче¬ 
ского пространства в такие же конгруэнтные фигуры евклидова 
пространства, и обратно, конгруэнтных фигур евклидова про- 
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странства — в конгруэнтные фигуры эллиптического простран¬ 
ства. Полученные результаты найдут себе применение при ис¬ 
следовании пар изометричных поверхностей в следующем пара¬ 
графе. 

Пусть R — эллиптическое пространство с кривизной /С=1. 
Введем в R вейерштрассовы координаты .«<. Удалим из R, пло¬ 
скость х 0 =0 и оставшуюся часть пространства будем обозна¬ 
чать R 0 . В области Ro вейерштрассовы координаты можно под¬ 
чинить дополнительному условию х 0 >0 и добиться, таким 
образом, их полной однозначности. Теперь обычное сопоставле¬ 
ние точке эллиптического пространства шз /? 0 с вейерштрассо- 
выми координатами х { точки четырехмерного евклидова про¬ 
странства с теми же декартовыми координатами представляет 
собой изометрическое отображение Ro на единичную полусферу 
* 2 =1, х 0 > 0. 

Пусть в области Ro эллиптического пространства дана неко¬ 
торая фигура F, которая движением А эллиптического про¬ 
странства переводится в конгруэнтную фигуру AF, также при¬ 
надлежащую Ro. Сопоставим каждой точке jcef точку евкли¬ 
дова пространства Е 0 (х 0 = 0) по формуле 


гт. _ £_£o(jC£o) 

1 е 0 (х + Ах )• 


Точка Тх действительно принадлежит Е 0 , так как е 0 Тх—0. 

Когда точка х пробегает фигуру F, соответствующая ей 
точка Тх евклидова пространства Е 0 описывает некоторую фи¬ 
гуру TF. 

Лемма 1. Отображение Т фигуры F эллиптического про¬ 
странства R на фигуру TF евклидова пространства является 
геодезическим отображением. 

Доказательство. Сначала покажем, что Т является то¬ 
пологическим отображением. 

Так как F и AF принадлежат R 0 , то е 0 (х+Ах)> 0, и, следо¬ 
вательно, отображение Т непрерывно. Покажем, что образы 
различных точек х и у при отображении Т различны. Допустим, 
что Тх = Ту. Тогда, очевидно, у=Хх+ре 0 и, следовательно, 


Т У = 


-е 0 (хе 0 ) 


е 0 (х + Ах) + у е 0 (е 0 + Ае 0 ) 


Не ограничивая общности, можно считать, что Ае 0 'Ф'—е 0 , так 
как А и —А дают одно и то же движение эллиптического про¬ 
странства. Поэтому е 0 (е 0 +Аео)>0 и, следовательно, равенство 
Ту=Тх возможно только в двух случаях: р = 0 и х — е 0 (е 0 х) =0. 
В первом случае у=Хх, и так как х 2 =у 2 =1, х 0 , Уо>0, то должно 
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быть х=у. Во втором случае х — во, у=е 0 (Л,+ц), откуда, как и 
в первом случае, получается х=у. Так как, кроме того, Т —не¬ 
прерывное отображение, то оно топологическое. 

Покажем теперь, что Т является геодезическим отображе¬ 
нием. Для этого достаточно показать, что обратное отображе¬ 
ние Т~ 1 является геодезическим. Возьмем в Е 0 произвольную 
плоскость. Она задается уравнением 

(а, у) + Ь = О, 

где а —вектор, a b — скаляр. Подставляя в это уравнение Тх 
вместо у, получим уравнение ее образа в R при отображе¬ 
нии Т~ 1 . Уравнение 

(а, Тх) + Ь = 0 

после умножения на е 0 (х+Ах) становится линейным относи¬ 
тельно х и, следовательно, представляет собой уравнение пло¬ 
скости. Так как топологическое отображение Т~ х переводит 
плоскости Е 0 в плоскости R, то оно является геодезическим, а 
вместе с ним будет геодезическим и Т. Лемма доказана. 

Пусть в области /? 0 эллиптического пространства имеем две 
конгруэнтные фигуры F и F'. Пусть А — движение эллиптиче¬ 
ского пространства, которое переводит фигуру F в фигуру F'. 
По лемме 1 отображение Т' фигуры F' в евклидово простран¬ 
ство Е 0 , задаваемое формулой 

j, x , _ х'-е 0 (х'е 0 ) 

в 0 (/ + і4“Ѵ) ’ 

является геодезическим отображением. 

Лемма 2. Отображение Q фигуры TF на фигуру T'F' в 
евклидовом пространстве Е 0 , при котором сопоставляются друг 
другу точки Тх и ТАх этих фигур, является движением и, сле¬ 
довательно, сами фигуры TF и T'F' конгруэнтны. 

Доказательство. Во-первых, заметим, что отображе¬ 
ние Q непрерывно зависит от А. Далее, если А —тождествен¬ 
ное преобразование, то й — тоже тождественное преобразова¬ 
ние. Поэтому достаточно показать, что отображение Q при 
любом А является изометрическим. 

Пусть х и у — две произвольные точки F. Покажем, что 

(Тх — Ту) 2 = (Т'Ах — Т'Ау) 2 . 

Так как формулы для Тх и Т'Ах однородны с нулевой сте¬ 
пенью относительно х, а на F имеем ео(х+Ах) > 0, то координа¬ 
ты х могут быть нормированы условием 

е 0 (х + Ах) = 1. 
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Тогда, полагая х — у=г, будем иметь 

(Тх - ТуУ = (г - е 0 (ze 0 ) ) 2 = 2 2 - (ze 0 ) 2 , 

(ГАх - T'Ayf = (Az - е 0 (Az, е 0 ) ) 2 = (Az) 2 - (е 0 , Az) 2 . 

И так как ( Az) 2 =z 2 , а в силу нормировки координат 
e o (z+Az)=0 и, следовательно, (ze 0 ) 2 = (е 0 , Az) 2 , то 

(Тх — Ту) 2 = (Т'Ах — T'Ayf. 

Лемма доказана. 

Пусть Ф — произвольная фигура евклидова пространства Е 0 
и В — любое движение Е 0 . Поставим в соответствие каждой 
точке х фигуры Ф точку 

Sx = р (2х + е 0 (1 + (Вх) 2 - х 2 ) ) 

эллиптического пространства, где р — нормирующий множи¬ 
тель, определяемый условием (Sjc) 2 =1. Легко видеть, что 

-і- = 1 + 2 (х 2 + (Вх) 2 ) + (х 2 - (Вх) 2 ) 2 > 1. 

Лемма 3. Отображение S фигуры Ф евклидова простран¬ 
ства на фигуру 5ф эллиптического пространства R является 
геодезическим отображением. 

Доказательство. Покажем, что 5 является топологи¬ 
ческим отображением. Для этого достаточно показать, что 5 
непрерывно и переводит различные точки Е 0 в различные 
точки R. 

Непрерывность отображения S очевидна, так как ^г>1. 
Покажем, что образы различных точек различны. Допустим 
противное, и пусть х, у — две различные точки, образы которых 
совпадают, т. е. Sx=Sy. Тогда ввиду перпендикулярности х и у 
вектору е 0 из Sx=Sy следует, что векторы хну параллельны. 
Обозначая единичный вектор, параллельный им, через т, будем 
иметь 

х = Я,т, у = рт, 

Sx = р (2Ä/T + е 0 (1 — I 2 + (Вх) 2 ) ), 

Sy = Р (2цт + е 0 ( 1 - р 2 + (By) 2 ) ). 

Так как Sx = Sy, а х±е 0 , то 

1-X4W 1-цЗ-КДу)» 

Я ц 

Разлагая В на вращение В* и перенос С, получим 
Вх = Ад* +С, Ву = рт* + С, т* = В* т. 
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И предыдущее равенство принимает вид 

2т*С + -Ц^- = 2т*С + -^. 

Отсюда Ä,=|i и, следовательно, х=у, что невозможно. Тем са¬ 
мым доказано, что Т — топологическое отображение. 

Докажем теперь, что отображение 5 является геодезиче¬ 
ским. Очевидно, для этого достаточно показать, что S" 1 перево¬ 
дит плоскости R в плоскости Е 0 . 

Плоскость в R, задается уравнением ах = 0. Подставляя сюда 
Sx вместо х, получим уравнение ее образа в Е 0 при отображе¬ 
нии S -1 : 

а {2х + е 0 (1 + (Вх) 2 — х 2 )) = 0. 

Нетрудно видеть, что это уравнение линейно относительно х. 
В самом деле, 

(Вх) 2 = (В*х + С) 2 = х 2 + 2СВ*х + С 2 , 
и уравнение принимает вид 

а (2х + е 0 (1 + 2СВ*х + С 2 )) = 0. 

Таким образом, отображение S -1 переводит плоскости R в пло¬ 
скости Е 0 , а следовательно, является геодезическим отображе¬ 
нием. Обратное ему отображение S, очевидно, тоже будет гео¬ 
дезическим. Лемма доказана. 

Пусть теперь Ф и Ф' — конгруэнтные фигуры в евклидовом 
пространстве Е 0 и В — движение этого пространства, переводя¬ 
щее Ф и Ф'. По лемме 3 отображение S' фигуры Ф' в эллипти¬ 
ческое пространство, задаваемое формулой 

5 V - р (2х' + е 0 (1 + (В -1 /) 2 - x fi ) ), 
является геодезическим отображением. 

Лемма 4. Отображение ß фигуры 5Ф на фигуру 5'ф' в 
эллиптическом пространстве, при котором сопоставляются друг 
другу точки Sx и S'Bx этих фигур, является движением, а сле¬ 
довательно, сами фигуры ЯФ и S'Q)' конгруэнтны 

Доказательство. Так как отображение ß непрерывно 
зависит от В и является тождественным, если тождественно В, 
то достаточно показать, что оно изометрическое при любом В. 
Для этого в свою очередь достаточно показать, что при лю¬ 
бых х и у из Е 0 


Обозначим 


(Sx-Sy) 2 = (S'Bx-S'By) 2 . 

а(х) = 2х + е 0 (1+(Вх) 2 -х 2 ), 
р(х) = 2Вх + е 0 (1-(Вх) 2 + х 2 ). 
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Покажем, что для любых х и у из Ео 

«(х) а (г/) = ß (х) ß (у). 

Так как х и у перпендикулярны е 0 , то 

а (х) а(у) = 4ху + (\+ (Вх) 2 - * 2 ) (I + (В у) 2 - у 2 ), 
ß (*) Р (У) = 4 (Вх) (By) + (1 - (Вх? + х 2 ) (1 - (Byf + у*). 

Если движение В разложить на вращение В* и параллель¬ 
ный перенос на вектор С, то получим 

(Вх) 2 = х 2 + 2С (В*х) + С 2 , (By) 2 = у 2 + 2С (В*у) + С 2 , 

(Вх) (By) = ху + С (В*х + В*у) + С 2 . 

Вводя эти выражения в а(лт), а (у) и ß (лг), ß(y), получим 
а М а (у) = ß (х) ß (у). 

Отсюда, принимая во внимание, что для любого z, в част¬ 
ности для z = х, z = у, имеем (Sz) 2 - 1, (S' Bz) 2 = 1 ,Sz= - , 

V (a(z)y 

S'Bz = ■ / - P 0 {Z заключаем, что (Sx — Sy) 2 = (S'Bx — S'By) 2 . 

V (p(z)r 

Лемма доказана полностью. 

Заметим, что соответствия пар конгруэнтных фигур в эллип¬ 
тическом и евклидовом пространствах, устанавливаемые в лем¬ 
мах 2 и 4, взаимно обратны, т. е. если для пары конгруэнтных 
фигур F и F' эллиптического пространства построить пару.кон¬ 
груэнтных фигур Ф и Ф' в евклидовом пространстве по лем¬ 
ме 2, а затем построить пару конгруэнтных фигур в эллипти¬ 
ческом пространстве по лемме 4, то мы получим F и F'. 

Деформация фигуры F при * = 0 называется бесконечно ма¬ 
лым движением, если расстояние между любыми двумя ее точ¬ 
ками в момент <=0 стационарно. Так как стационарность рас¬ 
стояния между точками х и у эквивалентна стационарности 
выражения (х — у) 2 *), то поле скоростей бесконечно малого 
движения t,=dx/dt удовлетворяет условию 

(х-у)(Ш-Ш) = 0 . 

Обратно, всякая деформация фигуры, поле скоростей кото¬ 
рой удовлетворяет этому условию, является бесконечно малым 
движением. 

•) В евклидовом пространстве выражение (х — у) г обозначает квадрат 
расстояния d между точками х и у; в эллиптическом пространстве оно рае- 


22 А. В. Погорело 
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Лемма 5. Пусть %(х) —поле скоростей бесконечно малого 
движения фигуры F в эллиптическом пространстве R. Поставим 
в соответствие точке 

гг..._ х — е 0 (хе 0 ) 

1Х ~ (««*) 

евклидова пространства Е 0 вектор 

~ і Т ѵ\ £ е о(^о£) 

z(lx) (^Г~- 

Тогда поле г(Тх) является полем скоростей бесконечно ма¬ 
лого движения TF в евклидовом пространстве Е 0 . 

Доказательство. Отображение А пространства R на 
себя, при котором точке ы = р(*+е£) сопоставляется точка Аи = 
= p(jc — е£), есть движение. Покажем это. 

Отображение А непрерывно зависит от е и при е=0 являет¬ 
ся тождественным. Таким образом, остается показать только, 
что А при любом е является изометрическим отображением. 

Так как х 2 =1, то х£=0, и, следовательно, нормирующие мно¬ 
жители р в выражениях и и Аи одинаковы и 


Далее, так как 

Л(X) = уі (у) = 0, (х- у) (С (х) -Ш) = 0, 

то 

(х + е£(х))(у + еЦу)) = (х- е£ (*) )(у-& (у )). 

Если теперь принять еще во внимание, что ы 2 =Лм 2 = I, то 
для любого и и ѵ будем иметь 

(и-ѵ) 2 = (Аи-АѵУ. 

А это значит, что А является движением в пространстве R. 

По лемме 1 преобразование евклидова пространства Е 0 , при 
котором его точке 

И —«о(«0 и) 

W ~ е 0 (и + Аи) 

сопоставляется точка 

г,... Аи-е 0 (е 0 Аи) 

Bw= „(и + ЛйГ-’ 
есть движение. Отсюда следует, что 

_ w-Bw S-ßo(Seo) 

г ЙД ' 


отнесенное точке 
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есть поле скоростей бесконечно малого движения. Лемма до- 


Лемма 6. Пусть z(x) — поле скоростей бесконечно малого 
движения фигуры Ф в евклидовом пространстве Е 0 . Поставим 
в соответствие каждой точке 

Sx = р {х + е 0 ), ■ хаФ, 
эллиптического пространства R вектор 

Поле £ в пространстве R является полем бесконечно малого 
движения. 

Доказательство. Отображение В евклидова простран¬ 
ства на себя, при котором точке и=х+вг сопоставляется точка 
Ви=х — вг, есть движение. Действительно, оно непрерывно по 
е, тождественно при е=0 и при любых* х и у 

(x-y±e(z(x)-z {у) ) ) 2 = (х - у) 2 + е 2 (г (х) - г (у) ) 2 , 


т. е. для любых и а ѵ 

( и-о) 2 = {Ви-Вѵ ) 2 . 


По лемме 4 движению В евклидова пространства соответст¬ 
вует движение А эллиптического пространства, которое пере¬ 
водит точку 

о» == р (2н + е 0 (1 + (Ди) 2 — и 2 )) 

в точку 

Aw = р (2Ви + е 0 (1 — (Ди) 2 + и 2 )). 

Отсюда следует, что 


aw - Aw 


г- е 0 {хг) 


сопоставленное точке 



представляет собой поле скоростей бесконечно малого движе¬ 
ния в эллиптическом пространстве. Лемма доказана. 

Соответствия фигур в эллиптическом и евклидовом про¬ 
странствах и их бесконечно малых движений, устанавливаемые 
леммами 5 и 6, взаимно обратны. 

Пусть в эллиптическом пространстве R имеем две прямые 
g' и g", заданные уравнениями 

х' = р(а' + Ъх'), 
х" = р(а" + Кх"), 


22* 
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причем выполняются условия 

а' 2 = а" 2 = 1, а'х' = а"т" = 0, х' г = х" г =ф 0. 


Легко проверить, что при любых Аир 


и, следовательно, отображение прямой g' на g", при котором 
сопоставляются точки, отвечающие одним и тем же значениям 
параметра А, есть движение. 

По лемме 2 настоящего параграфа уравнениями 


„ _ х" — е 0 (х"е 0 ) 
У е 0 (х' + х") 


в евклидовом пространстве Е 0 задаются две конгруэнтные фи¬ 
гуры h' и h" По лемме* 1 они являются прямыми линиями. 

Так как нормирующие множители р в уравнениях прямых g' 
и g" одинаковы, то правые части уравнений прямых h' и h" пред¬ 
ставляют собой дробно-линейные выражения относительно А. 

Отображение прямой g' на прямую h' по равенству пара¬ 
метров А есть гомеоморфизм. Поэтому производная у' к не может 
обращаться в нуль тождественно. И так как у'(Х) представляет 
собой дробно-линейную функцию А, то у' х Ф 0 при всех А. То же 
заключение надо сделать и относительно г/". 

По лемме 2 отображение прямой h' на прямую h", при ко¬ 
тором сопоставляются точки, отвечающие одним и тем же зна¬ 
чениям параметра А, есть движение. Отсюда следует, что 

|^| = К'І- 

Пусть теперь в евклидовом пространстве Е 0 имеем две пря¬ 
мые h' и h", заданные уравнениями 


У , = Ь' + nt', у" = Ь" + \it". 


причем 1 1' I = 1 1" I =£0. Очевидно, отображение прямой h' на 
прямую h" по равенству параметров р, есть движение. 

По лемме 4 уравнения 

х' = р(2г/' + £> 0 (1 -у' 2 + у" 2 )), 
х" = р (2 у" + е 0 (і - у" 2 + у ' 2 )) 

в эллиптическом пространстве R задают две конгруэнтные 
фигуры g' и g". По лемме 3 они оказываются прямыми ли¬ 
ниями. 
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Так как выражения 

2/ + е 0 (1—/ + Л 

2у" + е 0 {\-у"1 + у' г ) 

линейны относительно р, и коэффициенты при р отличны от 
нуля, то производные и х ' нигде не обращаются в нуль. 

Так как отображение прямой g' на прямую g" по равенству 
параметров р есть движение, то 


Аналогичные выводы мы сделаем для плоскостей. 

Пусть в эллиптическом пространстве имеем две плоскости 
о! и а", заданные уравнениями 

л:' = р(а' + Хт' + рт'), 
х" = р (а" + Хт\ + рт"), 
причем выполняются условия 

а ' 1 = а " 2 = 1, а'т' = а"т", а'т' = а"т", 

< = <• < = <> = ( a ' r ', r ' 2 ) *= 0 ( а " х Ю * °- 

Легко видеть, что отображение плоскости а' на а" по равенству 
параметров X и р есть движение. 

По лемме 1 и 2 уравнениями 

, _ х'-вд (х'е 0 ) „ _ х" - е 0 (х"е 0 ) 

У ~ е 0 (х' + х") ’ У е 0 (х' + х") 

в евклидовом пространстве задаются две плоскости — ß' и ß", 
причем отображение одной плоскости на другую по равенству 
параметров X, р есть движение. 

Так как t/' (А,, рі) представляет собой дробно-линейное выра¬ 
жение относительно X и р, а отображение плоскости а' на пло¬ 
скость ß' есть гомеоморфизм, то векторы у' к и г/' при любых 
X и р независимы и отличны от нуля. То же надо сказать и от¬ 
носительно векторов t/1 и г/". 

Так как соответствие между плоскостями ß' и ß" по равен¬ 
ству параметров X, р изометрическое (лемма 2), то 

Ух = Ух . У'хУ» = УІУ’ц . УІ = V 

Пусть теперь в евклидовом пространстве Ео две плоскости 
ß' и ß" задаются уравнениями 

і/ = Ь' + Xt[ + р t' 2 , 

у" = b" + Xfy + р/”, 
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причем 

t\=t\, t 2 = t 2 1 t\t2 — t\t 2 , 
t'it r 2 -{t\t 2 f ФО. 

Очевидно, отображение плоскости ß' на ß" по равенству пара¬ 
метров Л, р есть движение. По лемме 3 и 4 уравнениями 

х' = 9 (2 у' + <? 0 О ~У' г + У " 1 )). 

*" = р (2 у" + е 0 (і - у" г + у' 2 ) ) 

в эллиптическом пространстве R задаются две плоскости а' и 
а", соответствие между точками которых по равенству пара¬ 
метров Лир, есть движение. 

Легко видеть, что выражения 

2у' + е 0 {\ -і/’ + у"*), 

2у" + е 0 (\-у" 2 + у' 2 ) 

линейны относительно Лир, причем коэффициенты при Лир 
в каждом из этих выражений независимы в силу независимо¬ 
сти векторов т', т' и т", т" соответственно. Отсюда следует, что 

(х'х'^ФО, (x"xlx;) ¥= о. 

Так как соответствие между точками плоскостей а' и ос" по 
равенству параметров Л, р изометрическое, то имеют место ра¬ 
венства 

х'к = х \> Х 'ц Х 1 = X ß = X 'ß- 

§ 4. Изометричные поверхности 

Рассмотренный в предыдущем параграфе способ сопоста¬ 
вления каждой паре конгруэнтных фигур эллиптического про¬ 
странства пары конгруэнтных фигур евклидова пространства и, 
обратно, каждой паре конгруэнтных фигур евклидова простран¬ 
ства пары конгруэнтных фигур в эллиптическом пространстве 
легко распространяется на случай конгруэнтности фигур в бес¬ 
конечно малом, в частности на случай изометричных поверхно¬ 
стей. Настоящий параграф и посвящается рассмотрению этого 
вопроса. 

Пусть в области R 0 (*о>0) эллиптического пространства R 
с кривизной К=\ даны две регулярные изометричные поверх¬ 
ности F' и F". Введем на них какую-нибудь координатную сеть 
и, ѵ так, чтобы соответствующим по изометрии точкам отвечали 
одинаковые значения параметров и, ѵ. Пусть 
х'=х'(и, ѵ), х"=х"(и, п) 



§ 4. Изометричные поверхности 


— уравнения этих поверхностей, причем 

(лХ)*о, (лх)*о. 


Рассмотрим в евклидовом пространстве Е 0 (jc 0 =0) две по¬ 
верхности Ф' и Ф", задаваемые уравнениями 


где 


у = у'(и,ѵ), у = у"(и,ѵ). 


У' = 


х'-е 0 (х'е 0 ) 
е 0 (х' + х") ’ 


„ _ х"-е 0 (х"е 0 ) 

У <?„(*' + *") • 


Имеет место следующая теорема. 

Теорема 1. Поверхности Ф' и Ф" регулярны, не имеют 
особенностей и изометричны. Они конгруэнтны тогда и только 
тогда, когда конгруэнтны поверхности F' и F". 

Доказательство. Возьмем на поверхностях F' и F" две 
соответствующие по изометрии точки А' и А". Не ограничивая 
общности, можно считать, что они соответствуют значениям па¬ 
раметров и=ѵ = 0. Проведем в точках А' и А” касательные пло¬ 
скости а' и а" соответственно. Эти плоскости можно задать 
уравнениями 

х = х' (и, ѵ), х = х"(и, ѵ), 
где 

х' = Р (х' (0, 0) + их' и (0, 0) + ох' в (0, 0)), 
х" = р ( х" (0, 0) + их" и (0, 0) + ѵх’ 0 (0, 0)). 


Векторы в правых частях выражений х' и х", очевидно, удо¬ 
влетворяют условиям 

х ,г = х" г = 1, х'х' и = х'х' ѵ = 0, х"х" и — х"х” ѵ = 0, 

х 'и =х и> « = «> х » = V 


Поэтому, согласно § 3, уравнениями 


где 


у=у'(и, ѵ), у=у"(и, ѵ), 

= х'-е 0 (х'е 0 ) _ х"-е 0 (х"е 0 ) 

У е 0 (х' + х") ’ У е 0 (х' + х") ’ 


в евклидовом пространстве Е 0 задаются две плоскости ß' и ß". 
Отображение плоскости а*' на плоскость ß 1 , при котором точке 
(и, о) плоскости а* сопоставляется точка ß 1 с теми же координа¬ 
тами (и,ѵ), является невырожденным проективным (геодези¬ 
ческим) отображением (§ 3). Отображение плоскости а' на 
плоскость а" по равенству параметров и, ѵ является движе¬ 
нием. 
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Так как расстояние между соответствующими точками по¬ 
верхности F i и ее касательной плоскости а*' вблизи точки Л 1 ’ 
имеет порядок по крайней мере и 2 +ѵ 2 , то расстояние между со¬ 
ответствующими точками плоскости ß* и Ф* вблизи точки В' 
(соответствующей Л*) также имеет порядок не ниже и 2 +ѵ 2 . 

Отсюда следует, что каждая из фигур Ф ! ' действительно яв¬ 
ляется поверхностью (вырождение исключается), плоскость ß* 
для поверхности Ф г является касательной плоскостью, отобра¬ 
жение поверхности Ф* на плоскость ß* по равенству параме¬ 
тров и, ѵ является изометрическим в точке В і . 

Так как отображение плоскости ß' на ß" по равенству пара¬ 
метров и, ѵ тоже изометрическое, то отображение поверхности 
Ф' на Ф", при котором сопоставляются друг с другом точки 
с одинаковыми координатами и, ѵ, является изометрическим 
при и=ѵ= 0. Но точка и = ѵ=0 была взята совершенно произ¬ 
вольно. Следовательно, поверхности Ф' и Ф" локально изоме- 
тричны. 

Как известно (§ 3), конгруэнтность фигур F' и F" влечет за 
собой конгруэнтность фигур Ф' и Ф" и, обратно, конгруэнтность 
Ф' и Ф" влечет за собой конгруэнтность F' и F". Теорема до¬ 
казана полностью. 

Пусть в евклидовом пространстве Е 0 имеем две регулярные 
изометричные поверхности Ф' и Ф", параметризованные так, что 
соответствующие по изометрии точки имеют одинаковые коор¬ 
динаты и, ѵ. Пусть 

у=у'{и,ѵ), у=у"(и,ѵ) 

— уравнения этих поверхностей, причем 

У'а X у' ѵ Ф °. У а X у ѵ Ф 0. 

Рассмотрим две поверхности F' и F" в эллиптическом простран¬ 
стве R, задаваемые уравнениями 

х = х'(и, п), х = х"(и, ѵ), 
где 

*' = Р (2 у' + е 0 (\-у' 2 + у " 2 )), 

= р (2 у" + е 0 (і — у" 2 + у ' 2 )). 

Теорема 2. Поверхности F' и F" регулярны, не имеют 
особенностей и изометричны. Они конгруэнтны тогда и только 
тогда, когда конгруэнтны поверхности Ф' и Ф". 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео¬ 
ремы 1. Поэтому мы его приводить не будем. 

Заметим, что если для пары изометричных поверхностей F' 
и F" эллиптического пространства построить пару соответствую¬ 
щих изометричных поверхностей ф' и Ф" евклидова простран- 
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ства (теорема 1), а затем с помощью этих поверхностей по¬ 
строить пару изометричных поверхностей эллиптического про¬ 
странства (теорема 2), то мы получим F' и F". 

По теореме 1 каждой паре изометричных поверхностей F' и 
F" области Ro эллиптического пространства R сопоставляется 
пара изометричных поверхностей Ф' и Ф" евклидова простран¬ 
ства Е 0 . Оказывается, в некоторых случаях выпуклость поверх¬ 
ностей F' и F" гарантирует выпуклость поверхностей Ф' и Ф". 
Именно, имеет место следующая теорема. 

Теорема 3. Если поверхности F' и F" эллиптического про¬ 
странства, о которых идет речь в теореме 1, локально выпуклы, 
одинаково ориентированы, причем из точки е 0 (1, 0, 0, 0) каждая 
из поверхностей F' и F" видна изнутри, то соответствующие по¬ 
верхности Ф' и Ф" евклидова пространства тоже локально вы¬ 
пуклы. 

Выражение «поверхность локально выпукла» мы употреб¬ 
ляем в том смысле, что достаточно малая окрестность каждой 
точки поверхности является выпуклой поверхностью. Для того 
чтобы поверхность была локально выпуклой, достаточно, чтобы 
ее вторая квадратичная форма не принимала значений разных 
знаков. 

Доказательство теоремы 3. Возьмем на поверхно¬ 
сти Ф' произвольную точку у' и точку у'+Ау', близкую к ней. 
Им соответствуют на поверхностях F' и F" точки х', х'+Ах' и 
х", х”+Ах" соответственно. Соединим точки х' и х'+Ах' крат¬ 
чайшей у' на поверхности F', а точки х" и х"+Ах" — кратчай¬ 
шей у" на поверхности F". 

Тогда, согласно § 1, 

х' + Ах' = р ( (l + х' + Ast' + Щ-к'Ѵ + ...), 
л:" + Д*" =р^1 + 4r) х" + Ast" + k"\" + .. 


где т' и т" — единичные касательные векторы геодезических у' 
и у" в точках х' и х"\ ѵ' и ѵ" —единичные векторы главных 
нормалей этих кривых; k' и k" — кривизны кривых у' и у", 
а As — расстояние между точками х { и х < +Дл; < на поверхно¬ 
сти F*. Не выписаны члены, имеющие порядок выше As 2 . Под¬ 
ставим эти выражения в формулу для у'. Тогда получим 


У' + V 


х' + е'-е 0 (е 0 х'+ е 0 е') 
е 0 х' + е 0 х" + (е 0 е' + е 0 е") 


+ О (As 3 ), 


где для краткости обозначено 

e' = AsT'+ ~ k'v', е" = Asx" + ^~k"\". 
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Выделяя в выражении у'+Ау' главную часть с точностью до ве¬ 
личин порядка As 2 , получим 

А / = £о( /+^) {- У' (е 0 т' + е 0 х") + х'-е 0 (е 0 т')} + 

+ As2 llll’ + l") W to* + *<>*") ~ x ' + e o M) + 

+ 2eo (x'lx") {- ^ e o V + k "W") + kW - k ' e o M) + О (As 3 ). 

Умножим Ay' на единичный вектор n' нормали поверхно¬ 
сти Ф' в точке у'. Тогда мы должны получить величину порядка 
не ниже As 2 . Отсюда следует, что 

п' {- у'{е 0 х' + е 0 х") + х'-е 0 {е 0 х')) = 0. 

И для п'Ау' получается 
- 2 е,( Д ЛѴ) <- У 1 ЬіП +Пп'~ 

т) tonw+om. 

Так как оба выражения 

b.s 2 k' As 2 *" 

2е 0 (х' + х") ’ 2е 0 (х' + х") 

положительны, то для локальной выпуклости поверхности Ф' 
достаточно показать, что выражения 

(— У'(еоѵ')+ѵ')п', — (е 0 ѵ") (у'п') (») 

имеют один и тот же знак независимо от выбора точки у' и 
близкой к ней точки у'+Ау’ на поверхности Ф'. 

Установление того, что эти выражения всегда одного знака, 
сопряжено с некоторым счетом. Поэтому мы выделяем его спе- 
циальной леммой, доказательство которой будет дано ниже. 

Пусть а' и а" — две плоскости эллиптического простран¬ 
ства R, поставленные в изометрическое соответствие, ß' и ß" — 
соответствующие им плоскости евклидова пространства Е 0 (§ 3). 
Обозначим а 0 и Ь 0 две соответствующие точки плоскостей а' и 
а", а 3 и Ь 3 — соответствующие единичные нормали в этих точ¬ 
ках и, наконец, с 0 и с 3 — соответственно точку и нормаль пло¬ 
скости ß'. 

Лемма 1. Если обе плоскости а' и а" в области R 0 обра¬ 
щены к точке е 0 одной и той же стороной, то выражения 

А = Сз (— (е 0 а 3 ) Со+ а 3 ), (е 3 Ь 3 ) (с 0 Сз) 
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одного знака. При движении плоскостей а' и а" знаки этих вы¬ 
ражений не изменяются *). 

Изометрическое соответствие поверхностей F' и F" естествен¬ 
ным образом индуцирует изометрическое соответствие в их ка¬ 
сательных плоскостях а' и а" в точках х' и х". И то, что выра¬ 
жения (») имеют одинаковые знаки, следует из леммы 1. 

Локальная выпуклость поверхности Ф" устанавливается ана¬ 
логично. Теорема доказана. 

Доказательство леммы 1. Обозначим Яі и а 2 единич¬ 
ные перпендикулярные векторы в точке а 0 плоскости а', Ьі и 
Ъ 2 — соответствующие единичные векторы в плоскости а", a Сі 
и с 2 —соответствующие векторы в плоскости ß'. Тогда 

из— (аоаіаг), Ьз=(ЬоЬ\Ь 2 ), с 3 =(еоСіС 2 ). 

Чтобы найти выражение для векторов c t и с 2 , обратимся 
к уравнению плоскости ß' 

Х\ gp (Хівр) 

у е 0 (х 1 + х 2 ) ’ 

где Ху и х 2 — соответствующие по изометрии точки плоскостей а' 
и а". Дифференцируя у по направлениям, соответствующим Сі 
и с 2 в точке с 0 , получим 

Сі = (аЛ - аЛ) + Со (*)> 
с 2 — ( а А) — а сЛг) + с 0 (*), 
где для краткости обозначено 

К^Соіао + Ьо), ^і = е 0 (аі + &і). Ъ = е 0 (а 2 +Ь 2 ). 
Подставляя эти выражения для c t и с 2 в с 3 = (е 0 СіС 2 ) , получим 

с 3 = — 4 (е 0 , а^ — а^і, а 2 \ — a 0 h,) = 

Л ° 

= 7 з-{\) ( е о а і а 2 > - К (е о а 0 а 2 ) - ^ (е 0 аіОо)}- 
л о 

Обратимся теперь к выражениям Ап В. Имеем 
В = — (е 0 Ь 3 ) (с 0 с 3 ), (е 0 Ь 3 ) = (е 0 МА)- 

Так как 

c o = j^ + e o (*). 


*) Соответствие сторон плоскостей осуществляется обычным образом че¬ 
рез изометрическое соответствие, установленное между ними. 
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(с 0 с 3 ) = - -ц- (е 0 а 0 а х а 2 ). 

По условию леммы обе плоскости а' и а" из точки е 0 видны 
с одной и той же стороны. Аналитически это значит, что выра¬ 
жения (e 0 b 0 bib 2 ), (е й а й а х а 2 ) одного знака. Отсюда следует, что 

В = тт (е 0 а 0 а г а 2 ) (е 0 Ь 0 Мг) > 0. 

А о 

Рассмотрим теперь выражение 

А = с 3 (а 3 — (е 0 а з) с о)- 

Во-первых, 

- (е 0 а 3 ) (с 0 с 3 ) = (е 0 а 0 a x a 2 f. 

А о 

Далее, 

(с 3 а 3 ) = -^з {Я-о (eodyCL^cioa^ - К {е 3 а 0 а 2 ){а 3 а х а^ - Х 2 (е 0 а 1 а 0 )(а 0 а 1 а 2 )}. 

Применяя к каждому из скалярных произведений в фигур* 
ных скобках векторные тождества § 1, будем иметь 

(а 0 а 1 а 2 ) (е 0 а х а 2 ) = (е 0 а 0 ), 

(а 0 а х а 2 ) (е 0 а 0 а 2 ) = - (е^), 

(ао^аг) {е 0 а х а 0 ) = - (е 0 а 2 ). 

Таким образом, 

(с 3 а 3 ) = tj (^о ( е о«о) + ( е о а і) + ^2 ( е о а г) )• 

А о 

Вводя сюда выражения для А, 0 , ІЦ, Я- 2 , получим 

(C3Ö3) = {(е 0 а 0 ) 2 + Mi) 2 + М2) 2 + 

+ (е 0 ао) Мо) + Мі) Мі) + Ма) (е 0 Ь 2 )}. 

Отсюда, замечая, что 

2 1 Мі) ( е 0 Ьі ) | < МЛ 2 + Mi) 2 . 

получаем 

Мз) > {( е о а о ) 2 + Мі ) 2 + М2) 2 - Мо ) 2 - М ,) 2 - Мз) 2 )- 

И так как 

Мо ) 2 + Мі ) 2 + М2) 2 + Мз ) 2 = Мо ) 2 + Мі ) 2 + М2) 2 + Мз) 2 , 
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(<We) > ± ( WJ* - (е 0 аз) 2 ) = -щ((е 0 Ь 0 ЬіЬ 2 ) 2 - (e Q a 0 a x a 2 ) 2 ). 

Принимая во внимание выражение для — (е 0 а 3 ) (с 0 с 3 ) и оценку 
снизу для (с 3 а 3 ), получаем 

А > ( (e 0 b 0 b x b 2 ) 2 + (е 0 ао a x a 2 f) > 0. 

Лемма доказана полностью. 

По теореме 2 каждой паре изометричных поверхностей Ф' 
и Ф" евклидова пространства Е 0 сопоставляется пара изоме¬ 
тричных поверхностей F' и F" эллиптического пространства R. 
Этот результат может быть дополнен следующей теоремой. 

Теорема 4. Если поверхности Ф' и Ф" евклидова про¬ 
странства Е 0 , о которых идет речь в теореме 2, локально вы¬ 
пуклы, противоположно ориентированы и с точки (1, 0, 0, 0) 
видны изнутри, то соответствующие им поверхности F' и F" 
эллиптического пространства локально выпуклы. 

Доказательство. Возьмем на поверхности F' произволь¬ 
ную точку х' и точку х'+Ах', близкую к ней. Им соответствуют 
на поверхностях Ф' и Ф" точки у', у'+Ау' и у", у"+Ау". Со¬ 
единим точки у' и у'+Ау' кратчайшей у' на поверхности Ф', 
а точки у" и у"+Ау" — соответствующей кратчайшей у" на по¬ 
верхности Ф". Имеем 

Ay' = AsV + £fk'V+ ... 

Ay" — Ast" + k"\" + ..., 

где т' и г" — единичные векторы касательных геодезических у' 
и у" в точках у' и у " соответственно, k' и k" — кривизны, а ѵ' 
и.ѵ" — главные нормали этих кривых. 

Принимая во внимание выражение х' через у' и у" 

х'=р(2у'+е 0 (\ — у' 2 +у" 2 )), 

для Ах' получим следующее выражение: 

Ах' = -у- х 7 -1- р Ай + АрДЙ, 
где 

АЙ = 2 As {т' + е 0 (- у'х' + у" т")} + 

+ As 2 [k'V + е 0 (— k'v'y' + k"v"y")} + О (As 3 ). 
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Умножим Ах' на единичный вектор п' нормали поверхно¬ 
сти F' в точке х'. Так как п'х'= 0, а А х'п' должно иметь порядок 
не ниже As 2 , то 

п'(*' + е 0 (-у'х' + у"х")) = 0 


и, следовательно, 

Ax'n'=As 2 k'(n'v' — (п'е й ) (v'y')).+As 2 k"(n'e 0 ) (у"у") + ... 

Не выписаны члены порядка выше As 2 . 

Для того чтобы закончить доказательство теоремы — устано¬ 
вить локальную выпуклость поверхности F', — достаточно по¬ 
казать, что выражения 

лѴ — (е 0 п') (v'f /О и (е 0 п') (ѵ"у") 

одного знака. Так же, как и в доказательстве предыдущей тео¬ 
ремы, это связано со счетом, который удобно провести в более 
симметричных обозначениях для векторов. В связи с этим мы 
сформулируем одну лемму для изометричных плоскостей, дока¬ 
зательство которой приводится ниже. 

Пусть в евклидовом пространстве Е 0 имеем две плоскости ß' 
и ß", поставленные в изометрическое соответствие. Согласно §3 
в эллиптическом пространстве R им соответствуют две плоско¬ 
сти а' и а", тоже находящиеся в изометрическом соответствии. 

Лемма 2. Пусть а 0 и Ь 0 — две соответствующие по изоме¬ 
трии точки плоскостей ß' и ß", а 3 и b 3 — соответствующие еди¬ 
ничные нормали плоскостей в этих точках, а с 0 , с 3 — соответ¬ 
ственно точка и нормаль плоскости а'. Тогда, если обе плоско¬ 
сти ß' и ß" обращены к началу координат противоположными 
сторонами, то выражения 

А = (с 3 а 3 ) — (е 0 с 3 ) (а 0 а 3 ), В = (е 0 с 3 ) {Ь 0 Ь 3 ) 

отличны от нуля и имеют одинаковые знаки. 

С помощью этой леммы легко закончить доказательство тео¬ 
ремы 4. Действительно, изометрическое соответствие поверхно¬ 
стей Ф' и Ф" индуцирует изометрическое соответствие их каса¬ 
тельных плоскостей ß' и ß" в точках у' и у". Соответствующие 
плоскостям ß' и ß" плоскости эллиптического пространства яв¬ 
ляются касательными плоскостями поверхностей F' и F". Имен¬ 
но, плоскость а' касается F' в точке х'. Выражения 
»V — (е 0 п') (ѵУ) , (е 0 п') (ѵ"у") 

представляют собой не что иное, как величины А и В, о кото¬ 
рых идет речь в лемме, а следовательно, они одного знака. Та¬ 
ким образом, поверхность F' локально выпукла. Выпуклость по¬ 
верхности F" устанавливается аналогично. 

Теорема доказана. 
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Доказательство леммы 2. Обозначим аі и а 2 еди- 
ничные перпендикулярные векторы в точке а 0 плоскости ß', bi 
и b 2 — соответствующие по изометрии единичные векторы в пло¬ 
скости ß", а Сі и с 2 — соответствующие векторы в плоскости а'. 
Тогда 

а 3 = ( е 0 аій 2 ) , Ь 3 = ( e 0 bib 2 ), с 3 = (с 0 СіС 2 ) . 

Уравнение плоскости а' 

х'=р(2у'+е 0 (\ — у' 2 +у" 2 ))- 

Дифференцируя х' по соответствующим направлениям, полу, 
чаем для Сі и с 2 следующие выражения: 

Сі = у с 0 + 2Р (°і + «о (- Мі + Мі) ). 

с 2 = 7 с 0 + 2р (а 2 + е 0 (- а 0 а 2 + Ь 0 Ь 2 ) ). 

Отсюда 

с 3 = 4р 2 (с 0 , öj + е 0 (- a 0 ßi + Mi)> ß 2 + e 0 (- а 0 а 2 + b 0 b 2 ) ). 
Рассмотрим выражение 

В = (е 0 с 3 ) (Ь 0 Ь 3 ). 

Принимая во внимание полученное выражение для с 3 и 
с 0 = р (2а 0 + е 0 (1 — а 2 + Ь%) ), 

получим 

(е 0 е 3 ) = 8р 3 (öoßia^o) = - 8p 3 (а 0 а 3 ), 


и, следовательно, 

В -8р 3 (о 0 а 3 )(Мз)- 

Так как плоскости ß' и ß" обращены к началу координат 
противоположными сторонами, то выражения (ща 3 ) и (Мз) 
разных знаков. Следовательно, 

ß>0. 


Рассмотрим теперь выражение А: 


Имеем 


А = ( а 3 с 3 ) - (е 0 с 3 ) ( а 0 а 3 ). 

- (<? 0 с 3 ) (а 0 а 3 ) = 8p 3 (е 0 a^atf. 


Применяя к правой части этого равенства векторное тожде¬ 
ство из § 1, получим 

(Мз)Ь а з)=® р’ К - (МО 2 - М 2 )- 
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Аналогично, 

( а з с з) = 4 Р 3 ( е о а і а 2 ) ( 2а о + е 0 0 - а 2 о + ft*) , 
а і + е о ( _ а о а і + K b i), а 2 + е 0 (- а 0 а 2 + ft 0 ft 2 ) ) = 

= 4р<{1 - al+ ЬІ+2 (a^f+2 (a 0 a z f-2 (а 0 а,) (ЗД-2 (a Q a 2 )(b 0 b 2 )}. 
И получается следующее выражение для А: 

Л = 4р 3 (1 + а 2 + bl - 2 (а 0 а,) (&„&,) - 2 (а й а 2 ) (6Д)> 

Принимая во внимание, что 

21 (ооа,) (bob,) I < (а 0 аі) 2 + ( W, 

21 (аоа 2 ) (b 0 b 2 ) I < (а 0 а 2 ) 2 + {Ьф 2 )\ 

получим 

Л > 4р> (1 + аі + Ь\ - (а л )* - (а „ atf - (b^f - (б.ЗД. 

И так как 

Ч =(«о«.) 2 + М + М 2 > Ч = (W +{ККГ + (W> 

А > 4P 3 (1 + (а 0 а 3 ) 2 + (Мз) 2 ) > 0. 

Лемма доказана полностью. 

§ 5. Бесконечно малые изгибания поверхностей 
в эллиптическом пространстве 

В этом параграфе будет установлено взаимно однозначное 
соответствие между поверхностями евклидова и эллиптического 
пространства и их бесконечно малыми изгибаниями. Таким об¬ 
разом, вопрос о бесконечно малых изгибаниях поверхности в 
эллиптическом пространстве будет сведен к вопросу о беско¬ 
нечно малых изгибаниях соответствующей поверхности евкли¬ 
дова пространства. 

Пусть поверхность F эллиптического пространства подвер¬ 
гается бесконечно малой деформации и т — поле ее скоростей. 
Эта деформация называется бесконечно малым изгибанием, если 
длины кривых на поверхности стационарны. Стационарность 
длин кривых на поверхности влечет за собой стационарность 
ее линейного элемента. Отсюда, как и в евклидовом простран¬ 
стве, получается уравнение бесконечно малого изгибания путем 
дифференцирования линейного элемента по параметру дефор¬ 
мации 


или 


dxdx=0, 
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где x=öx/6t — поле скоростей деформации. Точно такой же вид 
имеет уравнение бесконечно малых изгибаний поверхности в 
евклидовом пространстве. 

Пусть в евклидовом пространстве имеем две близкие изоме- 
тричные поверхности Фі и Ф 2 , заданные уравнениями в декар¬ 
товых координатах: 

Уі=Уі(и, ѵ), у 2 =у 2 (и, ѵ), 

причем соответствующим по изометрии точкам отнесены одни и 
те же значения параметров и, ѵ. 

Хорошо известно, что векторное поле 

г=Уі — у 2 

является полем бесконечно малого изгибания поверхности Ф: 

У=Уі+У2- 

Действительно, 

dy dz=dy] — dyl=0 

в силу равенства линейных элементов поверхностей Фі и Ф 2 . 
Пусть теперь имеем поверхность Ф: 

«/=*/(“. ѵ) 

и 2 — поле ее бесконечно малого изгибания. Тогда уравнениями 

Уі=у+1г, у 2 =у — кг 

при достаточно малом А, задаются две изометричные поверхно¬ 
сти, так как 

dy\ — dy 2 + А , 2 dz 2 , dy\ = dy 2 + А , 2 dz 2 . 

Оба эти результата распространяются на случай поверхно¬ 
стей в эллиптическом пространстве. Именно, пусть в эллиптиче¬ 
ском пространстве имеем две близкие изометричные поверхно¬ 
сти F x и F 2 , заданные уравнениями в вейерштраесовых коорди¬ 
натах: 

х—х х (и, ѵ), х=х 2 (и, о), 

причем изометрическое соответствие между поверхностями осу¬ 
ществляется по равенству параметров. Тогда для поверхности F: 
х=р(хі+х 2 ) 

векторное поле 

g=p(jc t — 

является полем бесконечно малого изгибания. 

Действительно, 

dx = dp {x x + * 2 ) + р (dx x + dx 2 ), 

= dp (x x — x 2 ) + P {dx x — dx 2 ). 


23 А. В. Погорелое 
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Отсюда, принимая во внимание, что 

х\ = х \=\, x l dx l = x 2 dx 2 = 0, dx\ = dx\, 

получаем 

dxdt-0, 

т. е. поле t является полем бесконечно малого изгибания по« 
верхности F . 

Пусть теперь F: х=х(и, ѵ) —поверхность эллиптического 
пространства и t — поле ее бесконечно малого изгибания. 
Тогда при малом X уравнениями 

*і = р(л: + Я£), дс 2 = р(л:-й) 

задаются две изометричные поверхности и F 2 . Действительно, 

d Xl = dp(x + H,) + p(dx + Xdt), 
dx 2 = dp(x- Щ + р (dx-X dt). 

Принимая во внимание, что 

xt = 0, d (jcQ = х dt + £ dx = 0, dx = О, 

получаем 

dx\ = dx% 

T. e. поверхности Fi и F 2 изометричны. 

Так как задание поля бесконечно малого изгибания поверх¬ 
ности по существу представляет собой задание бесконечно близ¬ 
кой изометричной поверхности, а между парами изометричных 
поверхностей эллиптического и евклидова пространств устано¬ 
влено соответствие в § 4, то между поверхностями и их беско¬ 
нечно малыми изгибаниями эллиптического и евклидова про¬ 
странств тоже устанавливается соответствие. Именно, имеют 
место следующие две теоремы: 

Теорема 1. Если t является полем бесконечно малого из¬ 
гибания поверхности F: х=х(и, ѵ) эллиптического простран¬ 
ства R, то 

_ t-e a (M 
(во*) 

является полем бесконечно малого изгибания поверхности Ф: 
х-е 0 (хе 0 ) 

У ~ (е 0 х) 

евклидова пространства Е 0 . Поле г является тривиальным тогда 
и только тогда, когда тривиально поле t ■ 
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Теорема 2. Если г является полем бесконечно малою из¬ 
гибания поверхности Ф: у=у(и, ѵ) евклидова пространства Е 0 , 
то 

Г_ г — вр (уг) 

Ѵ\+¥ 

является полем бесконечно малого изгибания поверхности F : 



эллиптического пространства R. Поле £ тривиально тогда и 
только тогда, когда тривиально поле г. 

Доказательство теоремы 1. Как показано выше, 
уравнениями 

х 1 = Р (х + А£), х 2 = р {х - А£) 


при малом X задаются две изометричные поверхности Fi и F 2 
в эллиптическом пространстве R. По теореме 1 § 4 поверхности 
Фі и Ф 2 евклидова пространства Е 0 , задаваемые уравнениями 


изометричны. При малом А, они близки. А тогда векторное поле 


является полем бесконечно малого изгибания поверхности Ф 
евклидова пространства, заданной уравнением 

У=Уі+Уг. 

Очевидно, поле 

2 = у (*/, - Уч) 

тоже является полем бесконечно малого изгибания поверхно¬ 
сти Ф. 

В пределе, когда X =0, поверхность Ф задается уравнением 
х-е 0 (хе 0 ) 

У (е 0 х) ’ 

а ее поле бесконечно малого изгибания — вектором 

S — gp (£ео) 

(еох) 

По лемме 5 § 3, если поле I тривиально, т. е. является полем 
скоростей бесконечно малого движения, то z является также 
тривиальным. 


23" 
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Прежде чем закончить доказательство теоремы и заключать 
о тривиальности поля £ из тривиальности поля z, мы докажем 
теорему 2. 

Доказательство теоремы 2. Так как поле z яв¬ 
ляется полем бесконечно малого изгибания поверхности Ф: 

У=У(и, ѵ), 

то при малом Я уравнениями 

Уі = \у + ^, У2 = \у~ 

задаются две изометричные поверхности Ф 4 и Ф 2 евклидова про¬ 
странства Е 0 . По теореме 2 предыдущего параграфа в эллипти¬ 
ческом пространстве R им соответствуют изометричные поверх¬ 
ности Fi и F 2) , задаваемые уравнениями 

*і = Р(2^, + е 0 (1 ~УІ + У%))> 

x 2 = 9(2y 2 + e Q (l-yl + yj)). 

При достаточно малом Я поверхности F t и F 2 близки. Отсюда 
следует, что поверхность F эллиптического пространства, зада¬ 
ваемая уравнением 

*=р(хі+л:2), 

имеет поле 

£=р(*і — *г) 

в качестве поля бесконечно малого изгибания. Вместе с тем по¬ 
лем бесконечно малого изгибания ее будет также 

С = Х р (*і-*2)- 


Переходя к пределу при Я- 
заДанную уравнением 


О, мы получаем поверхность F, 


и ее поле бесконечно малого изгибания равно 




По лемме 6 § 3, если поле z тривиально, то поле £ также 
тривиально. 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что сопоста¬ 
вления поверхностей и их бесконечно малых изгибаний, устана¬ 
вливаемые теоремами 1 и 2, взаимно обратны. Отсюда следует, 
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что поле £ в теореме 2 тривиально только тогда, когда три* 
виально поле г, а поле г в теореме 1 тривиально только тогда, 
когда тривиально поле £. 

Обе теоремы доказаны полностью. 

Теорема 1 позволяет перенести многие результаты, относя¬ 
щиеся к бесконечно малым изгибаниям поверхностей в евклидо¬ 
вом пространстве, на поверхности эллиптического пространства. 

Заметим, что соответствие поверхностей эллиптического и 
евклидова пространств, определяемое теоремами 1 и 2, осуще¬ 
ствляется вне зависимости от их бесконечно малых изгибаний 
и получается при геодезическом отображении одного простран¬ 
ства на другое (§1). 

При геодезическом отображении эллиптического простран¬ 
ства на евклидово (проективная модель эллиптического про¬ 
странства) выпуклые поверхности эллиптического пространства 
переходят в выпуклые поверхности евклидова пространства. 

Так как замкнутые выпуклые поверхности в евклидовом про¬ 
странстве, не содержащие плоских кусков, являются жесткими, 
т. е. не допускают иных бесконечно малых изгибаний, кроме 
тривиальных, то замкнутые выпуклые поверхности эллиптиче¬ 
ского пространства, не содержащие плоских кусков, тоже яв¬ 
ляются жесткими. Для доказательства этого утверждения до¬ 
статочно воспользоваться теоремой 1. 

Вообще, если замкнутая, не обязательно выпуклая, поверх¬ 
ность F эллиптического пространства при геодезическом отобра¬ 
жении в евклидово пространство имеет жесткий образ, то она 
является жесткой. 

Примеры. Назовем поверхностью типа Т в эллиптическом 
пространстве всякую поверхность F, выпуклая часть которой 
лежит целиком на ее выпуклой оболочке. (Выпуклой оболочкой 
называется наименьшая выпуклая поверхность, содержащая F.) 
В евклидовом пространстве при геодезическом отображении по¬ 
верхности типа Т соответствует также поверхность типа Т. 
А. Д. Александров доказал, что аналитические поверхности 
типа Т в евклидовом пространстве жесткие [4]. По теореме 1 от¬ 
сюда следует жесткость аналитических поверхностей типа Т в 
эллиптическом пространстве. 

Известно, что если выпуклая поверхность в евклидовом про¬ 
странстве, не содержащая кусков плоскости, однозначно проек¬ 
тируется из некоторой точки О, отделена от нее плоскостью и 
расстояния точек края поверхности от точки О стационарны, то 
поверхность жесткая. В эллиптическом пространстве имеет ме¬ 
сто соответствующая теорема. Стационарность расстояний точек 
края до точки О при переходе к евклидову пространству следует 
из леммы 5 § 3 в применении к прямолинейным отрезкам, со¬ 
единяющим точки края поверхности и О. Отсюда следует, в 
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частности, что выпуклые шапки в классе шапок в эллиптиче- 
ском пространстве жесткие. 

И. Н. Векуа доказал, что строго выпуклая поверхность в 
евклидовом пространстве при условии стационарности кривизны 
ограничивающих ее кривых жесткая. Эта теорема переносится 
и на строго выпуклые поверхности эллиптического простран¬ 
ства. Она также следует из теоремы 1. Для доказательства за¬ 
метим, что при бесконечно малом изгибании со стационарно¬ 
стью кривизны ограничивающих поверхность кривых соприка¬ 
сающиеся круги этих кривых совершают бесконечно малые 
движения и по лемме 5 § 3 соответствующие этим кругам кри¬ 
вые евклидова пространства тоже совершают движения. Так 
как порядок соприкосновения при геодезическом отображении 
сохраняется, то кривизна края поверхности евклидова простран¬ 
ства будет стационарна. И теорема о жесткости для поверхно¬ 
стей эллиптического пространства следует из теоремы И. Н. Ве¬ 
куа [28]. 

С. Э. Кон-Фоссен построил примеры нежестких замкнутых 
поверхностей в евклидовом пространстве [41]. Теорема 2 позво¬ 
ляет перенести эти примеры в эллиптическое пространство. 

Н. В. Ефимов доказал существование поверхностей, жестких 
«в малом», т. е. жестких в сколь угодно малой окрестности дан¬ 
ной точки [35]. По теореме 2 отсюда следует существование таких 
поверхностей в эллиптическом пространстве. 

Зауер доказал, что, зная бесконечно малые изгибания по¬ 
верхности F евклидова пространства, можно явно найти беско¬ 
нечно малые изгибания любой поверхности, получаемой проек¬ 
тивным преобразованием из F. Так как при геодезическом 
соответствии эллиптического и евклидова пространств проектив¬ 
ные преобразования фигур соответствуют друг другу, то этот 
результат Зауера переносится и на поверхности эллиптического 
пространства. 

В евклидовом пространстве известны все бесконечно малые 
изгибания поверхностей второго порядка. Так как при геодези¬ 
ческом отображении евклидова пространства на эллиптическое 
поверхности второго порядка переходят в поверхности второго 
порядка, то теорема 2 позволяет найти все бесконечно малые 
изгибания поверхностей второго порядка в эллиптическом про¬ 
странстве. 

В случае общих выпуклых поверхностей в пространстве по¬ 
стоянной кривизны имеет место теорема, соответствующая тео¬ 
реме А. Д. Александрова для поверхностей евклидова простран¬ 
ства (§ 1 гл. IV). Именно, для'того чтобы поле z было изгибаю¬ 
щим для поверхности F, необходимо и достаточно , чтобы оно в 
каждой компактной области на поверхности удовлетворяло ус- 
/ідвцк? Липшица и почти всюду на поверхности было dxdz=Q, 
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Доказательство этой теоремы принципиально не отличается 
от доказательства, приведенного для выпуклых поверхностей в 
евклидовом пространстве. 

Теоремы 1, 2, доказанные для регулярных поверхностей и 
регулярных изгибающих полей, легко распространяются на об¬ 
щие выпуклые поверхности. Действительно, из выполнимости 
условия Липшица для г следует его выполнимость для £, а вы¬ 
полнимость dr dt,= 0 почти всюду на Ф следует из того, что 
dxdz= 0 почти всюду на F. 

Из теорем 1, 2 и теоремы 1 § 8 гл. IV следует, что если ре¬ 
гулярная поверхность с положительной внешней кривизной при¬ 
надлежит классу С"+° («>• 2, 0<а<1), то любое ее изгибаю¬ 
щее поле принадлежит классу С п+а ', 0<сс'<а. Для доказатель¬ 
ства достаточно заметить, что при геодезическом отображении 
эллиптического пространства в евклидово пространство поверх¬ 
ностям класса С п+а соответствуют поверхности класса С п + а . 

§ 6. Однозначная определенность 
общих выпуклых поверхностей 
в эллиптическом пространстве 

Теорема 1 § 4 о преобразовании регулярных изометричных 
поверхностей эллиптического пространства распространяется и 
на общие выпуклые поверхности. Это позволяет получить раз¬ 
личные теоремы об однозначной определенности в эллиптиче¬ 
ском пространстве как следствие соответствующих теорем для 
выпуклых поверхностей евклидова пространства. 

Мы будем говорить, что плоскость ос, пересекающая выпук¬ 
лую поверхность F, пересекает ее ребра, если в каждой ребри¬ 
стой точке поверхности F, лежащей в плоскости а, ребро каса¬ 
тельного двугранного угла пересекает плоскость а (а не лежит 
в ней). Имеет место следующая лемма. 

Лемма 1. Почти все плоскости, пересекающие выпуклую по¬ 
верхность F в эллиптическом пространстве, пересекают ее ребра. 

Доказательство. Во-первых, заметим, что лемму доста¬ 
точно доказать для выпуклых поверхностей евклидова простран¬ 
ства. Чтобы в этом убедиться, достаточно перейти к рассмотре¬ 
нию поверхности евклидова пространства, соответствующей F 
при геодезическом отображении эллиптического пространства 
на евклидово. 

Далее, очевидно, лемму достаточно доказать для достаточно 
малых кусков поверхности. И, следовательно, не ограничивая 
общности, можно считать, что поверхность F однозначно проек¬ 
тируется на плоскость ху в квадрат К: 0 •< х •< 1, 0 у К 1. ч 

Зададимся малыми числами о и ш, удовлетворяющими усло¬ 
вию ( 0 <Со. Разобьем квадрат К на малые квадраты k прямыми 
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х = ^рг, у = w -, m', m" < 2". Кусок поверхности F, проектирую¬ 
щийся в квадрат k, будем обозначать Fh ■ Обозначим /С ш сово¬ 
купность тех квадратов k, в которые проектируются конические 
точки поверхности F с кривизной, большей со. Часть квадрата К , 
не покрытую квадратами /С ш , подвергнем еще более мелкому 
подразделению на квадраты k' и обозначим К„ совокупность 
квадратов k', внутрь которых проектируются ребристые точки 
поверхности F с внешним углом при ребре, большем а. 

Направления ребер с углом, большим а, на куске F k , отли¬ 
чаются друг от друга мало, если достаточно мало со и доста¬ 
точно малы квадраты k'. Действительно, в противном случае на 
части поверхности F — Fk найдутся конические точки с кривиз¬ 
ной, большей о, что невозможно. 

Отсюда следует, что мера множества плоскостей, пересекаю¬ 
щих кусок /ѵ поверхности и содержащих хотя бы одно ребро 
с углом, большим а, не больше се б, где б—сторона квад¬ 
рата k', с — постоянная, зависящая только от наибольшего угла 
наклона опорных плоскостей F к плоскости ху, а е мало вместе 
с со и б. 

Величина 

2 ба 

ft' <= Kg 


ограничена некоторой постоянной М, зависящей только от ин¬ 
теграла средней кривизны поверхности (§ 6 гл. III). Отсюда 
следует, что мера р 0 множества плоскостей, пересекающих по¬ 
верхность F — Fkq и содержащих хотя бы одно ребро с внешним 

углом, большим а, не превосходит-^^-. И так как е сколь угодно 
Мало, ТО Ца =0. 

Переходя ко все более мелким подразделениям на квад¬ 
раты k, заключаем, что мера множества плоскостей, пересекаю¬ 
щих поверхность F и содержащих ребра с углом, большим а, 
равна нулю. 

Последний предельный переход при о-»0 дает, что почти 
все плоскости, пересекающие поверхность, пересекают ее ребра. 
Лемма доказана. 

Мы будем обозначать Л и F 2 две изометричные, одинаково 
ориентирбванные выпуклые поверхности в области R 0 эллипти¬ 
ческого пространства R, однозначно проектирующиеся из 
точки е 0 (1, 0, 0, 0) и видные из этой точки изнутри. Будем обо¬ 
значать Фі и Ф 2 соответствующие им поверхности евклидова 
пространства Е 0 , задаваемые уравнениями 


х 1 -е 0 (х 1 е 0 ) х 2 - е 0 (х 2 е 0 ) 

Уі eoixt + Xi) ’ У2 е 0 (хі + х 2 ) * 


(•) 
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где *1 и х 2 — соответствующие по изометрии точки поверхно¬ 
стей Fi и F 2 . 

Так как из точки е 0 поверхности Fi и F 2 проектируются одно¬ 
значно, то поверхности Ф 4 и Ф 2 из начала координат тоже проек¬ 
тируются однозначно. Действительно, любая прямая в R, про¬ 
ходящая через точку е 0 , задается уравнением 

х = р(е 0 +Ха) (Я— параметр), 

а любая прямая в Е 0 , проходящая через начало координат,— 
уравнением 

У=рЬ (р, — параметр). 

Легко видеть, что если уравнение относительно Я 
*і = р(е 0 +Яа) 


при любом а имеет не более одного решения, то уравнение от¬ 
носительно р 

/'-g oI ^o I = p ft 


при любом 6 также имеет не более одного решения. А это зна¬ 
чит, что поверхность Фі однозначно проектируется из О. Тот же 
вывод можно сделать и относительно поверхности Ф 2 . 

Пусть Fi и F 2 — регулярные поверхности. Тогда, как устано¬ 
влено в § 4, поверхности Фі и Ф 2 локально выпуклы. Покажем, 
что каждая из этих поверхностей обращена к точке О внутрен¬ 
ней стороной, т. е. видна изнутри из этой точки. 

Обозначим а 0 произвольную точку поверхности F u и 
а 2 — единичные касательные векторы в этой точке, а а 3 — внеш¬ 
нюю нормаль. Соответствующие векторы для поверхностей F 2 
и Фі обозначим Ь 0 , b it b 2 , Ь 3 и с 0 , с 1( с 2 , с 3 . Имеем (§ 4) 

с 0 = ■— (я 0 - Со (а 0 е 0 )), с з = ^т (« 0 , Ѵі - «<Ai> а 2 Я 0 - cyfa). 

А 0 .0 

Отсюда 

(с 0 с 3 ) = -ту (е 0 а 0 а х а 2 ) = - 4- (а 3 е 0 ). 

А о л о 


Так как из точки е 0 поверхность F t видна изнутри, то (еоЯз)<0 
и, следовательно, с 0 с 3 >0. А это значит, что поверхность Фі 
видна изнутри из точки О. Аналогично показывается, что и по¬ 
верхность Ф 2 видна изнутри из точки О. 

Пусть теперь Fi м F 2 — два изометричных, одинаково ориен¬ 
тированных двугранных угла, A t и А 2 — точки на ребрах углов, 
соответствующие по изометрии (ребра углов при изометрии друг 
другу могут и не соответствовать). Нанесем на поверхности 
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угла Fi линию, соответствующую ребру угла F 2 , а на поверх¬ 
ность угла F 2 — линию, соответствующую ребру угла F 2 . При 
этом каждый из двугранных углов Fi и F 2 разобьется на четыре 
плоских угла с вершинами Аі и А 2 соответственно. 

По формулам (*) двугранным углам Fi и F 2 в евклидовом 
пространстве соответствуют четырехгранные углы Фі и Ф 2 (они 
могут вырождаться в двугранные, если ребра Л и F 2 соответ¬ 
ствуют по изометрии). Утверждается, что четырехгранные углы 
Фі и Ф 2 выпуклые и видны из точки О изнутри. 

Доказательство просто. Углы F t и F 2 приближаются регу¬ 
лярными цилиндрическими изометричными поверхностями Рі 
и Р 2 . Соответствующие им выпуклые поверхности Фі и Ф 2 евкли¬ 
дова пространства видны изнутри из точки О. При переходе 
к пределу, когда Fi-*F U а F 2 -*F 2 , поверхности Фі и Ф 2 дол¬ 
жны сходиться к выпуклым поверхностям, видным из О из¬ 
нутри. Но предельные для Фі и Ф 2 поверхности представляют 
собой четырехгранные углы Фі и Ф 2 . 

Пусть Fi и F 2 — два изометричных выпуклых конуса. Утвер¬ 
ждаем, что соответствующие им поверхности Фі и Ф 2 евклидова 
пространства Е 0 суть выпуклые конусы, каждый из которых ви¬ 
ден из начала координат О изнутри. 

То, что Фі и Ф 2 — конусы, очевидно, так как прямым, поста¬ 
вленным в изометрическое соответствие формулами (*), сопо¬ 
ставляются прямые (§ 3). Аппроксимируем конусы Fi и F 2 изо¬ 
метричными конусами Fi и F 2 с регулярной поверхностью. 
В евклидовом пространстве им соответствуют регулярные вы¬ 
пуклые конусы, видные из точки О изнутри. Соответствующее 
заключение для конусов Фі и Ф 2 получается предельным пере¬ 
ходом Fi —► и F 2 —*■ F 2 . 

Рассмотрим теперь случай общих выпуклых поверхностей F t 
и F 2 вблизи соответствующих по изометрии конических точек Аі 
и А 2 . Покажем, что поверхности Фі и Ф 2 в соответствующих 
точках Ві и В 2 являются локально выпуклыми. 

Построим касательные конусы Ѵі и Ѵ 2 поверхностей Fi и F 2 
в точках А 1 и А 2 . Изометрия поверхностей индуцирует изоме¬ 
трию конусов. Пусть Хі — точка поверхности F u близкая к A it 
а х 2 — соответствующая по изометрии точка F 2 . Соединим 
точки Аі и Хі кратчайшей и на ее полукасательной в точке Аі 
отложим отрезок As, равный расстоянию между A t и x t . Пусть 
Хі — конец этого отрезка. Как показано в § 1, 

*i=*i + eiAs, 

где еі->0, когда Х\ ->А. Выполняя соответствующее построе¬ 
ние на поверхности F 2 , получим 

Лг==л: г + е г Д$. 
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Подставляя эти выражения для х х и х 2 в формулы (*), по¬ 
лучим 


Уі 


*.-«.(**») - Дя> 
еЛхі + х 2 ) 


У2 


Xj - во (Хзе 0 ) 

во («1 +*г) 


+ е 2 Д$. 


Так как первые члены правых частей дают точки конусов, соот- 
ветствующих Ѵі и Ѵ 2 , а вторые члены имеют более высокий 
порядок малости чем Äs, то эти конусы будут касательными ко* 
нуса ми поверхностей Фі и Ф 2 в точках В { и В 2 , соответствую¬ 
щих Аі и А 2 . 

Отсюда следует, что поверхности Фі и Ф 2 в точках, соответ¬ 
ствующих коническим точкам поверхностей F t и F 2j являются 
локально выпуклыми. Очевидно, тот же вывод надо сделать и 
в случае ребристых точек Аі и Л 2 , если направления ребер не 
соответствуют по изометрии. 

Если же ребра в точках Аі и А 2 соответствуют по изометрии, 
то мы можем все же утверждать локальную выпуклость пло¬ 
ского сечения поверхности Фі в точке В и если ребро касатель¬ 
ного двугранного угла в Ві не лежит в секущей плоскости. 

Мы будем говорить, что поверхность Ф,- слабо выпукла в 
точке В и обращена к точке О внутренней стороной, если че¬ 
рез точку В можно провести плоскость ß такую, что любая 
сфера, касающаяся ß в В и расположенная по другую от точки О 
сторону плоскости ß, является локально опорной, т. е. доста¬ 
точно малая окрестность точки В поверхности лежит вне сферы. 

Покажем, что поверхность Фі является слабо выпуклой в 
гладкой точке Ві и обращена внутренней стороной к точке О. 
Для этого прежде всего заметим, что соответствующие Ві точки 
Аі и А 2 поверхностей F 4 и F 2 должны быть гладкими. 

Для удобства предстоящих выкладок точки А і и А 2 поверх¬ 
ностей F I и F 2 будем обозначать их векторами x t и х 2 . Возьмем 
на поверхности Fi точку Хі+А*і, близкую к х и а на поверх¬ 
ности ^ — соответствующую по изометрии точку х 2 +Дх 2 . Со¬ 
единим точки Хі и Хі+Ахі кратчайшей уі на поверхности F it 
а точки х 2 и х 2 +\х 2 — соответствующей кратчайшей у 2 на по¬ 
верхности F 2 . 

Принимая во внимание свойства кратчайшей на выпуклой 
поверхности, изложенные в § 1, можем записать следующие 
разложения для векторов Xi+Äxi и х 2 +Ах 2 : 

Хі + Axj = р( (l + Xi + Astj + ÖjVj + , 

x 2 + Д *2 = p ( (1 + x 2 + Ast 2 + 6 2 v 2 + e 2 ), 


где хі и т 2 —единичные касательные векторы геодезических 
в точках хі и х 2 ; ѵі и ѵ 2 — внутренние единичные нормали 
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поверхностей Fi и F 2 в этих точках; бі и 62 — расстояния точек 
Jfi+Axi и х 2 +Д *2 от касательных плоскостей поверхностей Fi 
и F 2 в точках Хі и х 2 , причем еі/ 6 і и 62/62 стремятся к нулю вме¬ 
сте с As — длинами кратчайших уі и уг- 

Подставляя эти выражения в формулы (*), получим 

А Ух = 7 0 (*н-*і) Уі (е о т і + e 0 ta) + h~e 0 (e 0 T i)} + 

+ ( yi (e o T i + e o x J - T i + e o ( e o T i)} + 

+ eo {“ (Vo v i + ö 2 e o v 2 ) Ух + öjV, - \e Q (e 0 v,)} + 

+ e'öj + e"ö 2 + e As 2 , 

где e', e ", e стремятся к нулю вместе с As. 

Для того чтобы убедиться в том, что поверхность Фі слабо 
выпукла в точке Ві, достаточно показать, что (пАуі), где п — 
нормаль Фі в точке B it с точностью до величины порядка eAs 2 
сохраняет знак, какова бы ни была точка Хі+Ахь достаточно 
близкая к х и т. е. при достаточно малом As. 

Умножая Ауі на нормаль п поверхности Фі в точке В и мы 
должны получить величину более высокого порядка малости, 
чем As. Отсюда, принимая во внимание, что 

bjAs-*-0 и ö 2 /As-»- 0 при As-*- О, 

заключаем 

п{-Уі (со т 1 + е 0 т 2> + - е 0 (е 0 т і)} = 0. 

И для (яАг /j) получается 

< в Л Л>“ (_ й {ел) + Ѵі) " + * ГмГ5Г м м + еЛА 

Как установлено в § 4, выражения 

(- Уі (e 0 Vi) + Vj) п, - (е 0 ѵ 2 ) fan) 

отличны от нуля и имеют одинаковые знаки. И мы можем за* 
ключить о слабой выпуклости поверхности Фі в точке Ві. 

То, что Фі обращена внутренней стороной к О в точке Ві, 
следует из того, что это имеет место в случае регулярных по* 
верхностей F t и F 2 . Действительно, возьмем две изометричные 
регулярные выпуклые поверхности Fi и F 2 , соприкасающиеся 
с Fi и F z в точках Лі, А 2 и обращенные внутренней стороной 
к е 0 . Тогда поверхность Фі будет выпуклой и обращенной вну* 
тренней стороной к О. А так как выражения 

(— Уі (е 0 ѵі) + vi) п, — (е 0 ѵ 2 ) fan) 
в случае поверхностей F і и F 2 будут те же, что и в случае F u 
Fi, то поверхность Ф ь так же как и Фі, обращена в точке Ві 
внутренней стороной к О. 
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Локальная выпуклость поверхности Ф 2 в гладкой точке уста¬ 
навливается аналогично. 

Отобразим область Re эллиптического пространства на 
евклидово пространство Е 0 , сопоставляя точке х с вейерштрас- 
совыми координатами х 0 , Хі, х 2 , Хз точку с декартовыми коорди¬ 
натами xjxo, х 2 /х 0 , Хг/хо. В евклидовом пространстве Е 0 поверх¬ 
ности F і и F 2 изображаются поверхностями, однозначно проек¬ 
тирующимися из начала координат и обращенными к нему 
внутренней стороной. Соответствие между точками поверхно¬ 
стей F x и Фі, F 2 и Ф 2 , определяемое формулами (*), здесь осу¬ 
ществляется простым проектированием из начала координат. 

Мы утверждаем, что кусок Ф' поверхности Фі(Ф 2 ), проекти¬ 
руемый из начала координат выпуклым конусом V, предста¬ 
вляет собой выпуклую поверхность. Чтобы не вводить новых 
обозначений, будем предполагать, что Ф'=Фі. Очевидно, вы¬ 
пуклость поверхности Фі будет доказана, если будет устано¬ 
влено, что любая плоскость а, пересекающая конус V, пересе¬ 
кает поверхность Фі по выпуклой кривой, обращенной выпук¬ 
лостью от вершины конуса. 

Предположим, что плоскость а пересекает ребра поверхно¬ 
сти Fi. Тогда во всех точках линии у пересечения плоскости а 
с поверхностью Фі эта поверхность является по крайней мере 
слабо выпуклой. 

Обозначим у выпуклую оболочку кривой у. Точками сопри¬ 
косновения с образующими конуса V, лежащими в плоскости а, 
она разбивается на две части. Ту из этих частей, которая дальше 
от точки О, назовем у'. Требуется доказать, что у совпадает с у . 

Если у не совпадает с у', то часть у', не принадлежащая у, 
состоит из прямолинейных отрезков с концами на кривой у. 
Пусть g — один из таких отрезков и у' — соответствующий ему 
по центральному проектированию из О отрезок кривой у'. 

Возьмем на продолжении отрезка g по разные стороны от 
него две точки Р и Q и проведем через них дугу окружности 
настолько большого радиуса, чтобы область, ограниченная ею 
и отрезком PQ, содержала точку О. Представим себе теперь, 
что окружность деформируется так, что ее центр движется в 
направлении, перпендикулярном отрезку g, и во все время де¬ 
формации она проходит через точки Р, Q. Тогда, очевидно, на¬ 
ступит момент, когда окружность внутренней стороной коснется 
кривой у'. А это невозможно в силу слабой выпуклости поверх¬ 
ности Фі вдоль кривой у. Мы пришли к противоречию. Итак, 
кривая у является выпуклой. 

Относительно плоскости а мы предполагали, что она пере¬ 
секает ребра поверхности F u Теперь мы избавимся от этого 
ограничения. Пусть а — произвольная плоскость. По лемме 1 
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сколь угодно малым смещением поверхности F і можно добиться 
того, что а будет пересекать ребра поверхности Ft. И так как Фі 
непрерывно зависит от положения Fi, то любая плоскость а 
пересекает Фі по выпуклой кривой. Таким образом, выпуклость 
поверхности Фі доказана. 

Выпуклость поверхности Ф 2 устанавливается аналогично. 

Докажем теперь, что поверхности Фі и Ф 2 изометричны. 
Возьмем на поверхности Фі произвольную спрямляемую кри¬ 
вую Yi- Так как полный угол проектирующего ее конуса из 
точки О конечен, то ей на F t соответствует спрямляемая кри¬ 
вая yi- (Соответствие точек Фі — образа F x в Е 0 — осуще¬ 
ствляется проектированием из точки О). 

По изометрии кривой yi на поверхности F 2 соответствует 
спрямляемая кривая у 2 . Отсюда следует, что на поверхности Ф 2 
кривая Y 2 . соответствующая уь будет спрямляемой. Покажем, 
что кривые yi и у 2 имеют одинаковые длины. Этим будет уста¬ 
новлена изометрия поверхностей Фі и Ф 2 . 

Так как кривая уі на спрямляема, то вектор-функция 
jci(s), где s — дуга вдоль кривой уі, удовлетворяет условию Лип¬ 
шица. По той же причине вектор-функция x 2 (s) удовлетворяет 
условию Липшица. Отсюда следует, что вектор-функции yi(s) 
и # 2 ( 5 ), определяемые формулами (*), тоже удовлетворяют ус¬ 
ловию Липшица и длины кривых уі и уг находятся с помощью 
интегралов 



Для того чтобы показать, что длины кривых уі и Y 2 одинаковы, 
достаточно показать, что | у, (s) | = | ^2 ( s ) I почти Д ля всех s - 
Пусть в соответствующих точках х х (s) и х 2 (s) кривых Yi и Y 2 
существуют производные x((s) и x'(s). Покажем, что тогда 
существуют производные у[ (s), у' 2 (s) и | у\ (s) | = | у' 2 ( s ) |. 

Существование производных *f(s) и x'(s) указывает на то, 
что кривые Yi и Y 2 в точках х х и х 2 имеют касательные. Отобра¬ 
зим кривые Yi и Y 2 на касательные t\ и t 2 в точках х х и х 2 , со¬ 
поставляя точки, отвечающие одинаковым дугам, причем с точ¬ 
кой *і($) сопоставляется точка Jti(s) касательной U. При этом 
изометрическое соответствие кривых yi и Y 2 порождает изомет¬ 
рическое соответствие между касательными t\ и t 2 . 

Пусть Xi(s) и x 2 (s) — точки касательных, отвечающие дуге 
s. Уравнениями 

- = *і - ер (х\е а ) = х 2 -е„ (хгвр) 

ео Ui + х 2 ) ’ е 0 Ui + *2) 
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в евклидовом пространстве Е 0 задаются две прямые (§ 3), при¬ 
чем соответствие между ними по равенству параметров являет¬ 
ся изометрическим. Отсюда следует, что 

K< s >l= IÄMI- 

Принимая теперь во внимание, что 

(«) = Х\ (&), x 2 (s) = x 2 (s), < (s) = х\ (s), x'(s) = x'(s), 

и сопоставляя производные z/j (s) и 2 /'(s), y 2 (s) и y' 2 (s), выра¬ 
женные через х ѵ х\, х', х 2 , х', х 2 , получаем у' (s) = у' (s), у' (s) = 
= y 2 {s). Следовательно, 


|й(*)|-К(*)| 

почти всюду, и кривые Ѵі, У 2 имеют одинаковые длины. 

Так как кривая yj была взята произвольно, то поверхности 
Фі и Ф 2 изометричны. 

Теорема 1. Замкнутые изометричные выпуклые поверх¬ 
ности в эллиптическом пространстве равны. 

Доказательство. Пусть Fi и F 2 — две замкнутые изо¬ 
метричные выпуклые поверхности в эллиптическом простран¬ 
стве R. Не ограничивая общности, можно считать, что эти по¬ 
верхности одинаково ориентированы, расположены в области 
Ro пространства и содержат внутри точку е 0 . 

Такое расположение поверхностей может быть получено 
следующим образом. Если поверхности противоположно ориен¬ 
тированы, то одна из них подвергается зеркальному отраже¬ 
нию. После этого обе поверхности движением переводятся в об¬ 
ласть R о пространства. 

Если при этом какая-нибудь из поверхностей, например Р\, 
не содержит внутри точку е 0 , то мы соединяем ее с во кратчай¬ 
шим отрезком g прямой в Ro- Пусть — конец этого отрезка, 
принадлежащий поверхности. Проводим в R 0 две опорные пло¬ 
скости поверхности, перпендикулярные прямой g. Они пересе¬ 
каются по некоторой прямой Л, принадлежащей границе R 0 . 
Около этой прямой поверхность F \ вращается до совмещения 
точки с е 0 . При этом поверхность остается, очевидно, в R 0 . 
Из этого положения поверхность сколь угодно малым движе¬ 
нием переводится в положение, когда точка е 0 находится вну¬ 
три нее. 

Как установлено выше, из каждой поверхности Фі и Ф 2 
выпуклый конус V с вершиной в точке Ö вырезает выпуклую 
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поверхность. Отсюда следует, что поверхности Фі и Ф 2 суть 
замкнутые выпуклые поверхности. 

Поверхности Фі и Ф 2 изометричны. Согласно теореме об 
однозначной определенности для общих выпуклых поверхностей 
(§ 6 гл. Ill) поверхности Фі и Ф 2 конгруэнтны. А отсюда по 
лемме 4 § 3 следует конгруэнтность поверхностей Fi и F 2 . Тео¬ 
рема доказана. 

Теорема 2. Выпуклые изометричные шапки в эллиптиче¬ 
ском пространстве равны. 

Действительно, если F\ и F 2 — две изометричные выпуклые 
шапки, то, дополняя каждую из них ее зеркальным изображе¬ 
нием в плоскости края, получим две замкнутые изометричные 
выпуклые поверхности. По теореме 1 эти поверхности равны. 
Следовательно, равны и шапки. 

Теорема 3. Пусть в области R 0 эллиптического простран¬ 
ства имеем две изометричные выпуклые поверхности F { и F 2 , 
каждая из которых видна из точки во изнутри {снаружи), при¬ 
чем точка е 0 находится вне выпуклых оболочек этих поверх¬ 
ностей. 

Тогда, если соответствующие по изометрии точки границ по¬ 
верхностей Fi и F 2 одинаково отстоят от е 0 , то поверхности Fi и 
F 2 равны. 

Эта теорема, так же как и теорема § 4, сводится к соответ¬ 
ствующей теореме для поверхностей евклидова пространства. 
Мы рассмотрим случай, когда поверхности Fi и F 2 из во видны 
изнутри. Для рассмотрения случая, когда они видны снаружи, 
потребовалось бы несколько видоизменить вспомогательные 
рассмотрения, приведенные выше. 

Поверхности Фі и Ф 2 евклидова пространства, соответствую¬ 
щие Fi и F 2 , изометричны, выпуклы в достаточно малой окрест¬ 
ности каждой точки и обращены внутренней стороной к точке О. 
Покажем, что соответствующие по изометрии точки границ по¬ 
верхностей Фі и Ф 2 одинаково удалены от О. 

Изометрия поверхностей Fj и F 2 продолжается естественным 
образом в изометрию прямолинейных отрезков, соединяющих 
точку е 0 с соответствующими точками границ. По формулам 
(*) прямолинейным отрезкам, соединяющим во с границей Fi 
и F 2 , соответствуют равные прямолинейные отрезки, соединяю¬ 
щие начало координат О с соответствующими точками границ 
поверхностей Фі и Ф 2 (§ 3). 

Точка О лежит вне выпуклых оболочек поверхностей Фі и 
Ф 2 . Это потому, что формулы (*) в применении к отрезкам 
сводятся к проектированию последних на Е 0 и растяжению. 

По теореме А. Д. Александрова и Е. П. Сенькина (§ 7 
гл. Ill) поверхности Фі и Ф 2 конгруэнтны. Отсюда следует кон¬ 
груэнтность поверхностей F } и F ? . 
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§ 7. Регулярность выпуклых поверхностей 
с регуЪірной метрикой 

В этом параграфе будет рассмотрен следующий вопрос. В ка¬ 
кой степени регулярность внутренней метрики выпуклой поверх¬ 
ности, т. е. регулярность функций Е(и,ѵ), F(u,v), G(u,v) ее 
линейного элемента влечет за собой регулярность самой по¬ 
верхности-регулярность х 0 (и, ѵ), Хі(и,ѵ), х 2 {и,ѵ), х 3 (и,ѵ)1 

Пусть F — регулярная поверхность в эллиптическом про¬ 
странстве и £— какая-нибудь из вейерштрассовых координат 
произвольной точки на поверхности. Составим уравнение, кото¬ 
рому удовлетворяет £, если линейный элемент поверхности ра¬ 
вен 

ds 2 ^E du 2 +2F du dv+G dv 2 . 

Для этого обратимся к деривационным формулам. Имеем 


Хии — Гил:« + Ги*с — Ex + Z-i, 

Хиѵ = + Гіг^о — Fx + Aft, 

Xvv = Г &Хц + ГІ 2 ЛТ 0 — Gx + N1. 

Умножая эти равенства на единичный координатный вектор е, 
соответствующий оси £, получим 

luu = T\ x l u + t\ x l v -El + L{le), 

Z U v = T\£u + rU v -Ft + M(le), (*) 

Со» = ГггСц + Г 22 С 0 — Gl + N (|е). 


Перенесем все члены из правых частей этих равенств, кроме 
последних, налево, перемножим первое и третье равенства и 
вычтем из него второе, возведенное в квадрат. При этом по¬ 
лучим 

(U - Г}*, - TUv + El) (£00 - TUu - Г22С0 + Gl) - 

- (luv - T\ 2 lu - r? 2 £„ + Flf = (LN - Af 2 ) (e|) 2 . 


Выразим теперь (£e) 2 через £. Имеем 


*_ (xXgXy) 

6 I xx a x v I ’ 


(W = 


(exx u x v ) 2 
(ХХцХу)* • 


g4 А. B. rjoropejiog 
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Применяя к числителю и знаменателю выражения (£е) 2 вектор¬ 
ные тождества из § 1, получим 


(хх и х ѵ ) 2 = 


1 0 0 
О Е F 
О F О 


— F 2 , 


(ехх а х ѵ ) 2 


1 С 

с 1 о о 

О Е F 
О F G 


= (1 - 1 2 ){EG - F 2 )-(e£ - 2 FUv + ей). 


Замечая теперь, что 


LN-M 2 
EQ-F 2 


= К-1 


где К — гауссова кривизна поверхности, получим уравнение для 
£ в следующей форме: 

- Гп£„ - Г?!^ + ££) (£ во - Г‘ 2 £„ - Г 22 С 0 + GC) - 

-(с иц -г! 2 £ и -г^ 0 + я) 2 = 

= (К - 1) {(1 - С 2 ) (EG - F 2 ) - (Eg - 2 FUv + Gö)}. 

Коэффициенты этого уравнения выражаются через коэффици¬ 
енты линейного элемента Е, F, G и их производные. 

В это уравнение мы вводим новую функцию z вместо £, 
связанную с £ равенством 

£=sin z. 

Легко видеть, что z имеет простой геометрический смысл. С точ¬ 
ностью до знака z есть расстояние точки поверхности от пло¬ 
скости £=0. Замечая, что 

г __ г Ь.. С 

“ ѴТч? ’ * Ѵ\-ѵ ’ s Vi-i 2 ’ 

у = = Г = Z uu- Z l^ Z < = 

получим уравнение для z в следующей форме: 

{z„ u - Гі 1 Zu - Г? iZ„ + (E - zl) tg z) [zw ~ Г nZ u - Гщ4 + (G - 4) tg z] - 
- {z H0 - r} 2 z„ - r? 2 z a + (F- z u z v ) tg z} 2 = 

){(E-zl)(G-zl)-(F-z»z v f). 
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Заметим, что это уравнение отличается от уравнения изгиба¬ 
ния для поверхностей евклидова пространства только послед¬ 
ними членами в фигурных скобках левой части равенства и —1 
в выражении (К — 1) правой части. 

Если произвести в формулах (*) замену £ на г, то для коэф¬ 
фициентов L, М, N второй квадратичной формы поверхности 
получим выражения 

L = ± [ z uu - T\ lZu - H,z 0 + (Е - Zu) tg z], 

М = І) [ Zuo ~ r ' 2Z « “ + ( F ~ z « z «) tg z i 

N = -^{z vo - Г \ 2 z u -1 \z v + (G - 4) tg z), 
где 


Пусть теперь параметризация и, ѵ поверхности полугеодези¬ 
ческая и, следовательно, линейный элемент поверхности 

ds 2 =du 2 +c 2 dv 2 . 


(г— Sfo-O-p-W 

V- ПГ. _ F2 • 


При этом символы Христоффеля имеют следующие значения: 
Гц = О, Г?, = 0, 

Г} 2 = О, Г? 2 = -^-, 

Г\ 2 =-СС и , = 


Уравнение изгибания принимает вид 
(г + (1 - р 2 ) tg г) + сс„р - q + (с 2 - q 2 ) tg z) - 

- (s - f- q - pq tg zf = (К - 1 ) (c 2 -c 2 p 2 - q 2 ). 
А коэффициенты L, M, N выражаются по формулам . 

/_ c r+ (1 -p a ) tg z 

( C 2 -ctp. 


M = c 

N —c 


s — fq-pq tg 2 
(c’-cV -</’)■/* ’ 
t + cc 0 p--^9+ (c 2 -<7 s ) tgz 

(c 2 -cV-q 1 )' / ‘ ' 


24* 
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где г, s, t, р, q — монжевы обозначения для производных функ¬ 
ции г. 

Лемма 1. Пусть F — регулярная выпуклая шапка в эллип¬ 
тическом пространстве. Пусть гауссова кривизна шапки всюду 
больше кривизны пространства. 

Тогда для нормальной кривизны шапки в точке х можно 
дать оценку в зависимости только от внутренней метрики шап¬ 
ки и расстояния h(x) точки х от плоскости основания шапки. 

Доказательство. Пусть х — произвольная точка шапки 
и у—произвольная, исходящая из х геодезическая. Обозначим 
х ѵ (*) нормальную кривизну шапки в точке х в направлении у 
и рассмотрим функцию 

w Y (x)=h(x)x v (x). 

Функция w v (x) неотрицательна и обращается в нуль на 
границе шапки. В некоторой внутренней точке шапки х 0 для 
некоторой геодезической уо, исходящей из этой точки, она до¬ 
стигает максимума. Обозначим w 0 величину_этого максимума. 

Проведем через точку х 0 геодезическую уо> перпендикуляр¬ 
ную уо> и введем в окрестности точки х 0 полугеодезическую ко¬ 
ординатную сеть и, ѵ, приняв геодезические, перпендикулярные 
уо, за линии и. В качестве параметров и и ѵ примем дуги гео¬ 
дезических Yo и Yo, отсчитываемые от точки Хо. 

Обозначим y(*) геодезическую семейства и, проходящую 
через точку х, близкую лсо, и введем в рассмотрение функцию 
w(x)=Wy (x) (x). 

Эта функция, очевидно, также достигает максимума в точке х 0 , 
и этот максимум равен со 0 - 

Составим уравнение изгибания для F, приняв за плоскость 
2=0 касательную плоскость шапки в точке х 0 . Для определен¬ 
ности будем считать, что шапка находится в полупространстве 
г>0. Полагая 

а = (1 — р 2 ) tg z, Р= --^q-pqtgz, 

у = сс а р -^fq + {c 2 - ? 2 ) tg 2 , б = {^f- + l) (с 2 - с 2 р 2 - q\ 

запишем уравнение изгибания в виде 

(r+ct) (H- Y )-(s + ß) 2 +ö=0- 

Выразим нормальную кривизну через г. Для этого вос¬ 
пользуемся формулой для коэффициента L второй квадратич¬ 
ной формы. Получим 
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Отсюда 


= he 


г+ (1 -р 2 ) tgz 
(с 2 — с і р 2 — д 2 )' 1 ' • 


Решая это равенство относительно г, получим 


г= т ( 1 - Р 2 --^) ,/, -( 1 


Исходя из этого выражения для г, найдем его первые и вто¬ 
рые производные по а и и в точке Хо- При этом будем иметь 
в виду следующее. По выбору системы координат 

с= 1, с и =с ѵ =с иѵ = с ѵѵ = 0, с ии = — К, 


где К —гауссова кривизна поверхности. Производные р, q рав¬ 
ны нулю, так как плоскость г =0 касается поверхности. Произ¬ 
водная s=0, так как М=0 (направления координатных линий 
в точке х 0 являются главными направлениями). Наконец, да„=0, 
w v = 0, потому что w достигает максимума в точке х 0 . 

Имеем 



■((*). 


- т]~ г ■ 


Дифференцируя уравнение изгибания в точке лг 0 по и, по¬ 
лучим 

rt u +tr u — Ku = 0 . 

Отсюда 


Дифференцируя уравнение изгибания по и дважды, получим 

r uj + К/ + 2 Г Ja - 2«2 - Г 2 + 2/е 2 - к - 1 - К иа = 0. 

Введем в это равенство полученные выше значения г и , г ѵ , 
t u , s u = r v, г ии и t uu =r vv . Заменим, кроме того, w его значением 
в точке Хо, равным rh. Тогда получим 

+ W vv r) — h{K— 1)(г 2 -И 2 ) — 2 гѢ 2 ((|) 2 в + (j) 2 ) + 

+ А (А:-!)((]-)„„ + (t)J + 

+ 2 (-^ hKu-r 2 + 2K 2 -3K+l- К„ а = 0. (**) 
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Оценим вторые производные А„„ и А„„. Для этого примем в 
формулах для L и JV за плоскость z=0 плоскость основания 
шапки. Тогда главные кривизны в точке х 0 , равные ги/, вы¬ 
ражаются через А по формулам 

h uu + (l — h 2 u ) tg h h vo + (l — A„) tg h 

r ~~ • ' о-ч-о* ■ 


Отсюда получаются выражения для A uu и h vv , которые мы под¬ 
ставим в равенство (**). 

Принимая во внимание, что первые три слагаемых левой ча¬ 
сти равенства (**) неположительны, приходим к следующему 
неравенству: _ f ^ +Arh+B> ^ 


где А и В — известные ограниченные выражения, содержащие 
гауссову кривизну К и ее производные, А и ее первые производ¬ 
ные Ли, Л„. Так как rh=w, то получается, таким образом, что 
— + Aw 0 + В > 0. 


Отсюда следует, что для w 0 может быть установлен верхний 
предел. Если его обозначить wo, то нормальная кривизна шапки 
в точке, отстоящей от ее основания на А, не превосходит wjh. 
Лемма доказана. 

Пусть F — выпуклая поверхность в эллиптическом простран¬ 
стве. Удельной внешней кривизной поверхности F на множестве 
М мы будем называть отношение a>(M)/s(M), где <»(АІ) — 
внешняя кривизна поверхности на множестве М, a s(M) — пло¬ 
щадь поверхности на этом множестве. Мы будем говорить, что 
удельная кривизна поверхности ограничена сверху (снизу),если 
существует положительная постоянная с такая, что для любого 
борелевского множества М на поверхности to (Af)/s(M)-<c (со¬ 
ответственно, o)(Al)/s(M)> с). 

Для поверхностей ограниченной удельной кривизны в евкли¬ 
довом пространстве А. Д. Александровым доказаны следующие 
две теоремы (§ 3 гл. II): 

1) выпуклые поверхности ограниченной сверху удельной 
кривизны не содержат ни ребристых, ни конических точек; 

2) выпуклые поверхности ограниченной снизу удельной 
кривизны строго выпуклые, т. е. не могут содержать прямоли¬ 
нейных отрезков. 

Мы хотим распространить эти теоремы на случай выпуклых 
поверхностей ограниченной удельной кривизны в эллиптическом 
пространстве. 

Обозначим R p сферу радиуса р<я/2 с центром е 0 (\, 0,0,0) 
в эллиптическом пространстве R. Пусть F — любая выпуклая 
поверхность, содержащаяся внутри сферы /? р . 



§ 7. Регулярность выпуклых поверхностей с регулярной метрикой 375 


Отобразим эллиптическое пространство R геодезически на 
евклидово пространство Хо=1, сопоставляя точке х эллиптиче¬ 
ского пространства точку х/(хео) евклидова пространства. Если 
эллиптическое пространство интерпретировать с помощью трех¬ 
мерной сферы, то это отображение заключается в проектирова¬ 
нии сферы из ее центра на касательную гиперплоскость в точке 
ео. При этом отображении выпуклой поверхности F в R будет 
соответствовать выпуклая поверхность F в евклидовом про¬ 
странстве. 

Будем обозначать внешнюю кривизну и площадь на мно¬ 
жестве М поверхности F через (о (М) и S(M), а кривизну и 
площадь на соответствующем множестве М поверхности F 
через ю(Л7) и S(M). Тогда имеет место следующая лемма. 

Лемма 2. Существуют положительные постоянные А\, В х 
и А 2 , В 2 , зависящие только от р, такие, что для любого откры¬ 
того множества М на поверхности F имеют место неравенства 


Л 2 <^-^-<В 2 . 


Доказательство. Не ограничивая общности, можно 
считать поверхность F замкнутой, так как любую выпуклую 
поверхность можно дополнить до замкнутой. Возьмем на по¬ 
верхности F достаточно густую сеть точек и построим их вы¬ 
пуклую оболочку. Она представляет собой выпуклый много¬ 
гранник Р. Установим соответствие точек Р и F путем проек¬ 
тирования из некоторой точки О внутри поверхности F. По 
мере того как густота сети точек на F увеличивается, много¬ 
гранник Р сходится к F. При этом, если образ М на Р при 
указанном проектировании обозначить М Р , то 

S(Mp)-*S(M), со(Мр) -+а(М). 


При геодезическом отображении многограннику Р будет 
соответствовать евклидов многогранник Р, между точками ко¬ 
торого и точками F установлено соответствие проектированием 
из точки Ü — образа О при геодезическом отображении, причем 
когда Р -* F, Р -> F, 

S(Mp) (о(Ир)->ю(М). 

Отсюда следует, что лемму достаточно доказать для случая 
многогранников. Кроме того, так как площадь и кривизна — 
аддитивные функции множества, то первое из неравенств, ука¬ 
занных в лемме, достаточно установить для множества, лежа¬ 
щего в одной грани, а второе неравенство —для кривизны ц од¬ 
ной вершине, 
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Обратимся к проективной модели эллиптического простран¬ 
ства в евклидовом пространстве х 0 =1. Здесь многогранник Р 
изображается евклидовским многогранником Р. Так как мас¬ 
штаб перехода от расстояний в евклидовой метрике к расстоя¬ 
ниям в эллиптической метрике в ограниченной части простран¬ 
ства находится в положительных пределах, то масштаб перехода 
от площади в евклидовой метрике к площади в эллиптической 
метрике также находится в положительных пределах. Отсюда 
следует первое из указанных в лемме неравенств. 

Второе неравенство устанавливается аналогично. Так как 
масштаб перехода от угла между плоскостями в евклидовой 
метрике к углу между ними в эллиптической метрике заключен 
в положительных пределах, то масштаб перехода от кривизны 
вершины в евклидовой метрике к кривизне в эллиптической 
метрике тоже заключен в положительных пределах, что и тре¬ 
бовалось доказать. 

Из леммы 2 с помощью указанных выше теорем А. Д. Алек¬ 
сандрова следует: 

1. Выпуклые поверхности ограниченной сверху удельной 
кривизны в эллиптическом пространстве не содержат ни ребри¬ 
стых, ни конических точек. 

2. Выпуклые поверхности ограниченной снизу удельной кри¬ 
визны строго выпуклы, т. е. не содержат прямолинейных от¬ 
резков. 

Мы будем говорить, что метрика поверхности регулярна ( k 
раз дифференцируема), если на поверхности может быть вве¬ 
дена координатная сеть и, ѵ так, что коэффициенты Е, F, G 
линейного элемента поверхности, как функции координат и, ѵ, 
будут регулярными ( k раз дифференцируемыми функциями). 

Регулярность поверхности влечет за собой регулярность ее 
метрики. Именно, если поверхность k раз дифференцируема, то 
ее метрика дифференцируема по крайней мере k —1 раз. Об¬ 
ратное, вообще говоря, неверно, поверхность может иметь ре¬ 
гулярную, даже аналитическую метрику и не быть регулярной. 
Однако имеет место следующая теорема. 

Теорема 1. Если выпуклая поверхность F в эллиптиче¬ 
ском пространстве имеет регулярную ( k раз дифференцируе¬ 
мую, £>5) метрику и гауссова кривизна поверхности больше 
кривизны пространства, то сама поверхность регулярна (по 
крайней мере k — 1 раз дифференцируема). Если же метрика 
поверхности аналитическая, то поверхность аналитическая. 

Доказательство. В достаточно малой окрестности G 
произвольной точки х на поверхности F ее гауссова кривизна Кі 
удовлетворяет неравенству 

} <;о < А,- < Ь, 
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Так как внутренняя кривизна поверхности F отличается от ее 
внешней кривизны на величину площади 

© (At) = J J Kids-S(M), 


то. удельная внешняя кривизна поверхности 
положительных пределах, т. е. 


G заключена в 


Отсюда следует, что поверхность F гладкая и строго выпуклая. 

Докажем регулярность поверхности F в окрестности произ¬ 
вольной точки х. Рассмотрим сначала случай аналитической 
метрики. 

Отрежем от поверхности F плоскостью а маленькую шапку со, 
содержащую точку х, настолько малую, чтобы любая пло¬ 
скость ß, пересекающая F по ©, отсекала бы шапку. Отрезание 
такой шапки © возможно благодаря гладкости и строгой выпук¬ 
лости поверхности F. 

Так как край у шапки © имеет на любом участке неотрица¬ 
тельный поворот, то его можно приблизить аналитической кри¬ 
вой у* с положительной всюду геодезической кривизной. Эта 
кривая ограничивает на © некоторую область, которую мы обо¬ 
значим ю*. 

Из двух экземпляров поверхности ©* можно «склеить» замк¬ 
нутое многообразие й путем отождествления точек их границ, 
соответствующих по изометрии. Это многообразие будет иметь 
аналитическую метрику всюду, кроме линии склеивания. Однако 
это склеивание можно производить не непосредственно, а через 
узкий регулярный поясок регулярно в смысле внутренней метри¬ 
ки, переходящей в ©*, причем, так как геодезическая кривизна 
края м* положительна, этот поясок можно выбрать так, чтобы 
его гауссова кривизна была всюду больше 1 (кривизны про¬ 
странства). 

В гл. VI будет доказано, что в эллиптическом пространстве 
существует регулярная замкнутая выпуклая поверхность й*, 
изометричная й. Обозначим на ней через ©* область, соответ¬ 
ствующую ©*. 

Из теоремы об однозначной определенности замкнутых вы¬ 
пуклых поверхностей (§ 6) следует, что по мере того как шири¬ 
на пояска неограниченно убывает, а й* сходится к замк¬ 

нутой выпуклой поверхности, которая образуется шапкой © и ее 
зеркальным изображением в плоскости края. Это значит, что 
при указанных условиях ©* -»©, 
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Сместим плоскость а в сторону шапки to в положение а', и 
отрезаемые плоскостью а' шапки от поверхностей © и со* обо¬ 
значим со' и ©' соответственно. 

Пусть О — замкнутая область на ©', удаленная от пло¬ 
скости а' на расстояние, большее Л 0 >0. В этой области для нор¬ 
мальных кривизн ©' может быть дана оценка сверху в зависи¬ 
мости только от внутренней метрики поверхности F. 

Оценка нормальных кривизн равносильна оценке первых и 
вторых производных координат Хі точки поверхности. А это 
позволяет с помощью уравнения изгибания, представляющего 
собой уравнение эллиптического типа для х { , установить оценки 
производных х { всех порядков. 

Существование внутренних оценок для всех производных х { 
позволяет заключить, что в области G = lim G поверхность F не¬ 
ограниченно дифференцируема. А отсюда в силу эллиптичности 
уравнения изгибания следует аналитичность координат х,- как 
функций и, ѵ, т. е. аналитичность поверхности F. 

Путь теперь метрика поверхности F дифференцируема k раз. 
Аппроксимируем метрику F в © аналитической метрикой, а кри¬ 
вую у* — аналитической кривой. При этом мы получим аналити¬ 
ческое многообразие с внутренне выпуклым краем. По теореме 
А. Д. Александрова это многообразие изометрично шапке, ко¬ 
торая по доказанному является аналитической. Возможность 
указать априорные оценки для k-x производных координат 
точки этой шапки позволяет заключить, что предельная шапка, 
являющаяся в силу однозначной определенности выпуклых ша¬ 
пок областью на F, будет k — 1 раз дифференцируемой. И даже 
более того, (А — 1)-е производные координат ее точек удовлетво¬ 
ряют условию Гёльдера. Теорема доказана. 

Подобно тому как в- случае поверхностей евклидова про¬ 
странства (§ 10 гл. II), теорему 1 можно усилить, если восполь¬ 
зоваться оценками Е. Хейнца для вторых производных решения 
уравнения Дарбу. Именно таким путем А. А. Дубровин, отпра¬ 
вляясь от результата, содержащегося в теореме 1, доказал, что 
если метрика поверхности принадлежит классу С", п > 2, то по¬ 
верхность принадлежит классу C n-1+V , 0< ѵ< 1, [32]. 

Как следствие теоремы 1 и теоремы А. Д. Александрова о 
реализуемости многообразий кривизны не меньше К в эллипти¬ 
ческом пространстве кривизны К, получаются теоремы 2 и 3. 

Теорема 2. Замкнутое двумерное многообразие кривизны, 
большей К, с регулярной метрикой изометрично регулярной 
замкнутой выпуклой поверхности в эллиптическом пространстве 
кривизны К. Если метрика многообразия k раз дифференцируе¬ 
ма, k > 2, го поверхность k — 1 раз дифференцируема. Если 
метрика аналитическая, то поверхность аналитическая. 
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Теорема. Каждая точка двумерного многообразия кривиз¬ 
ны, большей К, с регулярной метрикой имеет окрестность, изо- 
метричную регулярной выпуклой шапке в эллиптическом про¬ 
странстве кривизны К, причем, если метрика многообразия 
& > 2 раз дифференцируема, то шапка дифференцируема 
k — 1 раз. Если метрика многообразия аналитическая, то шапка 
аналитическая. 

В заключение заметим, что теорема о регулярности выпуклой 
поверхности с регулярной метрикой позволяет применять, так 
же как и в евклидовом пространстве, синтетические методы тео¬ 
рии общих выпуклых поверхностей А. Д. Александрова, в част¬ 
ности, теорему «о склеивании» к решению различных задач 
классической теории поверхностей, рассматривающей обычно 
достаточно регулярные объекты. 

§ 8. О регулярности выпуклых поверхностей 
с регулярной метрикой 
в пространстве Лобачевского 

В настоящем параграфе мы рассмотрим вопрос о регуляр¬ 
ности выпуклой поверхности с регулярной метрикой в простран¬ 
стве Лобачевского. Мы это делаем по двум причинам. Во-пер¬ 
вых, формальное применение метода, изложенного в § 7, для по¬ 
верхностей пространства Лобачевского дает неполное решение 
проблемы [62]. Оценки для вторых производных во внутренних 
точках шапки этим методом удается получить только в предполо¬ 
жении положительности гауссовой кривизны поверхности, в то 
время как естественным было бы условие положительности 
внешней кривизны. Во-вторых, сам результат используется в 
следующей главе при решении проблемы погружения двумерно¬ 
го риманова многообразия в трехмерное риманово пространство. 

Теорема 1. Если выпуклая поверхность в пространстве Ло¬ 
бачевского имеет регулярную ( k раз дифференцируемую, k > 5) 
метрику и гауссова кривизна поверхности больше кривизны про¬ 
странства, то сама поверхность регулярна (по крайней мере 
k — 1 раз дифференцируема ). Если же метрика поверхности ана¬ 
литическая, то поверхность аналитическая. 

Для доказательства теоремы 1 воспользуемся идеей, которая 
лежит в основе доказательства соответствующей теоремы для 
случая евклидова пространства (§ 10, гл. II). При этом особо 
выделим те моменты доказательства, которые требуют сущест¬ 
венных изменений. Остальная часть, допускающая простое пе¬ 
ренесение евклидова случая, будет дана описательно. 

Прежде всего мы докажем теорему для случая, когда метри¬ 
ка поверхности аналитическая. Пусть F — такая поверхность и 
О — произвольная точка на ней, 
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В случае евклидова пространства выпуклая поверхность с 
регулярной метрикой и положительнрй кривизной гладкая и 
строго выпуклая. Аналогичная теорема имеет место и в про¬ 
странстве постоянной кривизны, если гауссова кривизна поверх¬ 
ности больше кривизны пространства. Для эллиптического про¬ 
странства доказательство содержится в § 7. Это доказательство 
дословно переносится и на случай выпуклых поверхностей в про¬ 
странстве Лобачевского. 

Так как поверхность F гладкая и строго выпуклая, то в 
точке О существует единственная опорная плоскость — касатель¬ 
ная плоскость поверхности. Она не имеет других общих точек с 
поверхностью, кроме точки О. Плоскостью, перпендикулярной 
Нормали поверхности в точке О, отсечем от поверхности F ма¬ 
ленькую шапку ю. Теперь для доказательства аналитичности по¬ 
верхности F достаточно доказать следующие два утверждения: 

1. Существует аналитическая выпуклая шапка и, изометрич- 
ная ю. 

2. Изометричные выпуклые шапки в пространстве Лобачев¬ 
ского равны. 

Доказательство второго из этих утверждений может быть 
основано на тех же соображениях, что и для евклидовых шапок 
в работе [59]. Именно таким путем однозначная определенность 
выпуклых шапок в пространстве Лобачевского была доказана 
И. А. Данеличем [31]. 

Доказательство первого утверждения сводится к решению 
краевой задачи для уравнения изгибания (уравнения Дарбу), 
к которому редуцируется построение поверхности, реализующей 
метрику, заданную линейным элементом. Уравнение Дарбу вы¬ 
водится в пространстве Лобачевского так же, как и в эллиптиче¬ 
ском пространстве. Опуская вывод, приведем окончательный 
результат. 

Пусть регулярная поверхность F с линейным элементом 
ds 2 =E du 2 +2F dudv + G dv 2 однозначно проектируется на пло¬ 
скость о и г(и, ѵ ) —расстояние точки (и, ѵ) поверхности от 
этой плоскости, взятое с соответствующим знаком. Тогда, если 
кривизна пространства Лобачевского /Со = — І.то функция z(u, ѵ) 
удовлетворяет уравнению 

(г + а) (t + у) - (s + ß) 2 + ö = 0, (*) 

где а, ß, у, б имеют следующие значения: 

а = — Гп 2 „ — Г?і 2 о —{Б — zl ) th z, 
ß = — Г| 2 z u — Гі 2 2 0 — (/ — z u z 0 ) th z, 

V = - Iz>z„ - l%z v -(G -z„)thz, 
ö = (/c+ 1) {(£ - * 2 ) (G - 22) — (F - z u z v ) 2 y. 
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символы Христоффеля для поверхности, К —гауссова кри¬ 


визна поверхности, r,s, t — вторые производные функции г(ы, о). 

Так же, как и в евклидовом случае, г+сс, s+ß и /+у с точ¬ 
ностью до некоторого множителя равны коэффициентам L, М, N 
второй квадратичной формы поверхности. Именно, если поло¬ 
жить 


Q 2 


(E-4)(G-4)-(F- ZuZo f 
EG - F 2 


то 

L = -l-(r + a ), Af~l(s + ß), N = ±{t+ Y). 


Подобно тому как в случае евклидовых шапок, построим вы¬ 
пуклую (с положительной геодезической кривизной) аналити¬ 
ческую кривую, близкую к краю шапки со, и обозначим со' огра¬ 
ничиваемую ею область на поверхности F. Покажем, что суще¬ 
ствует аналитическая область со', изометричная со'. Для этого 
достаточно доказать разрешимость задачи Дирихле для уравне¬ 
ния (*) в области G' плоскости и, ѵ, соответствующей со', при 
условии z=0 на границе области. Существование такого реше¬ 
ния гарантируется известной теоремой С. Н. Бернштейна при 
условии возможности получения априорных оценок для предпо¬ 
лагаемого решения и его производных до второго порядка. 

Оценка модуля решения и его первых производных р и q не 
составляет труда. В самом деле, | г | не превосходит внутреннего 
диаметра области со', а 

Ы<гпах-р=-. 


Оценки вторых производных решения z(u, ѵ) получаются 
сначала на границе области G'. Для этого вдоль края области со', 
внутри со', вводится полугеодезическая система координат и, ѵ, 
содержащая край области со' в качестве линии ы = 0. При этом 
линейный элемент поверхности принимает вид 

ds 2 =du 2 +c 2 dv 2 , 

а коэффициенты уравнения (*) получают следующие значения: 
а= — (1 — p 2 )th 2 , ß = pq thz — -у- q, 
у = - (с 2 - q 2 ) th 2 + cc u p - -y q, 

6 = — (/C +1) (c 2 — c 2 p 2 — q 2 ). 


Так как переход к новым координатам и, ѵ осуществляется чисто 
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внутренним образом, то установление априорных оценок для 
вторых производных г в любой из этих двух систем координат 
суть эквивалентные задачи. 

В полугеодезических координатах вдоль края о/ имеем t= 
— г ѵѵ =0. Поэтому достаточно установить оценки только для 
s и г. Так же, как и в евклидовом случае, начинаем с оценки s. 
Определим область и < и 0 вдоль края ©' условием 

ІРІ<1. kl <2. 

Очевидно, и 0 ограничено снизу независимо от формы аналитиче¬ 
ской шапки ©', изометричной со'. Теперь в прямоугольных де¬ 
картовых координатах и, ѵ, £ рассмотрим поверхность Ф, за¬ 
данную уравнением £=£(«. и), где £(и, а) — периодическая по ѵ 
функция, совпадающая с q(u, ѵ) в пределах одного периода. 
Поверхность Ф имеет форму бесконечной ленты, проектирую¬ 
щейся на полосу О^и-^ыо с одним краем на оси ы=0. Прове¬ 
дем через ось и=0 плоскость а, образующую наименьший угол 
с плоскостью иѵ и так, чтобы поверхность Ф была под этой пло¬ 
скостью. При этом могут представиться две возможности: либо 
плоскость а упирается в край и=и 0 поверхности Ф, либо она 
касается поверхности Ф в некоторой точке. 

В первом случае 

^■^Г тах І ^(“о> °)І» 

и, следовательно, для производной s вдоль края шапки полу¬ 
чается оценка 

s<^max\q(u 0 , о)|<-^-. 

Аналогично получаете» оценка s снизу 

““ шах| q («о, o)|<s. 

А следовательно, 


Рассмотрим второй случай, когда плоскость а касается по¬ 
верхности Ф в некоторой точке. Дифференцируя уравнение (*) 
по ѵ, будем иметь 

Яии U + Y) - 2 q uv (s + Р) + q vv (г + а) - сц,(/ + у) - 

— 2ßj, (s + Р) + У ѵ ( г + а) + Ь ѵ = 0. (**) 

Для и и ѵ, отвечающих точке касания плоскости о с поверх¬ 
ностью Ф, 

q uu (* + y) — %Яиѵ ( s + Р) + Яѵѵ ( r + a ) ^ o» 
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а q v = t = 0. Поэтому из уравнений (*) и (**) получается 

a P Y -2р о (5 + р) + Ѵр (S + У ~ 5 + > 0- (***) 

Выражения а„, ß„, у ѵ и б„ содержат вторые производные г 
линейно и притом только s и г, a t=0. Таким образом, выражение 
a v y — 2ß„(s + ß) +6„ 

при больших s имеет порядок не больше чем s 2 . 

Что касается предпоследнего члена неравенства, то здесь 
существенно заметить следующее: 

Уѵ = cc u s + ... , 

где не выписаны члены, не содержащие s. Так как на границе 
шапки со' имеем с и = — х 0 , где и 0 — геодезическая кривизна края, 
то при малом Uo можно считать, что с и < —Хо/2. В таком случае 
величина 

(s + ß) 2 -6 

УѴ у 

при большом s имеет порядок — xoS 3 /4y. В точке касания у>0, 
так как *+у>0, а f=0. Умножая теперь неравенство (***) на у, 
получим 3 

-^-+ои>о, 

где 0(s 2 ) обозначает выражение второй степени относительно s 
с ограниченными коэффициентами. Отсюда следует существо¬ 
вание априорной оценки для q u =s в точке касания, а следова¬ 
тельно и на границе а', где она имеет не большее значение. 

Остается получить оценку производной г. Эту оценку мы 
можем получить из самого уравнения (*), если сумеем оценить 
снизу коэффициент у положительным числом. Действительно, на 
границе шапки (s + ß) 2 б 

г = — а Ч - . 

Так как на границе шапки о/ 

у = сс и р, с= 1, с а = — и 0 , 

то для оценки у остается оценить снизу р. Эта оценка получает¬ 
ся так же, как и в случае евклидова пространства. Таким обра¬ 
зом, мы доказали существование априорных оценок вторых про¬ 
изводных на границе шапки ш'. Существование оценок вторых 
производных на поверхности всей шапки со' будет доказано 
ниже. В предположении, что такие оценки получены, продолжим 
доказательство теоремы для случая поверхности с аналитической 
метрикой. 
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Установление априорных оценок для решения уравнения (#) 
позволяет утверждать существование аналитической шапки о/, 
изометричной со'. Пусть область со' расширяется и переходит в со. 
При этом, не ограничивая общности, можно считать, что шап¬ 
ки со' сходятся к некоторой шапке со, изометричной со. 

Остается доказать, что свойство аналитичности шапки со' со¬ 
храняется при переходе к пределу со'-*со. Это действительно 
так, и оно вытекает из возможности установить равномерные 
относительно предельного перехода априорные оценки для про¬ 
изводных функции z любого порядка на множестве точек со', 
удаленных от плоскости края на расстояние, большее е>0. 
Установление таких оценок будет дано дальше. 

Таким образом, для завершения доказательства теоремы 
нам остается: 

1) установить априорные оценки для производных г, s, t на 
всей шапке со' в предположении, что оценки для этих величин 
получены на границе шапки; 

2) установить априорные оценки для производных z на не¬ 
котором удалении от плоскости края шапки со' без каких-либо 
предположений о геометрии края. 

Доказательство теоремы в случае k раз дифференцируемой 
метрики поверхности Р получается с помощью аналитического 
приближения метрики шапки и предельным переходом, как в 
евклидовом случае. 

Для того чтобы оценить вторые производные г решения урав¬ 
нения (*), достаточно оценить нормальную кривизну k n шап¬ 
ки со'. Действительно, 

, Ldu* + 2М du do + N dv 2 

Йл= Е du 2 + 2F du dv + G dv 2 * 

Если I k n С, то 

|L|<C£, |AM<CG, |M|<-f(£ + 2|F| + G). 

Отсюда, принимая во внимание выражения для L, М, N, при¬ 
веденные выше, получаем оценки для г, s, t — вторых производ¬ 
ных Z по и, V. 

Оценку для нормальной кривизны шапки со' мы получим 
сначала на границе шапки. Так как оценки для производных на 
границе шапки получены, то для того, чтобы оценить нормаль¬ 
ную кривизну, достаточно установить оценку снизу выражения 

W ^ EG-F* ) » 
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которое стоит в знаменателе коэффициентов второй квадратич¬ 
ной формы L, М, N. Это выражение имеет простой геометриче¬ 
ский смысл и представляет собой косинус угла, который обра¬ 
зует нормаль шапки с перпендикуляром, опущенным на ее осно¬ 
вание. Вдоль края шапки это косинус угла между касательной 
плоскостью шапки и плоскостью ее основания. 

В § 7 гл. II получена оценка снизу для величины Q в случае 
евклидовых шапок. Этот способ установления оценки почти до¬ 
словно переносится на случай шапок в пространстве Лобачев¬ 
ского. Поэтому можно считать установленным существование 
положительной оценки снизу для Q, а следовательно, и оценки 
сверху для нормальной кривизны шапки о/ вдоль ее края. 

Переходим к получению оценки для нормальной кривизны 
на поверхности всей шапки ю' в предположении существования 
такой оценки на краю шапки. Обозначим д(Л') меньший из 
углов, образуемых нормалью шапки в точке X и перпендикуля¬ 
ром, опущенным из этой точки на плоскость основания шапки. 
Максимальную из нормальных кривизн в точке X обозначим 
х(Х) и рассмотрим функцию 


W (X) 


(cos Ф (X) )»’ 


где ц — положительная постоянная, которую мы определим 
позже. Очевидно, чтобы оценить нормальную кривизну шапки, 
достаточно оценить функцию w(X). 

Функция w(X) на поверхности шапки о/ достигает абсолют¬ 
ного максимума в некоторой точке Ло. При этом могут предста¬ 
виться два случая: 

1. Точка Х 0 принадлежит краю шапки. 

2. Точка Хо является внутренней точкой шапки. 

В первом случае для функции w оценка получается очевид¬ 
ным образом, так как мы имеем оценку сверху нормальной кри¬ 
визны на краю шапки и оценку снизу для величины cos О. 

Таким образом, нам остается только оценить Ш во втором 
случае, когда точка Х 0 , в которой максимум w достигается, яв¬ 
ляется внутренней точкой шацки. 

Введем в окрестности точки Х 0 на поверхности шапки к/ 
полугеодезическую координатную сеть и, ѵ, приняв за линию и 
геодезическую, проходящую через точку Х 0 в направлении мак¬ 
симальной нормальной кривизны, а за линию ѵ — перпендику¬ 
лярную геодезическую. В качестве параметров и и о возьмем 
дуги этих геодезических. При этом линейный элемент шапки 
примет вид 

ds 2 —du 2 + c 2 dv 2 t 


05 А. В. Погор«ло» 
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В точке Ло имеем с= 1, с и =*с ѵ — 0, с„„ =— К ■ с иѵ = 0, c v „= О, 
К — гауссова кривизна шапки в точке X 0 . 

Обозначим теперь х(Х) нормальную кривизну шапки в 
точке X в направлении и и введем в рассмотрение функцию 


w(X) 


*(Х) 

(cosG(X) )**' 


Так как х(Х)-<х(Х), а х(Х 0 ) =х(Х 0 ), то функция ш(Я') тоже до¬ 
стигает максимума в точке Х 0 , и наша задача сводится к оценке 
w (X) в точке Х 0 . 

Чтобы несколько упростить предстоящие выкладки, мы возь¬ 
мем в качестве плоскости 2=0 не плоскость основания шапки, 
как это было до сих пор, а касательную плоскость шапки в 
точке Х 0 . При этом уравнение изгибания, сохраняя свою форму, 
значительно упрощается в самой точке Х 0 , так как в этой 
точке 2 = 0 , р=0, q= 0, а следовательно, a = ß=y=0. 

Принимая во внимание выражение для L: 


L = -^(r + a), a=-(l-p 2 )th 2 , Q = (l-p2_|.y / * 


и то, что Е— 1, будем иметь 


*(*)- 


Заметим, что нормальная кривизна в направлении ѵ равна 


х'(Х) = 


t + Y 



И так как в точке Х 0 имеем х'<х, а=у=0, с=1, то в этой 
точке Кроме того, в точке Х 0 коэффициент М = 0, а следо¬ 
вательно, s = 0. 

Обратимся теперь к уравнению изгибания 

(r + a)(f + Y)-(s + ß) 2 + 6 = 0, (*) 

а= — (1 — p^thz, £ = pqthz — ^-q, 
у = - (с 2 - q 7 ) th 2 + cc u p ~~q, 6 = - (1 + K) (c 2 - c 2 p 2 - q 2 ). 

В точке X 0 имеем с= 1 , с и = 1 , с и =с ѵ = 0, с ию =с„ ѵ =0, с ии = —К, 
2=0, p = q=0, s= 0. Отсюда следует, что в этой точке 
а = 0, ß = 0, Y = 0, ö= - (1 +/С), 

а в “0, ß„ = 0, Y u = 0, Ь и =-К и , 

а в „=-г, ß 0 „ = 0, Y BB =-r(l+2K), 

t>uu =-Küu + 2/С(1 + К) - 2r 2 (l + К). 
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Уравнение изгибания в точке Ло принимает вид 
/7+6=0. 


Дифференцируя уравнение (*) по и, в точке Х 0 будем иметь 
rj+t u r+ б„=0. 

Отсюда для t u в точке Х 0 получается выражение 

*ш-~т(\ + гЛ 

Дифференцируя уравнение (*} по и дважды, в точке Х 0 по¬ 
лучим 

(Г аа + а ии) (t + y)-2 (s aa + ß BB ) (s + ß) + (/„„ + Y au ) (r + a) + 

+ 2 (r B + a B ) (t u + y B ) — 2 (s u + ß B ) 2 + 6 BB = 0. 

Или, подставляя сюда значения производных коэффициентов 
a, ß, y. б в точке Х 0 , будем иметь 

rj + r vv r + 2 rj a - 2 s 2 u + a u J + Y uu r + 6 BB = 0. 


Положим для краткости 
X = 

Тогда 

откуда 


(cos ©)•* 
-(1-Р 2 ) 1h г 


’ 


r = x ( 1 -Р 2 --^г) ,г + -P 2 ) thz - 

Так как в точке Х 0 имеем ад и =0, w v =0, то в этой точке 


“ =и т 

W UU I 


г » = и '(тІ> 

(I) -т-Р + і. 


Подставим в уравнение, полученное двукратным дифферен¬ 
цированием по и уравнения (*), выражения для производных 
г„, /"о, Гии, Гѵѵ Тогда после простых преобразований получим 


+ Ки + Ar 2 + 2ßr + С — 


85* 



388 Гл. V. Выпуклые поверхности в пространствах постоянной кривизны 


где А, В, С — ограниченные выражения, зависящие только от 
кривизны К и ее производных до второго порядка. Замечая, что 



мы можем преобразовать наше уравнение к виду 

X (w au t + w vv r) - (1 + К) If- - г 2 % + 2К и ^ + О (г 2 ) = О, 

где О (г 2 )—квадратный трехчлен относительно г с ограничен¬ 
ными коэффициентами. 

Так как до достигает в точке Х 0 максимума и, следовательно, 
< 0, до„„-<0, то 


-(1+Ю^г -r 2 -^ + 2tf a -^ + O(r 2 )>0. 


Это неравенство в дальнейшем будем называть основным. 
Займемся теперь вычислением производных А,. Если обозна¬ 
чить через h расстояние произвольной точки шапки со' от пло¬ 
скости ее основания, то 


.і-й-4. 


Отсюда видно, что интересующие нас производные А, выражают¬ 
ся через производные h до третьего порядка. В связи с этим 
мы начнем с вычисления этих производных. 

Так как коэффициенты L, М, N второй квадратичной формы 
поверхности не зависят от выбора плоскости 2 = 0 , то должны 
иметь место равенства 


( 


-0-p 2 )th* 



A uu ~(l -A 2 )thA 



huv + h u h v th h-^-h v 


(.v-4)' 4 Н4Г 


t — {c 2 — q 2 ) th z + cc u p — — q A 00 — (c 2 — A 2 ) th A + cc u h u ■ 


I'-s-W 


М 4 Г 
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Отсюда ДЛЯ вторых ороиэйодных функции h в точке Х 0 полу* 
чаются следующие выражения: 

huu = (1 - hl) th h - г (1 - hl - hl)' 1 ', 
h U v = — h u h v th h — s (l — hl — hl)' 1 ', 
h vo - (1 - hl) thh-t(\-hl-hl)' 1 '. 


Так как в точке Х 0 имеем s = 0, a rt=\+K, то при больших г 
h ua = — гА Ѵа + h uv = 0+ h vv = 0+ ...» 


где не выписаны члены, имеющие порядок 0(1). 
Дифференцируя 1Д по и и о, в точке Х 0 получим 


(x)«“ 2 ^"" v ‘ A * r+ ■■■• (х).-°+- 


где выписаны только главные по г члены. 

Вычислим теперь главную часть (по г) третьих производных 
h uu и, h UU v ■ Имеем 

Кии = - г іА І ‘ + г^'ККи + ..., 

Ги = ш (]-) в = 2цМ в Д ц 'Ѵ+ ... 

Следовательно, 

Кии= -(2ц + 1)А а г 2 + •••• 
где не выписаны члены порядка ниже г 2 . 

Аналогично 

Киѵ=-ГгА' І '+ .... г*=ш(!) р = 0+ ... 

Таким образом, 

A U u»“=0+. .., 

не выписаны члены порядка ниже г 2 . 

Теперь мы можем найти главную часть производной Я,„ м . 
Имеем 

“ 4i*Qa + 1) Д - **~ а (А н йив) ! + 2(іА -,, " І (йии + huhuuui + ... 

Отсюда 

% ии - 2цД"Ѵ + 2цА -»-'hlr 2 + ..., 

где не выписаны члены порядка ниже г 2 . 
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Займемся теперь производной Я, ов . В связи с этим сначала 
вычислим соответствующие производные h. Заметим, что в 
точке Х 0 

h ua = — Д'Ѵ + О (1), 

h uv = - h u h v th h, 

h vv = (l — A 2 )th h + O (y). 

Имеем 

hwu = ((l - hl) th h) u - t u A' h + t^Huhuu + КК + 0 (}), 

— =» 2pA„ (1 + /() + О (у), 

tA-4 a h ua = - (1 + К) К + О (-J-) , 

( (1 - h\) th h) a = - 2h v h uo th h + (1 - hl) = 

= 2h u hl th 2 h + (l - hl) (1 - th 2 h) h u . 

Отсюда 

h u h vüu = 2hlhl th 2 Ä + (l - hl) (l - th 2 h) hl + 

+ 2\ihl{\ + K)-hl + o[j) . 
Следовательно, при достаточно большом р 

! + 0 (т). 

где через (*) 2 обозначено неотрицательное выражение. 
Вычислим теперь h v h vvv . Имеем 

h vvv - ( (1 - hl) th h) v - t 0 A Vl + 0 (-J-), 

К = — ~ (h v + r v t) + 0 , 

((l - hl) th h) v = - 2 К (l - hl) th 2 ft + (l - hl) (l - th 2 h) h v + 0 (-Jr). 

Отсюда 

h v h ovo = hl (1 - A*)(l - 3 th 2 h) + 0 (y). 

И так как высота шапки а' мала, то 

Vw -<•>’+о (}). 
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Обратимся теперь к производной Х ѵѵ . Имеем 

Кѵ — |*0* Ч-1) А' Д_2 А 2 0 - рА^'А^ = 

— 4|* 0* + 1) А’ 11 - 2 (h u h uv + h v h vv f + 

+ грА-^ 1 {hl + hl + h u h vvu + h,h vvv ). 

Отсюда, принимая во внимание выражения для h u h vvu и h v h vov , 
заключаем, что 

Кѵ “ (*) 2 + О (-І-) . 

Подставляя теперь найденные выражения для производных h 
в основное неравенство, получим 

-2р(1+К)г 2 +Лг» + О(г)>0. 

где А ограничено сверху некоторой постоянной А 0 , зависящей 
от кривизны поверхности и ее производных, а О (г) имеет поря¬ 
док г. Умножая неравенство на Ä, 2 , получим 

— 2р (К + 1) w 2 + Aw 2 + О (w) > 0. 

Пусть р, кроме условий, которым оно было подчинено в ходе 
предыдущих рассуждений, удовлетворяет неравенству 

—2р(/С+1) +і4 0 <1. 

Тогда из нашего неравенства получается 
—w 2 +0(w)> 0. 

Отсюда следует, что w не может быть слишком большим, что и 
доказывает существование для него оценки w 0 . 

Оценка для w является вместе с тем оценкой для нормальной 
кривизны х, так как 

х (лс) = w (cos •&) -< w. 

Установлением априорных оценок для нормальных кривизн 
закончено доказательство существования аналитической шапки 
ш', изометричной области ю' на шапке ш. Пусть теперь область со' 
расширяется и переходит в со. Тогда в силу однозначной опреде¬ 
ленности шапок в классе шапок поверхность со' сходится к вы¬ 
пуклой шапке со, равной со. Не ограничивая общности, можно 
считать, что этой шапкой является сама со. 

Для того чтобы заключить об аналитичности со, достаточно в 
окрестности произвольной ее точки установить равномерные 
оценки производных до четвертого порядка функций г, задающих 
сходящиеся к со шапки со'. Действительно, как и в случае евкли¬ 
довых шапок отсюда следует трехкратная дифференцируемость 
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предельной шапки со. А по теореме С. Н. Бернштейна об анали¬ 
тичности решений уравнений эллиптического типа в применении 
к уравнению изгибания отсюда вытекает аналитичность и. Как 
и в евклидовом случае, установление оценок третьих и четвер¬ 
тых производных, после того как оценки вторых производных 
найдены, получается из общих соображений, применяемых к 
уравнению изгибания. Таким образом, задача состоит в установ¬ 
лении оценок первых и вторых производных для функций г, за¬ 
дающих шапки о/. Первые производные оцениваются три¬ 
виальным образом. А чтобы оценить вторые производные, мы 
оценим сначала нормальную кривизну. 

Сместим плоскость а основания шапки <о в положение а" так, 
чтобы она отсекала от со шапку со" с краем, лежащим вне пло¬ 
скости о. При достаточной близости со' к со = со плоскость а" от¬ 
секает от со' шапку со", причем касательные плоскости вдоль ее 

края образуют с плоскостью о" углы, меньшие -е, е>0. 

Это свойство для нас существенно. Чтобы не вводить новых обо¬ 
значений, мы будем предполагать, что им обладают шапки со'. 
Итак, пусть касательные плоскости шапок со' образуют с пло¬ 
скостью основания ст углы, меньшие — е, причем е>0 и оно 

одно и то же для всех шапок со', достаточно близких к со. 

Сохраняя введенные выше обозначения, будем рассматри¬ 
вать вспомогательную функцию 




h{XMX) 
(cos^W)^ ’ 


где h — расстояние точки X шапки со' от плоскости основания 
а. Эта функция неотрицательна, обращается в нуль на краю 
шапки, а следовательно, достигает абсолютного максимума в не¬ 
которой внутренней точке Х 0 . Вводя полугеодезическую систему 
координат на поверхности шапки в окрестности точки Х 0 , рас¬ 
смотрим функцию 

Ѵ ' (cosfl(*))>* 


Она также достигает максимума в точке Х 0 . Полагая 


(cos ft)* 1 ’ 

дословно повторяем предыдущие рассуждения вплоть до уста¬ 
новления основного неравенства 

-(1 + К) ^ - г 2 ^ + 2К и ^- + О (г 2 )> 0. 
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Затем последовательно находим выражения для h ua , h uv , 
h vv , h uua , h uuv . Имеем 

l uu = 2 ЛрАЛ- 2 + 2h\i^~ l hlr 2 + ..., 


где не выписана подчиненная по порядку величины относи¬ 
тельно г часть Ки- 

Несколько подробнее мы рассмотрим выражение^. Имеем 


- (-srL —+* ( i-L ■ 


В точке Х 0 

h vv = (l — hi )th А — 1№, a f = |(/C+l). 
Следовательно, 



Далее, 


А v \x=-huhuv-h v h vv . 


Поэтому 

2 К (—|х)= грА"**- 1 (1 -hl- hl)hl th h + О (}) = 

.(,)* + О (1 

Что касается (і/Д^Х*,, то уже было показано, что в точке Х 0 


Таким образом, 


= ( *)2 + о (±) 


^ = W 2 + o(j). 


Подставляя теперь в основное неравенство выражения для 
Ки и Ко и переходя от г к ад, получим 

— 2р {К + 1) ад 2 + Лад 2 + О (ад) > 0. 

Отсюда заключаем о существовании оценки для ад: ад < ад 0 . 

Если теперь рассматриваемая окрестность точки X удалена 
от плоскости основания а на расстояние, не меньшее %>0, то 
для нормальных кривизн шапки в этой окрестности получается 
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оценка 

Wo 

что и требовалось доказать. 

Как следствие теоремы 1 и теоремы А. Д. Александрова 
о реализуемости гомеоморфного сфере многообразия кривизны, 
не меньшей К, замкнутой выпуклой поверхностью в простран¬ 
стве Лобачевского кривизны К получается следующая тео¬ 
рема. 

Теорема 2. Заданная на сфере регулярная метрика с кри¬ 
визной, всюду большей К, реализуется регулярной выпуклой 
поверхностью в пространстве Лобачевского кривизны К ■ Если 
метрика принадлежит классу О, п > 5, то поверхность принад¬ 
лежит классу О -1 . Если метрика аналитическая, то поверх¬ 
ность аналитическая. 




Глава VI 

Выпуклые поверхности в римановом 
пространстве 


В 1916 г. Г. Вейль поставил следующую проблему [26]. 

Пусть на сфере или многообразии, гомеоморфном сфере, за¬ 
дана риманова метрика линейным элементом 
ds 2 =g ij du { du*. 

Пусть гауссова кривизна многообразия, вычисленная по обыч¬ 
ной формуле дифференциальной геометрии через коэффициенты 
gij его линейного элемента, положительна. Спрашивается, суще¬ 
ствует ли замкнутая поверхность в евклидовом пространстве 
и такая ее параметризация и* (система параметризаций), при 
которой линейный элемент поверхности совпадал бы с задан¬ 
ным (ds 2 )? Или, что то же самое, существует ли изометриче¬ 
ское погружение заданного двумерного риманова многообра¬ 
зия в трехмерное евклидово пространство? 

Эта проблема принципиально была решена самим Вейлем 
в цитированной работе. Во всяком случае, в работе содержится 
описание основных этапов решения проблемы. В этом плане оно 
было завершено Г. Леви [43] (см. также [52]). Окончательный 
результат гласит: двумерное замкнутое, гомеоморфное сфере 
риманово многообразие с аналитической метрикой и положи¬ 
тельной гауссовой кривизной допускает изометрическое погру¬ 
жение в евклидово пространство в виде замкнутой аналитиче¬ 
ской поверхности. 

Новое решение проблемы Вейля получается из теоремы 
А. Д. Александрова о реализации метрики положительной кри¬ 
визны, заданной на гомеоморфном сфере многообразии, выпук¬ 
лой поверхностью и из теоремы о регулярности выпуклой по¬ 
верхности с регулярной метрикой (§ 10 гл. II). Теорема 
А. Д. Александрова о реализации метрики с гауссовой кривиз¬ 
ной, большей К, выпуклой поверхностью в пространстве по¬ 
стоянной кривизны К и теорема о регулярности выпуклой по¬ 
верхности с регулярной метрикой дают решение проблемы 
Вейля для случая пространств постоянной кривизны (§§ 7 
и 8 гл. V). 

В связи с этими результатами автором была поставлена и 
решена проблема изометрического погружения гомеоморфного 
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сфере риманова многообразия в общее трехмерное риманово 
пространство [63, 58]. Изложение полученного результата со¬ 
ставляет основное содержание настоящей главы. 

Кроме этого основного вопроса, в данной главе рассматри- 
вается проблема бесконечно малых изгибаний регулярных зам¬ 
кнутых выпуклых поверхностей в трехмерном римановом про¬ 
странстве. Доказывается существование априорных оценок для 
нормальных кривизн замкнутой выпуклой поверхности в зави¬ 
симости от величин, характеризуемых только метрикой поверх¬ 
ности и метрикой пространства. 

В § 11 теорема об изометрическом погружении применяется 
для решения одного вопроса, поставленного Кон-Фоссеном, об 
изометрических преобразованиях пунктированной выпуклой по¬ 
верхности (поверхности с проколами) в евклидовом простран¬ 
стве. 

§ 1. Поверхности в римановом пространстве 

В трехмерном римановом пространстве может быть построе¬ 
на теория кривых и поверхностей, во многом напоминающая 
теорию кривых и поверхностей евклидова пространства. В на¬ 
стоящем параграфе мы напомним некоторые факты этой теории, 
необходимые для дальнейшего. Более подробное изложение чи¬ 
татель может найти в книге Э. Картана [38]. 

Пусть в трехмерном римановом пространстве R с линейным 
элементом 

ds 2 = gij dx' dx* 

дана регулярная поверхность F : х і ='х і (и 1 ,и 2 )., где и 1 , и 2 — коор¬ 
динаты на поверхности. Обозначая х(и х , и 2 ) точку поверхности 
с координатами и 1 , и 2 , будем употреблять для уравнений по¬ 
верхности сокращенную запись 

х=х(и х ,и 2 ). 

Подобно тому как для поверхностей евклидова простран¬ 
ства, будем рассматривать две квадратичные дифференциаль¬ 
ные формы, связанные с поверхностью: 

I = ( dx ) 2 = gij du 1 du 1 , 

II = — dx-Dn = k l] du‘du 1 , 

где знаком D обозначено абсолютное дифференцирование в 
пространстве, п — единичный вектор нормали к поверхности*). 


*) Под абсолютным дифференциалом Da вектора а мы будем понимать 
главную часть разности между вектором a(x+dx), параллельно перенесенным 
в точку х, и вектором а(х). 
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Первая квадратичная форма поверхности является ее линейным 
элементом. 

Для поверхностей в трехмерном римановом пространстве 
может быть определено понятие нормальной кривизны в дан¬ 
ном направлении как нормальной кривизны этой поверхности 
в соприкасающемся евклидовом пространстве. При этом для 
нее получается обычная формула 

Хц du 1 du 1 
g t j du 1 dd ' 

На поверхности риманова пространства определяется поня¬ 
тие главных направлений как направлений, в которых нормаль¬ 
ная кривизна достигает экстремальных значений. Главные 
направления находятся по обычным формулам с помощью 
коэффициентов первой и второй квадратичных форм. Для абсо¬ 
лютного дифференцирования вдоль главного направления имеет 
место формула Родрига 

Dn=—xdx, 


где к — нормальная кривизна в этом направлении. 

Для поверхностей в римановом пространстве определяется 
понятие внешней (полной) кривизны К е как кривизны в сопри¬ 
касающемся евклидовом пространстве. Определяемая таким об¬ 
разом внешняя кривизна вычисляется по обычной формуле 


#11 §22 - £?2 


В отличие от поверхностей евклидова пространства внешняя 
кривизна поверхности риманова пространства не равна внутрен¬ 
ней (гауссовой) кривизне Кі и отличается от нее на кривизну 
Kr пространства в направлении двумерной площадки, касаю¬ 
щейся поверхности, т. е. К е =Кі — Kr. 

Для поверхностей риманова пространства можно составить 
формулы, аналогичные деривационным формулам Гаусса — 
Вейнгартена в случае поверхностей евклидова пространства. 

Касательные векторы поверхности в точке х 


*1 


дх 
ди 1 ’ 


*2 


дх 
ди 1 


и единичный вектор п нормали к поверхности образуют базис. 
Поэтому любой вектор в точке х допускает представление в 
виде линейной комбинации векторов x it х 2 и п. В частности, 

D t x t = А к ц х к + а^п, 

D t n = В\х к + b t n, ^ 
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где знаком D* обозначается абсолютное дифференцирование 
в пространстве по ы‘. 

Коэффициенты этих формул находятся так же, как в случае 
евклидова пространства. Именно, умножая скалярно первое ра- 
венство на п и принимая во внимание, что 

n 2 = 1, nxj = О, 
nDiXj = Di ( nxj ) — xjDin — kij, 


получаем = 

Далее, умножая скалярно первое равенство на вектор х а 
(а==1, 2) и замечая, что 

X k X a = gka, D t Xj= DjX it 

получаем 

Г ,./ = Ацёка’ 


где f laj — символы Христоффеля первого рода для поверхности: 

Г 1 ( д 8іа , д 8а/ dg l{ \ 

taJ 2 V ди 1 ди 1 ди а )' 


Умножая полученное равенство на g aß 
дим 


Л 1 


ff/. 


и суммируя по а, нахо- 


где Г?/ — символы Христоффеля второго рода для поверхности. 

Умножая второе из равенств (*) на п скалярно, находим 

6 ,- 0 . 

Умножая второе из равенств (*) на х а и замечая, что 


получим 


x a D i n=‘—X i(l , 


Если теперь это равенство умножить на и просуммировать 
по а, то найдем 

в\ = -w aß . 


Таким образом, для поверхностей в римановом пространстве 
имеет место следующая система деривационных формул: 

DiXj = + hin, 

Din — — hag ak Xk. 

Коэффициенты этих формул выражаются через коэффициен¬ 
ты первой и второй квадратичных форм точно так же, как и 
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для поверхностей евклидова пространства. В этом нет ничего 
удивительного, так как формулы (**) представляют собой обыч¬ 
ные деривационные формулы для поверхности в соприкасаю¬ 
щемся евклидовом пространстве. 

Основными уравнениями теории поверхностей в евклидовом 
пространстве обычно называют формулу Гаусса и уравнения 
Петерсона — Кодацци. Аналогичные уравнения можно получить 
для поверхностей риманова пространства. Мы будем называть 
их основными уравнениями теории поверхностей в римановом 
пространстве. 

Вычислим выражение 

юг/а = (DiDj — DjDi) х а . 

Для этого введем в пространстве в окрестности рассматривае¬ 
мой поверхности полугеодезическую систему координат ѵ { . 
Именно, в качестве координат ѵ { произвольной точки простран¬ 
ства, близкой к поверхности, мы примем взятое со знаком рас¬ 
стояние (о 3 ) точки от поверхности и координаты гг 1 , гг 2 основа¬ 
ния геодезического перпендикуляра, опущенного на поверхность 
(о 1 , о 2 ). При такой параметризации пространства векторы jq, 
х 2 и п совпадают с векторами е и е 2 , е 3 локального базиса, опре¬ 
деляемого параметризацией пространства. 

Имеем 

D]e a = Г/ а е*, 

Di D je a = (~^г + е 3 . 

Отсюда 

и г ja = ( DiDj — DjDi ) е а = ^"“^г ^ ^%Гг* — Г’гаГ /ij 

Но, как хорошо известно, выражение в скобках представляет 
собой компоненту R'a -ц смешанного тензора Римана — Христоф- 
феля. Таким образом, 

Юг/а = R'a -це^. 

С другой стороны, выражение &ц а можно вычислить, ис¬ 
пользуя при этом известным образом деривационные формулы. 
Именно, если в выражении 

©г/а = Di ( Djx a , ) - Dj ( DtX a ) 

заменить DjX a и D t x a согласно деривационным формулам и 
после формального дифференцирования и Dj еще раз вос¬ 
пользоваться такой заменой, то получим 

V = / Vp + Q ‘/c* n ’ 
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РІЧ = + ВД*- + Мь- Ми) g® 

Очевидно, первые четыре слагаемых Phi представляют со¬ 
бой не что иное, как компоненту R'a-ii смешанного тензора Ри¬ 
мана — Христоффеля для поверхности. 

Полагая і, /, а, ß<3, сравним в полученных двух выраже¬ 
ниях для (£>ц а коэффициенты при ep=jc ß . Получим 

Ra- II = Ra il + {^la^lk ~ g^- 

Так как при i, j< 3, gn=gu и £,- 3 =0, то из этого равенства 
очевидным образом получается 

Paßlj = Paßtj + (^ia^jß ~ ^ja^tß)- 

Все эти соотношения, не являющиеся тождествами, эквива¬ 
лентны равенству 

/?1212 = ^1212 + (^ 11^22 — ^ 12 ). 


Если его разделить на g,,^ -g? 2 = g n g 22 - g\ 2 , то получим 


—K R = —Ki + Ke, (***) 

где Кі — гауссова кривизна поверхности, К е —- внешняя кривиз¬ 
на поверхности и Kr — кривизна пространства в направлении 
двумерной площадки, касающейся поверхности. 

В случае евклидова пространства соотношение (***) пред¬ 
ставляет собой известную формулу Гаусса, дающую выражение 
для полной кривизны поверхности только через коэффициенты 
первой квадратичной формы и их производные. 

Сравнивая в полученных двух выражениях а ііа коэффи¬ 
циенты при е 3 =п, получим 


Ra-tl = — 


- + T S ,ahs-rialls. 


Среди этих соотношений различных два. Если принять во вни¬ 
мание, что g 23 =g 3 i= 0 , £зз=1 и, следовательно, Ra-ii = Rani, то 
эти соотношения можно записать так: 


Р 1312 = - -^Г + ЪЬш - Pfl^2s, 

Я2312 = -^Г - + ^22^1« - Г? 2 Я, 2 з. 
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В случае поверхности евклидова пространства эти соотноше* 
ния представляют собой уравнения Петерсона — Кодацци. 

Другие соотношения, которые можно было бы получить ана¬ 
логичным рассмотрением выражения 

(DiDj — DjDJn, 


мы выводить не будем, так как они не потребуются. 

Во многих вопросах дальнейшего изложения мы будем поль¬ 
зоваться полугеодезической параметризацией пространства в 
окрестности рассматриваемой поверхности. В связи с этим мы 
изучим ее подробнее. 

Как было уже отмечено, в полугеодезической параметриза¬ 
ции gl3 = g23 = 0, £зз=1. 

Вычислим вторую квадратичную форму базисной поверх¬ 
ности (поверхности о 3 =0). Согласно определению 


Но 


II = — dx-Dn. 


dx — ві du 1 , i < 3, 


dn — T{ k du k ei, k<3. 


И = — T , 3 k g ll du 1 du k = — Г ЗІА du 1 du k , 

Г 1 (■ d s ik 
Ш 2 l ди к dv 3 du 1 J ' 

Так как £з«=£зй = 0 при i, k<3, то 

г _і dg ik 

зік 2 до 3 ' 

Таким образом, вторая квадратичная форма поверхности равна 
11 - 


и, следовательно, коэффициенты второй квадратичной 
суть 


hj 


1 д 8„ 

2 дѵ 3 • 


формы 


Заметим, что если внешняя кривизна поверхности положи¬ 
тельна, то квадратичная форма II является определенной. Мож¬ 
но считать, что она является положительно определенной. До¬ 
статочно выбрать надлежащим образом направление отсчета ѵ 3 . 


26 А - В. Погорелов 
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§ 2. Априорные оценки для нормальной кривизны 
поверхности 

При рассмотрении вопроса об изометрическом погружении 
двумерного риманова многообразия, гомеоморфного сфере, в 
трехмерное риманово пространство решающее значение имеет 
возможность указать для замкнутой поверхности в римано¬ 
вом пространстве при выполнении некоторых условий оценку 
для ее нормальных кривизн в зависимости только от мет¬ 
рики поверхности и метрики пространства. Доказательству 
существования такой оценки мы и посвящаем настоящий па¬ 
раграф. 

Пусть F —поверхность в римановом пространстве и Х 0 — 
точка на ней. Пусть точка Хо не является шаровой, что означает, 
что главные нормальные кривизны поверхности в точке Х 0 раз¬ 
личны. В этом случае на поверхности в окрестности Х 0 можно 
взять в качестве координатных линий линии кривизны. Примем 
в качестве параметров и 1 и и 2 дуги координатных линий, прохо¬ 
дящих через точку Х 0 . 

Введем в пространстве в окрестности Х 0 полугеодезическую 
параметризацию (и*), приняв F за базисную поверхность. Таким 
образом, координаты ѵ 1 точки пространства суть: о 3 — взятое 
со знаком расстояние до базисной поверхности ( F ) и коорди¬ 
наты и 1 , и 2 — основания геодезического перпендикуляра, опу¬ 
щенного на поверхность F. Параметризация (о*) вдоль поверх¬ 
ности F является ортогональной. 

Вычислим символы Христоффеля первого рода для простран¬ 
ства вдоль поверхности F. 

Так как на поверхности F 


= — 21 и = 0, 


dg t3 

дѵ> 


о, 


то r<jft = 0, если все три индекса і, /, k различны. 

В случае двух равных рядом расположенных индексов 


Г 


iik 


_L Ли. 

2 du* ' 


Если крайние индексы равны друг другу, но не равны сред¬ 
нему, то 


Г ш 


1 dg H 

І ди” ' 
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Для удобства предстоящих выкладок выпишем символы Хри- 
стоффеля в виде таблицы: 


г 1 dg „ 

111 2 ди ' 

P _ 1 dgu 

A 211 ~Y~d^T 

Г 311 = ^11 

г 1 dg u 

112 2 ди 2 

P _ 1 dg 22 

1 212-2 ÜÜi - 

Г 312 =* 0 

Гцз = 

Г 2 із = 0 

Г 313 —0 

р 1 

121 2 ди 5 

p _ 1 dg 22 

221 2 du' 

Г 321 = 0 

р 1 dg 22 

1 122 - 2 -Щ- 

P _ 1 dg 22 

222 - 2 du 2 

^322 = — ^22 

Г 123 = 0 

^223 — ^22 

Г 323 = 0 

Гізі = 

^231 = 0 

Г 331 “ 0 

Г 132=° 

^232 = ^22 

Г 332 “ 0 

Гізз = 0 

^233 = 0 

Гззз= 0 

Так как параметризация пространства 

вдоль поверхности F 

ортогональная, то ^і=0 

при ІФІ, a g” = 

j-. И, следовательно, 

легко вычислить символы Христоффеля 

второго рода. Имеем 

г ?/ 

г n ak TikJ 

- r '-' s ~5»' 


Выпишем символы Христоффеля второго рода также в виде 
таблицы: 

г і 1 dg u 

11 2 g n ди' 

pi _ 1 dgu. 

21 “2 gu du* 

Гз, =-- Х п 

ёи 

pi 1 dgu 

12 2 g n du* 

pi 1 dg 22 

22 2g H du' 

Г^-О 

Г'з = — 

8n 

Г 23 = 0 

Г 33 = 0 

p2 1 dgu 

11 2 g 22 du* 

p2 1 dg 22 

121 2 g 22 du' 

І31 = о 

p2 1 dg 22 

12 “2 g 22 du ' 

p2 _ 1 dg 22 

22 2 g 22 du 2 

г ^ 2 = ~іЬ я ' 22 

Г?з = 0 

Гіі =Я,ц 

r|, = 0 

Гзз = 0 

Гіі = 0 

Г?2 = 0 

Г 22 = Я -22 

ГІ2 = 0 

Гіз = 0 

Г 2 3 з = 0 

Г 33 = 0 


26* 
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Оценим производные #н и g 2 2 в точке, где нормальная кри¬ 
визна достигает максимума. Пусть нормальная кривизна по¬ 
верхности достигает абсолютного максимума в точке Х 0 . Введем 
в окрестности этой точки полугеодезическую параметризацию ( ѵ ), 
как это было сделано выше. Пусть максимум нормальной кри¬ 
визны достигается в направлении и 1 (du 2 = 0). 

Главные кривизны поверхности в точке Х 0 равны 



Формулы Петерсона — Кодацци имеют вид 


#1312- 


дХ и 
ди 2 


дХ 
ди 1 


1 д 8и (Х п Х 22 \ 
+ 2 ди 2 \ g u + g M )’ 

1 dgj 2 ( ^-11 I ^22 \ 

2 ди 1 \g„ ^ g 2 J' 


Введем в эти формулы вместо Хц соответствующие глав¬ 
ные кривизны Xj. Получим 


#1312 — — ёи (— Х 1 + х г). 

#2312 = ё22 - J -^Г ( х 1 - Х г)- 


Оценим производные dg n /du 2 и dg^/du 1 в точке Х 0 в пред¬ 
положении, ЧТО Xj > У Ке- 

Решим уравнения (*) относительно dg n /du 2 и dg^ldu 1 . 
Получим 

<?g„ 2(R mi + g u -gj-) g g22 2(*2si»-g»»|j-f 

ди 2 — X[ + x 2 ’ ди 1 — X! + x 2 

Так как в точке Х 0 имеем öx 1 /ö« 2 = 0, то 

dg n 2/? 1312 

ди 2 — х, + х 2 ‘ 

Величина /? ш2 , как компонента тензора, не зависит от того, как 
искривлена поверхность. Именно, можно считать, что Яш г вы¬ 
числена в нормальных римановых координатах »*, связанных 
с нашими координатами и* в точке Хо условиями дѵ і /дѵ І = 6}. 
Отсюда мы заключаем, что dgu/du 2 имеет порядок 1/хі, т. е. 



Сделать подобное заключение относительно dgnfd м 1 несколь¬ 
ко труднее. Так как хіх 2 =Д в =Ді — Дя, где Кі — гауссова кри* 
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визна поверхности, а Kr — кривизна пространства в направле- 
нии, касательном к поверхности, то 


8 («ИВ - ^ ЖГ (*.-*«)) 


•эт--о(і)- 


Так как 
то в точке Х 0 


K R 


#1212 
gllgli ’ 




Введем в рассмотрение ковариантную производную тензора 
Римана Rijrs.a.- Имеем 

Rim, 1 = - д д' и Ѵ 2 — ЯшгГп — ... 

Так как компоненты тензора Римана и его ковариантной 
производной можно считать вычисленными в нормальных ри- 
мановых координатах, то они имеют порядок 0(1). Поэтому 
производная dR ,wl du l имеет порядок Г* у . Таким образом, 

% і = и і°( 1 ) + ^-о(і) + о(і). 


И выражение для дц^Іди 1 можно представить в форме 


Отсюда видно, что dgzz/du 1 при большом хі имеет поря¬ 
док 1/хі: 


Выясним, какой порядок относительно хі имеют величины 
а/?»» ад 23 і2 д*к 12іг 

ди 2 » ди 1 • (ди')* ш 


Воспользуемся ковариантной производной тензора Римана. 
Имеем 


= - Rk зігГ?2 - 


Так как компоненты тензора Римана и его ковариантной произ¬ 
водной имеют порядок 0(1), а коэффициенты Г ц все имеют 
порядок не больше 1/х 1 , кроме трех 

Г!з=Гзі = —хі, Г|і = x lf 
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то из приведенного равенства получается 

Производная dR 2 siiJdu l оценивается аналогично. Имеем 

^23і2.і “ £ 13 — #азі2Г*і — ... 

Отсюда получается 

fal 12 ” К 1 (#1212 — #232з) + О (1). 

Оценим, наконец, производную д 2 #ш 2 / (ди 1 ) 2 . Продифферен¬ 
цируем тензор Римана дважды ковариантным образом. 
Получим тензор 

Rllrs, aß = Rljrs. а ~ Rk/rs, — . . . 

Отсюда следует, что 

Rljrs, а “ О (Иі). 

Продифференцируем равенство 

#1212.1 = Rl2l2 — ЛмігГ?! — . . . 


по и 1 . Производная левой части равенства имеет порядок не 
больше О(хі). Производная правой части содержит d 2 R aa l(du l ) 2 
и две группы членов вида Г ( dR/du ') и R (дТ/ди 1 ). 

Рассмотрим вторую группу членов. Каждый член этой груп¬ 
пы содержит либо производную дГ и/ди 1 , либо дГ|і /ди 1 . 

Принимая во внимание, что 


Mil.. 

= %- = 0, 

dg п 

= о(-Ч 

%- = о(-Ц 

ди 1 

ди 2 ’ 

ди 2 

\ *і / * 

ди 1 \ х, / * 

дЛ„ 

ди 1 

= ~дй г ( К ^и) 

= о, 

дХ і2 д 

ди 1 ди 1 

(«»-§■) -0(1), 


заключаем, что все производные дТ'пІди 1 и дТЪІди 1 имеют по¬ 
рядок не больше 0(1), кроме, может быть, трех: 

аг} 2 arf, дГ 2 2 d 2 g22 

ди 1 ’ ди 1 И ди 1 (ди 1 ) 8 ' 

К счастью, компоненты тензора Римана, стоящие коэффициен¬ 
тами при первых двух из указанных производных, равны нулю 
(в первой или второй паре индексы одинаковы). 
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Отсюда следует, что вторую группу членов можно предста¬ 
вить в следующей форме: 

-/>£■— e m ,-0fr+ о ( 1). 

Рассмотрим теперь первую группу членов — T(dR/du l ). Так 
как все производные dR/du 1 имеют порядок не больше 0(х і), 
а все Г имеют порядок не больше О , кроме 

Г!з=Гзі = — X), Гц = xi, 

то эту группу членов можно представить в следующей форме: 

-2>Ч^ + 0(1). 

Н0 

#3212.1 = іГ “ #А212 Гзі - . . . 

Отсюда, принимая во внимание те же соображения относитель¬ 
но порядка величин Г, заключаем 

Й" = И 1 (#1212 — #3232) + 0(1). 

Поэтому для второй группы членов получаем 

-Г^-2»!(Л вв -Л яи ) + 0(к^ 


Теперь мы можем оценить и d 2 R 12U l(du}) 2 , Именно: 
(a«') 1 * = 1212 ~ #3232) + # 1212 ( ди ' 2 ) 2 + ® ( и і)‘ 


Покажем, что для замкнутой поверхности F в римановом 
пространстве # при выполнении некоторых условий можно ука¬ 
зать оценку для нормальных кривизн, зависящую только от 
метрики поверхности и метрики пространства. 

Пусть в точке Х 0 поверхности нормальная кривизна хі дости¬ 
гает абсолютного максимума, причем Xj » У К е . Введем на 
поверхности в окрестности точки ЙГ 0 координатную сеть из линий 
кривизны, приняв в качестве параметров и 1 , и 2 дуги координат¬ 
ных линий, проходящих через точку Х 0 . В окрестности Х 0 вве¬ 
дем полугеодезическую параметризацию пространства, приняв 
поверхность F за базисную поверхность, как это было сделано 
в предыдущих рассмотрениях. 

По формуле Гаусса для внутренней (гауссовой) кривизны 
поверхности F в точке -Y 0 получаем 


к 1 d a gn 1 d*g 22 , l/dg u \ 

Л<_ 2 (ди 2 ) 2 2 (ди') 2 ^ 4 \ ди 2 ) 


, 1 (<>е,Л 2 

+ 4 \ ди' ) • 
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Как было установлено выше, 

Ф-«ф. 4 ВН°Ф- 

Вычислим теперь вторые производные d 2 g n l(du 2 ) 2 и d 2 g 73 j(du') 2 
с точностью до величин О . Имеем 

_ Зх, 

Яа.. . «mi + 8n-äZT 


Дифференцируя эту формулу по и 2 и замечая, что 

&=о. 


^=0(1), 


х 2=^7 = ^(^-^) = 

дКі ОСП д/?іг 

ди* ди* 


*\gugn ’ 
= 0(1), 


d*g п 
(3u 2 ) 2 


■ОШ 


, 3 2 Х, 

' (ди*)* 


Обратимся теперь к производной d 2 g 22 l(ßu 1 ) 2 . Имеем 

- Зх 2 

дк» «**'*-е**Ъд 

ди' z -х, + х 2 • 

Дифференцируя эту формулу по и 1 и замечая, что 


а/? 231 


= -*l(*1212 -*2323) + 0 (l), -g-=0(l), 




Вычислим производную д 2 х 2 [(ди') 2 . Имеем 
3 2 х 2 1 д*К е К е 3 2 х, 

(ди') 2 - х, (ди') 2 х 2 (ди') 2 ’ 
д*К е _ д*Кі д* ( R ma \ 

(ди')* (ди')* + (du')*[g l2 g 22 J 

d*Kj d*R m2 d*g 22 rn 

“ (ди')* + (ди')* К ' 2 ' 2 (ди')* + U 
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Вспоминая, что 

(ди*)* = 1212 _ ^323г) + ^1212 {ди') 2 ^ 

заключаем: 


д г К е 

(ди'У 


2 И 1 ( R 1212 ^3232) + ® ( И і)- 


Производная д 2 Кі/(ди ’) 2 имеет порядок 0(1), так как гео¬ 
дезическая кривизна линии и 1 (и 2 = 0) в точке Х 0 имеет порядок 
производных dgu/du 2 , dg-^/du 1 . 

Подставляя найденное выражение для д 2 К е І(ди 1 ) 2 в 
д 2 х 2 /(ди') 2 и это последнее в d 2 g 22 / (ди { ) 2 , получим 


d 2 g22 

(ди'У 


2«,(/?Ш2-^3232) + ^ 


(ди'Г 


Подставим найденные выражения для 
d 2 g 22 /(du 1 ) 2 в формулу Гаусса. Тогда получим 


d 2 gnf(du 2 ) 2 и 


(<Эы 2 ) 2 


' О?« 1 ) 2 


Пусть в точке Х 0 имеем Кі > 3 (/?і 2 і 2 — Я 2323 ). Тогда хі не мо¬ 
жет быть сколь угодно большим. Действительно, первое слагае¬ 
мое правой части равенства неположительно, так как хі дости¬ 
гает в Ло максимума и, следовательно, 


При достаточно большом хі 

к > 3 Xn»-ß»n 
1--^ 

а О сколь угодно мало. Таким образом, при достаточно 
большом хі равенство невозможно. 

Так как в точке Х 0 компонента /?Ш 2 есть кривизна простран¬ 
ства в площадке, касающейся поверхности, а R 2 32 a — кривизна 
пространства в перпендикулярной площадке, то мы приходим 
к следующей теореме. 

Теорема. Пусть F — замкнутая регулярная (четырежды 
непрерывно дифференцируемая) поверхность в регулярном 
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(четырежды непрерывно дифференцируемом) римановом про¬ 
странстве R. Пусть в каждой точке поверхности выполняются 
неравенства 

КіЖн, Кі-Ъ(Кп-Кп)>0, 

где Кі — гауссова кривизна поверхности, Kr — кривизна про¬ 
странства в площадке, касающейся поверхности, а Kr — кри¬ 
визна в любой перпендикулярной площадке. 

Тогда для нормальной кривизны поверхности можно ука¬ 
зать оценку в зависимости только от метрики поверхности и 
метрики пространства. 

Этой теореме можно дать и более точную формулировку. 
Пусть поверхность F расположена в области G риманова про¬ 
странства R. Пусть G покрыта конечной системой окрестностей 
й, в каждой из которых введена своя параметризация (о 1 ), и 
пусть gijdu t dv } — линейный элемент пространства в й. 

Пусть поверхность F покрыта конечным числом окрестностей 
со, в каждой из которых введена своя параметризация (и*), и 
gijflu'dui — линейный элемент поверхности в со. 

Пусть в каждой точке поверхности 

Кі — Kr > б, Кі-г(Кц-К я )>\ 6>0. 

Тогда, если по всем окрестностям й и о абсолютные вели¬ 
чины gij, gtj и их производные до четвертого порядка не пре¬ 
восходят М, а дискриминанты форм g i j,dv i dvi и gijd^du^ не 
меньше 1 /М, то нормальные кривизны поверхности F ограниче¬ 
ны некоторой постоянной -с(М, б), зависящей только от М и б. 

§ 3. Априорные оценки для производных координат 
в пространстве по координатам на поверхности 

Пусть в трехмерное риманово пространство R изометрически 
погружено двумерное риманово многообразие F. Пусть про¬ 
странство покрыто системой параметризованных окрестностей 
й, а поверхность Т 7 —системой параметризованных окрестно¬ 
стей со. Пространственные координаты ѵ і точки поверхности F 
при этом являются функциями координат и { на поверхности. 

В этом параграфе будет доказано, что если получены ап¬ 
риорные оценки для нормальных кривизн поверхности (§ 2), то 
для производных любого порядка функций о 1 по переменным и* 
тоже могут быть получены оценки, зависящие только от метри¬ 
ки пространства и метрики поверхности. 

Пусть х(и { ) — произвольная точка поверхности. Имеем 
дх = _d*__öc^_ = е до а 
ди 1 дѵ а ди 1 а ди 1 
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Возводя это равенство в квадрат, получим 

~ до а дѵ^ 

2v = g aß du t au , . 

где gij и g aß — коэффициенты линейных элементов поверхности 
и пространства. 

Так как форма g aß £ a i ß является положительно определен¬ 
ной, то существует такое е>0, что 

g„ ß i a i P >e|(i a ) 2 >e(i7. 

Число е зависит только от параметризации пространства. Та¬ 
ким образом, 

<8и, 


•(f) 


И существование оценок для первых производных доказано. 

Оценим вторые производные функций ѵ а по переменным и 1 . 
Для этого сначала оценим коэффициенты второй квадратичной 
формы поверхности. 

Пусть ко является верхним пределом нормальных кривизн 
поверхности. Тогда при любых I* 

>*■**'! <,, 

Отсюда следует, что 

|^ПІ^ и о£и» 1^22 І^ И о£22- 

И так как 

^11^22 —^?2= Keg, 

*.- **-**» 8 = 8п8 а -(&, 

І А 'і 2 Г< и оіпг 22 +^і- 

Обратимся теперь к деривационным формулам. Имеем (§ 1) 
DjXi = TfiXa + 

дх 1 дѵ * _ до* 

' "äö 1 ди { 6 * ди 1 ’ 

аѴ 


Xt 

Pfi = e x 


T7TT + fr r W 
Эц 1 du J $н 1 
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Полагая n=l k e k , получим 

д 2 ѵ К fa dt 1 r 2- du 14, . 

e k X7XJ = l i ‘ вк ~ e b + е ь 

Отсюда 


1 ди 1 ди! " 
д 2 ѵ 

ди { дці 


«а дѵ х r *, do* . . 


Так как оценки первых производных дѵ а /диР, а также оцен¬ 
ки для коэффициентов второй квадратичной формы уже полу¬ 
чены, то для получения оценок вторых производных дЪЦдьРди* 
достаточно оценить £4 Это просто. Имеем 


п = % а е а , 

откуда 

gaß£ $ — 1 • 


И так как форма положительно определенная, то полу¬ 

чение оценок | а не составляет труда. 

Каждая из декартовых координат ѵ* точки поверхности в ев¬ 
клидовом пространстве, реализующей линейный элемент 
giidu! du 1 , удовлетворяет уравнению в частных производных 
второго порядка типа Монжа — Ампера с коэффициентами, за¬ 


висящими только от gij и их производных. 

Сейчас мы получим систему дифференциальных уравнений 
для пространственных координат точки поверхности в римано¬ 
вом пространстве, которая в наших рассмотрениях будет играть 
аналогичную роль. Это будет так называемое уравнение Дарбу. 
Оно играет важную роль в вопросах реализации абстрактно за¬ 
данной метрики поверхностью евклидова пространства. 

Пусть ей как и раньше, векторы координатного триэдра 
в точке х пространства. Имеем 


Обозначим е* вектор в точке х пространства, связанный с век¬ 
торами е { соотношениями 


где б ѣ — символ Кронекера. 

Для вектора DiXj мы имеем два выражения 

Dix, = Ti,Xk + h t n, D t Xj = e* -j—j- + T a ks e a . 

Первое — согласно деривационным формулам, второе полу« 
Чается непосредственным дифференцированием. 
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Умножим скалярно каждое из этих выражений на е£. По¬ 
лучим 

~ Л riß 

e l D i x i = T h-^ir + k u( ne l)’ 

* п — d 2 o ß , rß dv k dv s 
** iX * du 1 duJ ks du 1 du! 

Сравнивая правые части равенства и полагая для краткости 

дѴ _Я rß дѵ* do s dti ß ,ß 

du 1 du! lh ks du 1 dul “ du* U ’ 

получим 

v U + A it = l H«)- (•) 

Из этих уравнений, как следствие, получается 

W, + Л*) ( Ѵ 22 + А22) — (ѵі2 + Л у 2 = (*11*22 — ^-ІзУ ( ne kf- 
Найдем выражение ( пе \) через g afi , g ih и производные 
дѵ а /ди Р. Имеем 

. ei X ej _ *g X Xß 

k Ve Ve 

где i и j — не равные друг другу и не равные k индексы, а а и 
ß — индексы, один из которых равен 1, а другой 2. Отсюда 


К) -17 з 


Таким образом, ( ме *) действительно выражается через g i} , 
gn и производные дѵ^/ди». Заметим еще, что 

*11*22 - *12 = gKe = g (Kt - Kr), 


I e l x a «i*ß I _ 1 

дѵ* 
Ski ди а 

dv s 

8sl ~iJ 

1 ejX a ejXp 1 Ygg 

дѵ* 

8kJ U 

дѵ • 

8sJ U 


и, следовательно, выражается через g i} , g tj и их производные. 

Окончательный результат мы можем сформулировать сле¬ 
дующим образом: пространственные координаты ѵ і точки по¬ 
верхности, как функции внутренних координат и* на поверх¬ 
ности, удовлетворяют системе дифференциальных уравнений 
вида 

( ѵ п + Ли) (ü 22 + Л 22 ) — (ѵі 2 + Л 12) 2 = a k . 

Коэффициенты Ац и а к суть многочлены относительно первых 
производных дѵ а /ди$ с коэффициентами, выражающимися через 
gtj, Іи и их производные, 
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Если внешняя кривизна поверхности К е =Кі — Kr положи-- 
тельна и ne* k Ф 0, то a ft >0 (система эллиптическая). 

Пусть Х 0 — произвольная точка поверхности F в трехмер¬ 
ном римановом пространстве. При достаточно малом б, завися¬ 
щем только от кривизны пространства, внутренней кривизны по¬ 
верхности и верхней грани нормальных кривизн в окрестности 
точки Хо, в пространстве и на поверхности можно ввести нор¬ 
мальные римановы координаты ѵ 1 и и * соответственно, удовле¬ 
творяющие условиям: 

1. I йГ/у — I < e. 

2- I gij — bij I < e - 

3. дѵЧди^ЬІ в точке X 0 ; i, j— 1, 2. 

4. Для вектора e* v определяемого условиями е 4 е* = б гз , 

(ne*) > 1 - e, 

где b ih 6{ — символы Кронекера, g,-,-, ^ — коэффициенты линей¬ 
ных элементов пространства и поверхности, е,- — векторы коор¬ 
динатного триэдра. 

Утверждается, что в ö/4 -окрестности точек Х 0 для третьих 
производных д^ а /ди* ди* du k — могут быть даны оценки в зави¬ 
симости только от метрики пространства и метрики поверх¬ 
ности, т. е. gij, g{ } и их производных, верхней грани нормальных 
кривизн и числа б. 

Для доказательства этого утверждения может быть приме¬ 
нен метод, с помощью которого в § 11 гл. II установлено суще¬ 
ствование оценок третьих производных решения уравнения эл¬ 
липтического типа 

F(r, s, t, р, q, z, х, у) =0 

при условии существования оценок для самого решения и его 
производных первого и второго порядков. 

Действительно, функции v h удовлетворяют уравнению 

(»11 + Ліі) (ü22 + А22 ) — (t»?2 + Л12) 2 = а 3 . (**) 

Оно содержит вторые производные только функции о 3 . Коэф¬ 
фициенты Л 3 / и а 3 зависят только от первых производных. 
Коэффициент а 3 >0, так как Кі — Kr>0. 

Если в уравнении (**) функции ѵ 1 и ѵ 2 считать известными 
функциями, то оно для ѵ 3 будет уравнением второго порядка 
эллиптического типа. К этому уравнению мы и применяем ме¬ 
тод доказательства, указанный выше. 

Для того чтобы убедиться в применимости этого метода 
к уравнению (**) , доотэтрчно заметить, что производные третье- 
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го порядка функций ѵ 1 и ѵ 2 выражаются через соответствующие 
производные функции ѵ 3 линейно с ограниченными коэффи¬ 
циентами. Покажем это. Имеем 

Дифференцируя это равенство по u h , получим 
д 3 ѵ а = дХ^ 

ди 1 диі du k du k ' 

где не выписаны члены, содержащие только первые и вторые 
производные функций ѵ. Отсюда получается 

аѴ К) аѴ 

ди 1 ди 1 du k (пе з) ди 1 ди 1 ди к 

Оценки третьих производных решения уравнения F(r, s , ...) =» 
=0 в § 11 гл. II зависят от верхней грани модулей решения 
и его первых двух производных, верхней грани модулей произ¬ 
водных F до третьего порядка, нижней грани дискриминанта 
уравнения 4 F r F t —F 3 s n расстояния от точки, в которой оцени¬ 
ваются третьи производные, до границы области существова¬ 
ния решения. 

Соответственно для уравнения (**) получается следующий 
результат. 

Третьи производные д 3 ѵ 3 /ди 1 ди 1 ди к в б/4-окрестности 
точки Х 0 не превосходят некоторой постоянной, зависящей толь¬ 
ко от производных g i} , gij до пятого порядка, нижней грани 
внешней кривизны поверхности Кі — Kr, верхней грани нор¬ 
мальных кривизн поверхности и числа б. 

Что касается третьих производных двух других функций ѵ 1 
и ѵ 2 , то они очевидным образом оцениваются через соответ¬ 
ствующие третьи производные о 3 . 

Получение оценок четвертых и высших производных функ¬ 
ций V* может быть основано на следующей теореме Шаудера 
[72] для линейных уравнений эллиптического типа. 

Пусть в ограниченной области О переменных x it х 2 рассма¬ 
тривается линейное уравнение в частных производных эллипти¬ 
ческого типа 

а п (*і. х 2 ) и хл + 2а 12 (х ъ х 2 ) и ХіХ , + я 22 (х и х 2 ) = / (дг„ х 2 ), 

причем ац а 22 “ а і2 = 1' Пусть, далее, в замкнутой области Ü 
коэффициенты уравнения а і} и его правая часть f удовлетво¬ 
ряют условию Гёльдера с показателем а+е (0<а<1, е>0) и 
постоянной Гёльдера М. 
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Тогда, если вторые производные решения u(x lt x 2 ) удовле¬ 
творяют условию Гёльдера с показателем а, то для верхней 
грани модулей производных и(х j, х 2 ) первого и второго порядка 
в области В, которая вместе с границей содержится в G, и для 
наименьших постоянных Гёльдера вторых производных функции 
и(х 1 , х 2 ) в области В относительно показателя а может быть 
указан верхний предел в зависимости только от М, максимума 
модуля и(х 1 , х 2 ) в G и расстояния области В от границы об¬ 
ласти G. 

Функция ѵ 3 (и 1 , и 2 ) удовлетворяет уравнению 


I дѴ 
\ (ди') 1 


A)(^ + 4)-(Ä + A)' 


<••) 


Дифференцируя это уравнение по u h , мы получаем для 
дѵ 3 /ди к =ѵ уравнение вида 


1 (ди 1 ) 1 + 2 ^ 12 ди 1 ди 1 ' 


где A{j и А содержат только первые и вторые производные 
функций ѵ*, причем 

АпА 22 — А 2 і2 — а 3 . 


Так как третьи производные функции ѵ* уже ограничены 
в 6/4-окрестности точки Х 0 , то коэффициенты Ац и А удовле¬ 
творяют условию Гёльдера с показателем а'<1. Это позволяет 
оценить постоянные Гёльдера для вторых производных функ¬ 
ции ѵ, т. е. третьих производных функции ѵ 3 относительно пока¬ 
зателя ос"<а' в 6/5-окрестности точки Х 0 . Пользуясь затем 
выражением третьих производных о 1 и ѵ 2 через третьи произ¬ 
водные ѵ 3 , получаем оценки постоянных Гёльдера для третьих 
производных V 1 И V 2 . 

Аналогично, дифференцируя уравнение (**) дважды по и к и 
и 1 и применяя теорему Шаудера, получаем оценки четвертых 
производных и их постоянных Гёльдера относительно показа¬ 
теля а"'<а" в ö/6 -окрестности точки Х 0 . 

Если коэффициенты уравнения (**) достаточно регулярны, 
то процесс получения оценок последовательных производных 
можно продолжать сколь угодно далеко. Именно, если g {j и 
g { ) дифференцируемы k раз (k > 5) и производные k-ro порядка 
удовлетворяют условию Гёльдера с показателем а, то оценки 
могут быть установлены для производных 6-го порядка функций 
V* и их постоянных Гёльдера относительно показателя а в 
6/(6+2)-окрестности точки Х 0 . 

Исследования этого параграфа мы резюмируем следующей 
теоремой. 

Теорема. Пусть R — трехмерное риманово пространство, 
покрытое системой областей Q с параметризацией v\ F — дву- 
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мерное замкнутое риманово многообразие, покрытое системой 
областей и с параметризацией ик Пусть многообразие F изо¬ 
метрически k+a дифференцируемым образом (k > 5, 0<а<1) 
погружено в R в виде поверхности F с положительной внешней 
кривизной. 

Тогда для производных пространственных координат точек 
поверхности ѵ' по внутренним координатам и' и их постоянных 
Гёльдера относительно показателя а можно указать оценку 
в зависимости только от верхней грани модулей коэффициентов 
gn и gij линейных элементов поверхности и пространства, их 
производных до k -го порядка, постоянных Гёльдера этих произ¬ 
водных относительно показателя а, нижней грани дискриминан¬ 
тов форм gij dv * dv>, g du * du\ верхней грани нормальных кри¬ 
визн поверхности F и нижней грани ее внешней кривизны К е - 

§ 4. Бесконечно малые изгибания поверхностей 
в римановом пространстве 

Пусть поверхность F в римановом пространстве R подвер¬ 
гается непрерывной деформации, переходя к моменту t в по¬ 
верхность F t . Эта деформация называется бесконечно малым 
изгибанием, если в начальный момент (* = 0) длины кривых на 
поверхности стационарны. 

С бесконечно малым изгибанием поверхности F естествен¬ 
ным образом связано векторное поле 



где x(t) — точка поверхности F t , в которую при деформации 
переходит точка х поверхности F. Это векторное поле назы¬ 
вается полем бесконечно малого изгибания. 

Замкнутые выпуклые поверхности евклидова пространства 
не допускают иных бесконечно малых изгибаний, кроме три¬ 
виальных, т. е. таких, для которых соответствующее поле являет¬ 
ся полем скоростей движения поверхности как целого и, следо¬ 
вательно, допускающих представление 

|(х) =г(х) Ха + Ь, 

где г(х) — вектор точки х поверхности, а и b — постоянные век¬ 
торы. Отсюда следует, что если ограничиться такими деформа¬ 
циями, при которых соответствующие им поля g в точке х 0 удо¬ 
влетворяют условию g=0, dg = 0, то g(x) =0. Соответствующая 
теорема для поверхностей риманова пространства будет нами 
доказана в настоящем параграфе. 

Пусть F — поверхность в трехмерном римановом простран¬ 
стве R. Введем в R в окрестности F полугеодезическую 
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параметризацию ѵ і (§ 1). При этом для метрических тензоров 
ёи и ga пространства и поверхности будем иметь 

£із = 0. & 2 з = 0, ёГзз = 1 

во всей параметризованной окрестности, 

§и\р = ёи П Р И й /О 

на поверхности F. 

Вторая квадратичная форма поверхности равна 

hj du 1 du 3 = - j \ р du 1 du 3 . 

Пусть поверхность F подвергается бесконечно малому изги¬ 
банию, переходя к моменту t в поверхность F t , задаваемую 
уравнениями 

о і =ѵ і (и 1 , и 2 , t). 

Тогда, чтобы получить линейный элемент ds 2 t поверхности F t , 
нужно подставить ѵ і =ѵ і (и 1 , « 2 , t) в выражение для линейного 
элемента пространства. Будем иметь 

g i/ dv l dvl = ds 2 . 

Возьмем полную производную по t от обеих частей этого 
равенства. Так как деформация является бесконечно малым 

изгибанием, то d(dsf)/dt— 0. Обозначая = контравариант- 
ные координаты вектора % = dx/dt, получим 

dv l dv j + gudl 1 dv 1 + gijdl 1 dv^ ^ =0. 

Отсюда, замечая, что на поверхности F имеем ѵ х =и 1 , ѵ 2 =и 2 , 
о 3 =0, gi3=g23=0, ^зз=1. получаем 

£* du 1 du 3 + gij dl 1 du 3 + gij dl 3 du 1 = 0, 

где индексы суммирования t, / принимают только два значе¬ 
ния 1, 2. 

Левая часть этого равенства представляет собой квадратич¬ 
ную форму относительно du 1 , du 2 . Так как эта форма равна 
нулю, то нулю должны быть равны и ее коэффициенты. Таким 
образом, для функций £*' получаются три уравнения: 
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Вводя в эти уравнения вместо контравариантных координат 
вектора | ковариантные 

h = §і(Л 


и замечая, что g /3 =0 при г = 1, 2, получим 

Или 

|і + ^-2Г?,|,-0. /,/-1,2. 


( 2 ) 


Эти уравнения можно еще записать в следующей компакт¬ 
ной форме: 

Dilj + Djh^O, і, і =1,2, 


где Di обозначает ковариантную производную. 

Замечая, что пространственные символы Христоффеля Г г * 
при і, /, k<3 совпадают с соответствующими символами Хри¬ 
стоффеля Г і/ поверхности, а 


Г і/ = --2 
запишем уравнения (2) і 


г, /= 1, 2, 


3l + 3l 


2Г*/ — 2А-І/ІЗ = О, 


( 3 ) 


где индексы і, /, k принимают только значения 1, 2. 

Пусть теперь F замкнутая, гомеоморфная сфере поверх¬ 
ность с положительной внешней кривизной. Введем на поверх¬ 
ности F сопряженно изотермическую параметризацию. Так мы 
будем называть параметризацию, в которой вторая квадратич¬ 
ная форма поверхности принимает вид 

U=v((du l ) 2 +(du 2 ) 2 ). 

Покажем, как может быть введена такая параметризация. 

Так как внешняя кривизна поверхности F положительна, то 
квадратичная форма II=Ä,j du* du* является положительно оп¬ 
ределенной. Поверхность F с метрикой, задаваемой квадратичной 
формой II, есть гомеоморфное сфере риманово многообразие. 
При достаточной регулярности коэффициентов оно допускает 
конформное отображение на единичную сферу, обладающее 
такой же регулярностью, как и Xij. Введем на сфере стерео¬ 
графические координаты. Возьмем теперь в качестве коорди¬ 
нат и 1 , и 2 точки порер^цости F координаты соответствующей 
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точки сферы при указанном конформном отображении. Очевид¬ 
но, введенная таким образом система координат на поверхности 
F будет сопряженно изотермической. 

В случае изотермических координат почленным вычитанием 
двух уравнений системы (3), соответствующих і=/= 1 и і=/= 2, 
Із исключается, и мы приходим к следующей окончательной 
форме уравнений бесконечно малого изгибания поверхности: 

ѣ- 

(4) 


6g. 


+ Иг - 2Г?2Іа = °- 


Введенная нами система сопряженно изотермических коор¬ 
динат и 1 , и 2 на поверхности имеет в одной точке особенность; 
обозначим ее Х 0 . Эта точка соответствует при конформном ото¬ 
бражении, о котором шла речь выше, полюсу Р 0 сферы, из 
которого она проектируется при введении стереографических 
координат. 

Наша задача сейчас заключается в том, чтобы выяснить, 
как ведут себя коэффициенты уравнений бесконечно малого из¬ 
гибания, когда мы приближаемся к точке Х 0 , т. е. когда (и І ) 2 +' 
+ (и 2 ) 2 = р 2 -*оо. 

Введем на поверхности сопряженно-изотермические коорди¬ 
наты П\ взяв вместо ^очки Ро на сфере диаметрально противо¬ 
положную ей точку Р 0 . Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что связь между координатами й ! ' и ы 1 ' устанавливается 
формулами _ t 

= Р 2 = (« 1 ) 2 + (« 2 ) 2 . 

Обозначим Г“/ символы Христоффеля поверхности в системе 
координат й,-. _Очевидно, в окрестности точки Хо(и'= и 2 = 0) ко¬ 
эффициенты Г?/ суть регулярные, в частности, ограниченные 
функции. 

Зададим на поверхности F евклидову метрику, которая в 
системе координат в определяется квадратичной формой 
ds 2 = (du 1 ) 2 + (du 2 ) 2 . 


Разность символов Христоффеля второго рода, определяе¬ 
мых формами ds 2 и ds 2 , есть тензор Ац. В системе координат в 
его компонентами являются величины ГУ/, так как символы 
Христоффеля для dsl равны нулю. 

Оценим компоненты тензора Ац вблизи точки Х 0 в системе 
координат и*. Имеем 

.k f«Y би а dt? ди? 
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Непосредственной проверкой легко убеждаемся, что 




I ди** 


<Р*. 


Отсюда следует, что компоненты Л?/ вблизи точки Х 0 имеют по¬ 
рядок О (£). 

А теперь легко выяснить поведение символов Христоффеля 
поверхности вблизи точки Х 0 в координатах и*, так как они 
с точностью до величин порядка О равны символам Хри¬ 
стоффеля для линейного элемента плоскости ds\ в координа¬ 
тах и\ Имеем 

rfo2 (du 1 ) 2 + (da 2 ) 2 


Непосредственным вычислением для символов Христоффеля 
плоскости получаем следующие значения: 

Г{, = —2(1пр> в „ Г?і = 2 (In р) в „ 

ГІ 2 = —2(1пр) и „ Г? 2 = -2(1пр) а „ 

Гк = 2(1пр) в „ Г §2 = — 2 (In р) ц „ 

а соответствующие символы Христоффеля ff/ поверхности от¬ 
личаются от них величинами порядка О . 

Если уравнения бесконечно малого изгибания записать в 
форме 

Цг-Йг = аіі + &!2, 

д1 2 


«Н 


т = с % 1 + dl* 


то для коэффициентов a, b, с, d вблизи точки Х 0 получаются 
следующие выражения: 

а = - 4 (In р)„, + О ), с-4 (In р) в , + О (^), 

Ъ = 4 (In р) в , + О (^), rf = - 4 (ln р) в , + О (£). 

Введем в уравнения бесконечно малого изгибания новые 
функции — Яі и Яг, связанные с gt и | 2 равенствами 

= = Ф| 2 . 
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Уравнения для и Х 2 будут 

д \ 2 ( О ц ,\ / 

■а?—^ = (° + -ігЬ + ( 0 - 

+ ~Fr» + ( d4 



Отсюда видно, что если взять ■Ѳ'=р 4 , то коэффициенты уравне¬ 
ний для Я,і и Хг при р —► оо убывают, как . 

Докажем следующую теорему. 

Теорема. Замкнутая, гомеоморфная сфере поверхность в 
римановом пространстве, имеющая положительную внешнюю 
кривизну, закрепленная в одной точке вместе с пучком напра¬ 
влений, исходящих из одной точки, является жесткой, т. е. не 
допускает бесконечно малых изгибаний. 

Аналитически утверждение теоремы заключается в том, что 
если векторное поле £ бесконечно малого изгибания поверх¬ 
ности в какой-нибудь точке Х 0 поверхности удовлетворяет ус¬ 
ловию 

1=0, £>£=0, 


то оно равно нулю тождественно. 

Введем на поверхности две системы сопряженно изометри¬ 
ческих координат W 1 и й*, связанные друг с другом формулами 



так, чтобы в системе й точка Х 0 имела координаты (0, 0). Выше 
этим системам координат дано подробное описание. 

По условию теоремы 


h = 0, 


дІі 

ди 1 


= 0 . 


Но It удовлетворяют системе уравнений 

Если эту систему продифференцировать по ц\ то получим 


дЧі 


дЧі 


дѴдй* + г 0, и }> k ~ l > 2 > 


в точке А 0 , откуда следует, что все производные второго по¬ 
рядка функций и | 2 равны нулю, 
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Посмотрим теперь, как ведут себя и | 2 вблизи точки Хо, 
т. е. при р —► оо. Имеем 


И так как как функции и 1 , и 2 при р— *оо убывают, как 1/р 3 , 
а дй а /ди* убывают, как 1/р 2 , то вблизи Х 0 функции имеют 
порядок 1/р 5 . 

Отсюда следует, что функции p 4 |j при р— *оо убывают, 
как 1/р. Но функции Л* удовлетворяют системе уравнений 


~дйГ ~ ~д¥ = + Ъ%2 > 

■§5г + '&" сЛ » +< * я * 


(б) 


коэффициенты которой а, Ь, с, d при р—>оо убывают, как 1/р 2 . 
Итак, достаточно показать, что всякое решение %і системы (5), 
убывающее, как 1/р при р—>оо, равно нулю тождественно. 

Следуя И. Н. Векуа [27], представим уравнения системы (5) 
в форме 

^г = АХ + В\ (6) 

dz 
где 

Я = + IX 2t Я = Я| — IX 2, 

А — — (а + d + іс — ib), B = -j(a — d + ic + ib), 


Лг = -(~ + і—). 

дг 2 V ди 1 ди 2 / 


Решение уравнения (6) допускает следующее представле¬ 
ние [27]: 


Я(г) = ф(г) е а(г) , 


где ф(г) — аналитическая функция комплексного переменного 
z=u ] +iu 2 , а 


ы(г) 



dEf, 


здесь интегрирование ведется по всей комплексной ^-плоскости. 

Так как со( 2 ) ограничена, а Я(г) —»0 при г— *оо, то аналити¬ 
ческая функция ф(г) при 2 —>оо неограниченно убывает, а сле¬ 
довательно, равна нулю. Но тогда Цг)=0, т. е. Яі = 0, К 2 =0. 
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Из равенства нулю Яі и следует равенство нулю |і и і 2 . 
И так как 

— Г»£а — Хціз = О, 

а кцф 0, то 5з=0. Теорема доказана полностью. 


§ 5. О решениях одной эллиптической системы 
дифференциальных уравнений 


Вопрос об изометрическом погружении в риманово простран¬ 
ство двумерных замкнутых многообразий, бесконечно близких 
к погружаемым, который мы рассмотрим в следующем пара¬ 
графе, будет редуцирован к рассмотрению системы линейных 
дифференциальных уравнений вида 


— - — = au + bv + f, 
ди , дѵ , j 

d7 + -d7 = cu + dv + e- 


Настоящий параграф посвящен изучению решений этой си¬ 
стемы, рассматриваемой во всей плоскости ху. Весь необходи¬ 
мый вспомогательный материал, который нам при этом потре¬ 
буется, можно найти в работах И. Н. Векуа [27], [28]. 

Пусть U ( г) — непрерывная комплексная функция комплекс¬ 
ного переменного г^х+іу в области G. Если функция Щг) 
имеет в G непрерывные производные по х и у, то положим 
ди I dU і dU 

dz 2 дх + 2 ду 

Легко проверяется, что для области Т в G, ограниченной спрям¬ 
ляемым контуром L, 

]jW dT -i[ u ^ dt 


Это позволяет дать другое, не предполагающее существования 
производных определение операции д/ді. Именно, положим 

ІГ = $ u{t)dt ’ (1) 

где I Т I — площадь области Т, а L —*■ z указывает на то, что 
контур L, ограничивающий область Т, стягивается к точке г, 
неограниченно убывая по длине. 

Очевидно, в случае непрерывно дифференцируемой по х и у 
функции U(z) это определение дает то же значение для dU/dz. 
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Обратное, вообще говоря, неверно, существование dU/dz в 
смысле второго определения не влечет за собой существования 
непрерывных производных dU/dx и діі/ду. 

Говорят, что функция U(z) принадлежит классу Сг, если 
она имеет непрерывную производную dU/dz, определяемую ра¬ 
венством (1). 

Важным примером функций класса Сг является функция 

Ѵ(2 ) —л J J ц іл&а (,_ і+Ао. 

г 

где f(x, у)— интегрируемая и непрерывная в Т функция. Ее 
производная 

■%r-f(x,y). 

dz 

Указанный частный случай функции класса Сг является в 
некотором смысле общим, как показывает теорема: 

Функция класса Сг в области Т, ограниченной спрямляемым 
контуром L, допускает представление 

L Т 


Заметим, что первый интеграл в правой части равенства пред¬ 
ставляет собой аналитическую в Т функцию. 

Как уже указано выше, функция класса Сг может не иметь 
производных по х и у, но она удовлетворяет условию Гёльдера 
с любым положительным показателем а<\. Более точно, если 
U(z)^Cz(G), и Т — замкнутая область, принадлежащая G, то 
для любых z 1, г 2 еГ и а<1 


где знаком || || обозначены максимумы модулей соответствую¬ 
щих функций, ас — постоянная, зависящая только от G, Т и а. 
Пусть имеем систему уравнений 


ди 

дх 


- = си + do. 


Полагая 


U(z) = u + іѵ, 
A=j(a + d-Hc-ib). 
В =^{a-d + ic + ib), 
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мы можем записать ее в форме 

M- = AU + BÜ. (2) 


Если понимать операцию д/ді в смысле определения (1), то 
уравнение (2), вообще говоря, не эквивалентно исходной си¬ 
стеме. 

Функции класса См, удовлетворяющие уравнению (2), обла¬ 
дают многими замечательными свойствами. Отметим два таких 
свойства, которыми воспользуемся ниже: 

1. Нули функции класса (^.удовлетворяющей уравнению (2), 
лежат изолировано. 

2. Решение U(z) уравнения (2) в области Т допускает пред¬ 
ставление 

U (z) = (f{z) е а{г) , 


где ф ( z ) — аналитическая в Т функция, а 


<ö(z) 



dT t . 


Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 


ди _ до_ 
дх ду 
ди , до 
ду + дх 


au + bv + f, 
cu + dv + g, 


коэффициенты которой суть регулярные функции во всей пло¬ 
скости ху, убывающие на бесконечности, как 1/р 2 , р 2 =х 2 +у 2 . 
Эту систему можно записать в следующей компактной форме: 

Д=- = AU + BÜ + F , (3) 


U = u + iv, U = и — іѵ, 
A = ^(a + d + ic — ib), 

В =^-(a — d + ic + ib), 

. 1 / 


Пусть U — решение уравнения (3), обладающее непрерыв¬ 
ными производными и равное нулю на бесконечности. Функция 
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U(z) (z=x+iy) в любой конечной области Т, ограниченной 
спрямляемым контуром L, допускает представление 

г- 

Отсюда следует, что решение уравнения (3) удовлетворяет ИН’ 
тегральному уравнению 

иіг)+ і j j Asam±mlS!L dT , oiz) , 

т 

где 

0(г) = Ф(г) —і- J IjSjdT, 
т 

причем Ф — голоморфная в Г и непрерывная в T+L функция, 
которая выражается интегралом типа Коши 



Пусть Т — круг радиуса R. При R-* оо все интегралы схО' 
дятся, причем Ф(г) -+0. И мы получаем следующее интеграла 
ное уравнение для функции U(z): 

u{z)+± J \т=т аЕ= °М> 

Е 

где 

Q(U) = AU + BÜ, G(z)=— 1 J , 

а интегрирование распространяется на всю плоскость. 

Заметим, что так как F(t) при t -* оо убывает, как 1/|/| 2 , 
то при z -* оо функция G(z) убывает, как \/\z\. 

Обозначим 5° пространство непрерывных на всей плоско' 
сти z функций, равных нулю на бесконечности. Определим 
норму в этом пространстве обычным образом 
II U || = max I U |. 

Е 

Покажем, что интегральное уравнение (4) имеет, и притом 
единственное, решение в пространстве В 0 для любой правой 
части из этого пространства. 

Обозначим S оператор, сопоставляющий функции 
функцию V согласно равенству 

Е 
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Тогда уравнение (4) можно записать в следующей форме: 
U+SU=G. 


Для того чтобы доказать, что это уравнение разрешимо в В 0 
для любой GdB°, достаточно показать, что: 

1. При U dB", SUdB°. 

2. Оператор S вполне непрерывен. 

3. Если U+SU = 0, то U=0. 

Покажем, что оператор S действительно обладает указан¬ 
ными свойствами. 

Первое свойство очевидным образом следует из того, что U 
ограниченная функция, а А и В при t—> оо убывает, как 1/|/| 2 . 

Докажем второе свойство. Для вполне непрерывности опе¬ 
ратора S достаточно показать, что он переводит ограниченное 
множество функций U в множество функций V, равномерно 
сходящихся к нулю при z —> оо и равностепенно непрерывных в 
любой конечной части плоскости. 

То, что функции V равномерно стремятся к нулю при г—> оо, 
следует из оценки 

|Q(£/)l<ll£/||c|i, 


где 


и(*) = 


1 при 

77F при 


\г\>1, 


а с — постоянная, зависящая только от Л и В. 

Докажем равностепенную непрерывность функций V. Поло* 
жим 


ѵт-і!№ъ 


где Т — круг x 2 +'y 2 KR 2 . При достаточно большом R норма 
|Ѵ Е -т|<е равномерно по всем U из данной ограниченной сово¬ 
купности. Функции Ѵт(г) в круге х 2 + y 2 <R 2 i< /^удовлетворяют 
условию Гёльдера с любым показателем а, 0<а<1, причем по¬ 
стоянная с(а) зависит только от Ri и ||Й(І/)||, а следовательно, 
можно считать, что она одна и та же для всех функций U. От¬ 
сюда следует, что если z і и z 2 из круга х 2 + у 2 < R 2 , \z 1 — z 2 \ <6 
и б достаточно мало, то 

I V (zj) — V (z 2 ) I < е 

для всех функций V. И равностепенная непрерывность функ¬ 
ций V доказана. 

Докажем, наконец, что уравнение U+SU = 0 в В 0 не имеет 
других решений, кроме U= 0. 
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Непрерывное решение U уравнения 

£/ + Шт^Г ‘ и! - 0 

в 

является решением уравнения 

°!L=au+bü, 

dz 

если производную діі/ді понимать в обобщенном смысле. 
Решение уравнения 

^r=AU+BÜ 

dz 


допускает представление 

U(z) = <p(z)e®<*\ 


где ф (г) — аналитическая функция, а 


Так как ш(г) ограничена, а U(z) -»0 при г-*оо, то ф(г) -»О 
при г—* оо. Отсюда ф(г)=0, а следовательно, и U(z)== 0. 

Таким образом, доказано И третье свойство оператора S, 
а с ним и разрешимость уравнения (4). 

Известно [27], что всякое обобщенное решение уравнения (3) 
является регулярным, если регулярны его коэффициенты. 
Именно, если коэффициенты я раз дифференцируемы и их я-е 
производные удовлетворяют условию Гёльдера в любой конеч- 
ной части плоскости, то решение U(z) будет (я+1) раз диффе¬ 
ренцируемым и производные его (я+1)-го порядка удовлетво¬ 
ряют условию Гёльдера с тем же показателем в любой конеч¬ 
ной части плоскости. 

Окончательный результат мы сформулируем в виде следую¬ 
щей леммы. 

Лемма 1. Система линейных уравнений 
ди до , . , і 

___ = аы + &0 + д 

ди , до , j , 

— + — = cu + do + g , 

где а, Ъ, g — регулярные функции, убывающие при 

х 2 +у 2 -* оо, как 1 1{х 2 +у 2 ), всегда имеет, и притом единствен - 
ное, решение, равное нулю на бесконечности , 
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Если а, ..., g в любой конечной части плоскости п раз диф¬ 
ференцируемы и п-е производные их удовлетворяют условию 
Гёльдера, то решение в любой конечной части плоскости (п+1) 
раз дифференцируемо и его («+1)-е производные удовлетво¬ 
ряют условию Гёльдера с тем же показателем. 

Оценим норму решения уравнения (4). Так как оператор S 
вполне непрерывен и однородное уравнение U+SU= 0 в В 0 не 
имее^ решения, кроме тривиального (U= 0), то оператор 
(І+о)* 1 в 5° ограничен. Отсюда следует, что для нормы ре¬ 
шения U(z) уравнения 

U+SU=F 

имеет место оценка 

II U II< K\\F II, 

где К — постоянная, зависящая только от функций А и В (но 
не зависящая от F) . 

Оценим теперь производные U (z) внутри круга Т радиуса R. 
В связи с этим рассмотрим следующую задачу. Пусть в круге V 
радиуса R' определена функция U (z) равенством 

U(z)= J J dr , 

г 

где р(0 непрерывна и удовлетворяет условию Гёльдера с пока¬ 
зателем а в Т'. Дадим оценку для производных U и отношений 
Гёльдера этих производных относительно показателя а в круге 
Т" радиуса R"<R'. 

Непосредственно проверяется, что 

и (Z) = ^-(- 2 J J |і (0 ln И z \йТ'У 

Таким образом, достаточно оценить вторые производные функ¬ 
ции от z, стоящей под знаком производной в правой части ра¬ 
венства. 

Пусть h(z) —функция, обладающая производными до п- го 
порядка в область G, и пусть ее п-е производные удовлетворяют 
условию Гёльдера с показателем а. Обозначим || h ||® а максимум 
функции h, ее производных до л-го порядка и их отношений 
Гёльдера с показателем а в области G. 

Из теории потенциала известно, что 
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где с — постоянная, не зависящая от функции ц,. Отсюда в на¬ 
шем случае следует 

ІІ^(г)ІіГ«0ІІНІ„'. 

Если относительно ц(/), кроме непрерывности в замкнутой 
области Т', ничего не предполагается, то для 

с, < г >-//тй-‘ гг 

t 

можно дать оценку функции U и ее отношении Гёльдера 

ітіГ<сіішг, 

где постоянная с не зависит от вида функции ц. 

Обратимся теперь к оценкам производных решения урав¬ 
нения 

^- = AU +BÜ + F. 

dz 

Как было показано выше, во всей плоскости г 

ІІ£/ІК*ІІП 

где К зависит только от Л и В. 

Оценим производные U и их отношения Гёльдера в круге Т 
радиуса R. В круге Т 0 , содержащем Т, U ( z ) удовлетворяет урав¬ 
нению 

То 

где 

е(2о) = Ф(г)-4 J jj^dT 0 , 

То 

а Ф — аналитическая функция, определяемая интегралом типа 
Коши 

to 

Отсюда следует, что в круге Т ь содержащемся в Т 0 и со¬ 
держащем Т, 

||i/|f 0 < C (||f/|| 7 ’”+||E|| r »). 

А в круге Т ъ содержащемся в Т 0 и содержащем Т и 
WUW^c^WUf + WFt), 
где постоянные q и с г зависят от || А |£°, || В |£°. 
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Дифференцируя уравнение для U (г) по х и полагая 
dU (z)fdx = Ui(z), получим 


где 


^- = AU 1 + BU 1 +F l , 

dz 


F i = Ж + и Ж +и ~д7‘ 


Записав интегральное уравнение для функции Ui в круге T s , 
содержащем Т и содержащемся в Т 2 , получаем для нее оценку 

II С/іСа<С 2 (іІС/|Г 0 +ІІ^Іі[; а ), 

где с 2 зависит от Ц А ||[° а , ||ß ||J"° a . Для производной dU/dy оценка 
получается аналогично. 

Дифференцируя уравнение для U (г) дважды и переходя 
к интегральному уравнению для второй производной, оцениваем 
ее подобно предыдущим: 

№(° а <сз(|| t/J| n + ||F|fo). 

Постоянная с 3 зависит от || А |£° а , || В |(^° а . 

Этот процесс получения оценок для последовательных про¬ 
изводных U можно продолжать до производных га-го порядка, 
если А, В и F обладают (га—1) производными, удовлетворяю¬ 
щими условию Гёльдера. 

Так как || U || Го ^ || U || Е , а || U || £ оценена через || F || £ , то все 
производные U (г) оценены в конце концов через|| F |f и || F |£і, в . 
Окончательный результат сформулируем в виде леммы. 

Лемма 2. Пусть U (z) — равное нулю на бесконечности ре¬ 
шение уравнения 

■ = AU + BÖ + F, 

dz 

коэффициенты которого убывают , как l/|z| 2 при г —*• оо и в лю¬ 
бой конечной части плоскости имеют производные п-го порядка, 
удовлетворяющие условию Гёльдера с показателем а. 

Тогда в круге Т, целиком содержащемся внутри круга Т 0 , 
имеет место оценка 

Постоянная с зависит от кругов Т и Г 0 , коэффициентов А и В, 
но не томит от F, 



'§ 6. Погружение многообразий бесконечно близких к погружаемым 433 


§ 6. Погружение многообразий, 
бесконечно близких к погружаемым 

Пусть F — замкнутая, гомеоморфная сфере поверхность с 
положительной внешней кривизной К е в римановом простран¬ 
стве R. Пусть эта поверхность регулярно деформируется, пере¬ 
ходя к моменту t в некоторую поверхность F t с линейным эле¬ 
ментом 

ds 2 t = ds 2 + tda 2 , 

где ds 2 — линейный элемент исходной поверхности. При t —* О 
форма do 2 стремится к некоторому пределу da 2 , который одно¬ 
значно определяется деформацией поверхности. 

В настоящем параграфе мы будем заниматься обратной за¬ 
дачей. Именно, мы будем искать такую деформацию поверхно¬ 
сти, которая вызывает заданное изменение линейного элемента 
с точностью до малых (по і) порядка выше первого, т. е. такую 
деформацию, которой указанным образом соответствует задан¬ 
ная форма da 2 . 

Введем на поверхности F сопряженно изотермическую коор¬ 
динатную сеть и\ как это было сделано в предыдущем пара¬ 
графе, так, чтобы в заданной точке поверхности Х 0 было 
(и 1 ) 2 -}- (и 2 ) 2 = оо. В пространстве, вблизи поверхности, введем 
полугеодезическую параметризацию ѵ \ 

Пусть F t — регулярная деформация поверхности F, 
ѵ*(и *, и 2 , t) —точка пространства, в которую к моменту t пере¬ 
ходит точка (и 1 , и 2 ) поверхности F. Линейный элемент ds% по¬ 
верхности F t получим, если в линейный элемент пространства 
gtjdoWvl подставим v i ’=v i (u i , и 2 , t). Тогда 

g ll dv t dv i = ds 2 . (*) 

Для того чтобы деформация F t решала поставленную за¬ 
дачу, т. е. давала заданное изменение da 2 линейного элемента, 
надо, чтобы полная производная по t левой части равенства (*) 
при /=0 была равна da 2 . Отсюда получается уравнение 

1* du 1 du* + g tJ dl 1 du } + gtj dl J du 1 = da 2 , (**) 

где l h — компоненты вектора скорости перемещения точек по¬ 
верхности F в начальный момент деформации, 

tft до* 

6 dt ‘ 

Если нам удастся найти регулярное векторное поле £, удо¬ 
влетворяющее уравнению (**), то этим наша задача будет 


28 А. В. Погорелое 
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решена. Действительно, как легко видеть, деформация поверх¬ 
ности F, при которой ее точка (и 1 , и 2 ) к моменту t переходит в 
точку пространства с координатами 

о 1 = Ы 1 + t\ l , V 2 = u 2 + tl 2 , v 3 = tl 3 , 

вызывает заданное изменение линейного элемента поверхности. 

Левая часть уравнения (*■*) совпадает с левой частью урав¬ 
нения бесконечно малых изгибаний поверхности F. Это позво¬ 
ляет применить к левой части уравнения (**) все те преобра¬ 
зования, которые в предыдущем параграфе были применены 
к уравнению бесконечно малых изгибаний. В частности, урав¬ 
нение (* *) можно записать в форме эквивалентной системы 


д\ а д §ІІ 


і, /« 1, 2, 


где Oij — коэффициент квадратичной формы da 2 , откуда, вводя 
вместо контравариантных координат вектора g ковариантные 
координаты It = gia i“, получим 


В‘ ч "і7 _2Г ^ ==0 ' / ’ іг / = 1, 2 ’ 

-^+^7- 2Г Ьіь - 2ѵ0 г Д 3 = *//, (***) 


где Г*/— символы Христоффеля для поверхностна ѵдц — коэф¬ 
фициенты второй квадратичной формы. В частности, для g t и & 
получается система двух уравнений 

ѣ+ѣ- 

С другой стороны, дифференцируя уравнения (* * *) по и 1 , 
и\ почленным сложением и вычитанием получим 

— А ( ѵ £з) = (а« 2)2 + - § L ) - 2 ди \ ди 2 (^ 12 ^ + ~if) + 

+ Sy{^ lk + ^f-) • 

Мы составили уравнение, которому удовлетворяет поле ско¬ 
ростей I деформации поверхности, при которой ее линейный эле¬ 
мент претерпевает данное изменение da 2 . Было отмечено, что 
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для определения указанной деформации достаточно найти 
поле £. 

Найдем такое поле в предположении, что в начальной точ¬ 
ке (Х 0 ) do 2 =0, Dda 2 = 0, т. е. в предположении стационарности 
линейного элемента в точке Х 0 . 

Компоненты |і и | 2 вектора скорости деформации удовле¬ 
творяют системе уравнений 

д£і _ дІ2 _ ^ _|_ <*\ I — 


Введем в эти уравнения в качестве неизвестных функций Хі 
где Ф положительная, достаточно регулярная функция, рав¬ 
ная р 4 вне единичного круга. Тогда уравнения примут вид 


Ѣ + Ѣ- сХ ‘ +і1 ^ + 


причем коэффициенты а, Ь, с, d убывают, как 1/р 2 при р—► оо 
(см. § 4). Выясним, как ведут себя свободные члены при р —► оо. 

По предположению, da 2 = О, D da 2 =0 в точке Х 0 . Это значит, 
что в координатах и вблизи точки Х 0 имеем o t -j = 0(p 2 ). И так 
как 


°і] — °сф 


ди а ди® 
ди 1 диі ’ 


I a«*-1 j_ 

I ди ц I p 2 ’ 


PP= 1, 


to a tj = О вблизи точки X 0 . Отсюда следует, что свободные 
члены уравнений при р —» оо убывают, как 1/р 2 . 

Согласно лемме 1 § 5 существует решение Яі, Я, 2 системы, 
убывающее, как 1/р при р -*• оо. Это решение единственно. По ?„і 
и Х 2 находим |і и | 2 , а затем из любого уравнения системы 


ді t_ 
ди> 


+ — 2rf/| fe — 2ѵй г/ |з = Oij 


при i=j однозначно находим £ 3 - Таким образом, мы нашли регу¬ 
лярное на всей поверхности, кроме, может быть, точки Хо. 
поле I, вызывающее заданное изменение линейного эле¬ 
мента da 2 . 
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Выясним теперь, как ведет себя поле £ вблизи точки Х а . 
С этой целью перейдем к координатам й. Тогда вне точки Х 0 
компоненты и | 2 поля 1 удовлетворяют уравнениям 


ди' ди 2 

— 2Г“ 2 | а = 012, 


коэффициенты которых вблизи точки Х 0 суть регулярные функ¬ 
ции йі и ы 2 . _ 

Функции |і и І 2 непрерывны вблизи точки Хо . Действительно, 



Вблизи точки Х 0 i«j=0(p 5 ), а ди а /ди { =0( 1/р 2 ). Отсюда видно, 
что (/=1, 2) при р —>0 стремится к нулю, даже как р 3 . 

Положим 

г = и 1 + ііі 1 , U (г) =Іі + і& 2 - 

Тогда систему уравнений для |і и £ 2 мы можем записать в 
комплексной форме 

~ = AU + BÜ + F, 

dz 

где А, В, F— функции, известным образом выражающиеся че¬ 
рез коэффициенты системы. В окрестности точки Х 0 функции Л, 
В, F, U непрерывны и сходятся к нулю. Но тогда непрерывна 
dU/dz. Отсюда следует, что если положить U( 0)=0, эта функ¬ 
ция будет удовлетворять уравнению в окрестности точки Хо 
(z=0), включая точку Х 0 . И так как коэффициенты уравнения 
суть регулярные функции, то U (г) — регулярная функция. Ре¬ 
гулярность іі и | 2 влечет за собой регулярность | 3 , которая из¬ 
вестным образом выражается через £ ь и их первые производные. 

Таким образом, мы доказали существование регулярного 
поля £, вызывающего заданное изменение_линейного элемен¬ 
та da 2 . Так как вблизи точки Х 0 функции g t и g 2 имеют поря¬ 
док 0(р 3 ), а следовательно, £з=0(р 3 ), то в точке Х 0 имеем 
|=0, D(g)=0. Степень регулярности поля g зависит от степени 
регулярности коэффициентов Л, В, F (см. § 5). 

Окончательный результат можно представить в виде сле¬ 
дующей леммы. 
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Лемма. Пусть do 2 — заданное изменение линейного эле¬ 
мента замкнутой, гомеоморфной сфере поверхности F с положи¬ 
тельной внешней кривизной, удовлетворяющее в точке Х 0 усло¬ 
виям do 2 *=0, D do 2 = 0. 

Тогда существует векторное поле I, вызывающее это изме¬ 
нение do 2 линейного элемента поверхности и удовлетворяющее 
в точке Х 0 условию g=0, D% = 0. 

Поле I регулярно. Именно, если метрика поверхности п раз 
дифференцируема и п-е производные удовлетворяют условию 
Гёльдера с показателем а, а do 2 дифференцируема (п— I) раз и 
(п— \)-е производные удовлетворяют условию Гёльдера с показа¬ 
телем а, то поле g дифференцируемо п раз и его п-е производ¬ 
ные удовлетворяют условию Гёльдера с тем же показателем. 

Оценим норму поля скоростей деформации. 

Пусть на поверхности имеем некоторую функцию / (скаляр* 
ную или векторную) точки поверхности. Если на поверхности 
ввести некоторую параметризацию и', то f становится функцией 
переменных и *. Мы будем говорить, что функция f принадлежит 
классу Я„, а, если в окрестности каждой точки X на поверхно* 
сти можно ввести такую (п+а) раз дифференцируемую пара* 
метризацию, что f как функция координат на поверхности в 
окрестности точки X будет ( п+а) раз дифференцируемой функ¬ 
цией, т. е. будут существовать п-е производные, удовлетворяю* 
щие условию Гёльдера с показателем а. 

Мы будем говорить, что квадратичная форма da 2 , заданная 
на поверхности, принадлежит классу Я„, а , если в некоторой 
(п+а) раз дифференцируемой параметризации поверхности ее 
коэффициенты (п + а) раз дифференцируемы. 

Заметим, что если метрики пространства и поверхности с по* 
ложительной внешней кривизной (п + а) раз дифференцируемы, 
то сопряженно изотермическая параметризация поверхности и 
соответствующая ей полугеодезическая параметризация про* 
странства (п+а) раз дифференцируемы. 

Функции класса Я п> а и квадратичные дифференциальные 
формы класса образуют линейные пространства. Опреде* 
лим нормы для этих пространств. 

Пусть /еЯ„, а . Пусть fi(u\u 2 ) есть функция / в сопряженно 
изотермической параметризации и\ а f 2 (**i, «г) — эта же функ* 
ция в сопряженно изотермической параметризации Щ. Обозна* 
чим Ып.и максимум функции f it ее производных до n -го по* 
рядка и отношений Гёльдера для п-х производных в круге 
(u') 2 +(u 2 ) 2 <l, llf 2 lln, а — максимум функции f 2 , ее произвол* 
ных до n -го порядка и отношений Гёльдера для п-х произвол* 
ных в круге (й 1 ) 2 + (м 2 ) 2 4^ 1. Определим норму в Я„, а равен* 
ством 

ll/IU.«= max (НЛ ||„.а> Шка). 
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Норма для пространства Я„, а квадратичных форм опреде¬ 
ляется аналогично с помощью коэффициентов форм. 

Наша задача сейчас заключается в том, чтобы оценить норму 
векторного поля g деформации, вызывающей заданное измене¬ 
ние линейного элемента da 2 в зависимости от нормы da 2 . 
Во-первых, согласно лемме 2 § 5, получается оценка 

|Ы<с||гі0 2 ||, /-1,2. 

Отсюда получается 

Ц г |<с||йа2||, ;= 1,2, 

так как внутри единичного круга р < 1 



Дальше производные от g , (/=1, 2) в круге р’< 1 оцени¬ 
ваются методом, изложенным в § 5. 

Получается 

ll^l! ft ,a<^H^ 2 IUa. <•=!. 2. 

Аналогично, для функций g, в круге р < 1 
\\1\\ k , a <c 2 \\do 2 \\ M . 

Рассмотрим теперь компоненту g 3 =g 3 - Как было показано 
выше, она удовлетворяет уравнению 

— A(vg 3 ) = -^p-(r u g ft + ^-j+ ... 

Если считать функции gi, g ?J известными (они оценены), то это 
уравнение для vg 3 будет уравнением Пуассона. Оценка для |g 3 |, 
можно считать, известна. Что касается оценок для производ¬ 
ных g 3 , то они устанавливаются известным методом (см. § 5). 
И в круге р < 1 получается 

lli3ll ft .a<C 3 ||d0 2 || ft , a . 

Для нас представляет особый интерес тот случай, когда фор¬ 
ма da 2 имет вид adXd\i, где а, X, р — некоторые функции пере¬ 
менных и 1 и и 2 . Легко видеть, что третьи производные от X и р 
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в выражение Д(ѵ£ 3 ) не входят. Поэтому для £ 3 в этом случае 
получается лучшая оценка нормы. Именно 

ІІІзІІ й ,„<с 3 ||а|| йі0 |И^|| Л . І>в . 

Мы нашли векторное поле £, соответствующее заданному из¬ 
менению линейного элемента do 2 , удовлетворяющее в точке Х 0 
условиям |=0, £>£=0. Теперь мы хотим найти такое поле £, 
чтобы в точке Х 0 удовлетворялось условие £=а, где а — задан¬ 
ный вектор, отличный от нуля. 

Построим на поверхности F регулярное векторное поле тр 
удовлетворяющее в точке Х 0 условиям 

ті = a, do 2 n = 0, D do * = 0, 



Очевидно, такое векторное поле строится с большой степенью 
произвола. 

Пусть £ — поле скоростей деформации, вызывающей изме¬ 
нение do 2 — do2 линейного элемента поверхности, удовлетворяю¬ 
щее в точке Х 0 обычным условиям £=0, £>£=0. 

Рассмотрим теперь поле £ = £+тр Соответствующее ему 
изменение линейного элемента поверхности равно do 2 , а в 
точке Ло имеем £=а. Очевидно, 

IIS|l ft ,a<c(||da2|| fto -H|n|| fta ). 


Как показано в § 4, замкнутая, гомеоморфная сфере поверх¬ 
ность с положительной внешней кривизной в римановом про¬ 
странстве, закрепленная в некоторой точке Х 0 вместе с пучком 
направлений на поверхности, исходящих из точки Х 0 , является 
жесткой. Аналитически это выражается в том, что уравнение 
бесконечно малых изгибаний поверхности 


дІ а 


dl a 


ga J~^J + gla ^J + l> 


t д 8ц . 


при условии, что в точке Х 0 £=0 и £>£=0, не имеет других ре¬ 
шений, кроме £==0. 

В случае евклидова пространства, если в точке Х 0 никаких 
ограничений не накладывается, это уравнение допускает нену¬ 
левые решения. Все они имеют вид І=аХг+Ь, где а и b — по¬ 
стоянные векторы, а г— вектор точки поверхности. Эти решения 
представляют собой поля скоростей движения поверхности как 
твердого тела и называются тривиальными. 
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В связи с этим, естественно, возникает вопро.с, допускает ли 
уравнение бесконечно малых изгибаний в римановом простран¬ 
стве ненулевые решения, если никаких требований на решение 
не накладывать, и сколько таких решений? Сейчас мы покажем, 
что такие решения существуют и имеют такой же произвол, как 
и в случае евклидова пространства. 

Пусть а и b — любые два вектора в точке А 0 поверхности. 
Построим вдоль поверхности векторное поле т), удовлетворяю¬ 
щее в точке Х 0 условиям г \=а, Dx] = bXdx. Такое поле строится 
с большим произволом. 

Введем теперь для поля т], подобно тому как выше, квадра¬ 
тичную форму da 2 . Мы утверждаем, что в точке Х 0 для этой 
формы удовлетворяются условия da 2 = 0, D da * = 0. 

В этом проще всего убедиться следующим образом. По¬ 
строим в точке Ло соприкасающееся евклидово пространство. 
В евклидовом пространстве условия г \=а, Dr\ = bXdx указывают 
на то, что г] вблизи Х 0 есть поле скоростей движения поверхно¬ 
сти как целого с точностью до величин второго порядка мало¬ 
сти. Отсюда следует, что da'^u D(daty в евклидовом простран¬ 
стве равны нулю в точке Х 0 . А это значит, что в римановом 
пространстве в точке Х 0 da 2 = 0, D ( da = 0. 

Построим теперь поле g скоростей деформации поверхности, 
вызывающей заданное изменение da 2 линейного элемента и 
удовлетворяющей в точке Х 0 условиям g = 0, Z)g = 0. Очевидно, 
векторное поле g=T) + g удовлетворяет уравнению бесконечно 
малых изгибаний, и в точке Х 0 имеем g = a, D ^—bXdx. 

Построенные таким образом поля бесконечно малых изги¬ 
баний g исчерпывают все возможные бесконечно малые изги¬ 
бания поверхности. В самом деле, существует, очевидно, шесть 
линейно независимых решений вида g. Но не существует боль¬ 
шего числа таких решений, так как для семи решений всегда 
можно указать такую линейную комбинацию g*, для которой 
в точке Х 0 будет g* = 0, Dg* = 0. А тогда по теореме о жесткости 
'(§ 4) g*=0. Может быть, среди указанных полей g будут три¬ 
виальные в том смысле, что при порождающих их деформациях 
стационарны не только расстояния между точками на поверхно¬ 
сти, но и пространственные расстояния. 

§ 7. Изометрическое погружение многообразия, 
близкого к погружаемому 

В следующих трех параграфах мы получим основной резуль¬ 
тат этой главы. Именно, мы покажем, что замкнутое, гомео- 
морфное сфере риманово многообразие при некоторых условиях 
допускает изометрическое погружение в данное трехмерное 
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риманово пространство R. Это значит, что в римановом про¬ 
странстве существует поверхность, изометричная данному мно¬ 
гообразию. 

Доказательство теоремы состоит из трех пунктов. Во-первых, 
будет построено непрерывное семейство многообразий M t , со¬ 
держащее заданное многообразие М, и многообразие М 0 , заве¬ 
домо погружаемое. 

Во-вторых, будет доказано, что если многообразие Mt семей¬ 
ства погружаемо, то близкие к нему многообразия семейства 
также погружаемы. 

Наконец, будет доказано, что если каждое из многообра¬ 
зий M t семейства погружаемо и t n —*• t*, то многообразие Mr 
погружаемо. 

Очевидно, из этих трех фактов следует погружаемость за¬ 
данного многообразия. 

Настоящий параграф содержит изложение первых двух пунк¬ 
тов доказательства теоремы о погружении. 

Пусть М — замкнутое, гомеоморфное сфере риманово много¬ 
образие с положительной гауссовой кривизной, А 0 — точка на 
нем и Р 0 - пучок направлений в этой точке. Пусть R — рима¬ 
ново пространство, Х 0 — точка в R, а —двумерная площадка 
в Х 0 и C/o — пучок направлений в площадке а с центром Х 0 . 
Пучки направлений Р 0 и U 0 изометричны. Установим какое-ни¬ 
будь изометрическое соответствие между направлениями пуч¬ 
ков Р 0 и Uo (соответствие, сохраняющее углы между направле¬ 
ниями). 

Будем предполагать, что многообразие М имеет достаточно 
регулярную (по крайней мере пять раз дифференцируемую) ме¬ 
трику. В таком случае оно изометрически погружается в евкли¬ 
дово пространство в виде регулярной (по крайней мере четы¬ 
режды дифференцируемой) поверхности F (§ 10 гл. II). Пусть 
А — точка этой поверхности, соответствующая А 0 . 

Проведем в пространстве R из точки Х 0 геодезическую у 
перпендикулярно площадке а в любом из двух направлений. 
Зададим в пучке U 0 направление обхода таким образом, чтобы 
оно с направлением геодезической у в точке Х 0 образовало «пра¬ 
вый винт». Не ограничивая общности, можно считать, что соот¬ 
ветствующий обход пучка Р поверхности F в точке А с вну¬ 
тренней нормалью поверхности тоже образует правый винт. 
В противном случае поверхность можно подвергнуть зеркаль¬ 
ному отражению. 

Возьмем на геодезической у точку О 0 на расстоянии б от Х 0 
и опишем в R сферу ш 0 радиуса 6 с центром О 0 . Если простран¬ 
ство R достаточно регулярно, то сфера ш 0 будет иметь доста¬ 
точно регулярную метрику. Ее гауссова кривизна при доста¬ 
точно малом б будет заведомо положительна. Поэтому сферу со 0 
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можно изометрически погрузить в евклидово пространство в 
виде регулярной поверхности со. Пусть X — точка этой поверх- 
ности, соответствующая точке Zo- 

Изометрическое соответствие направлений пучков Р 0 и U 0 
естественным образом порождает изометрическое соответствие 
пучков направлений на поверхностях F и со в точках А и X 
соответственно. 

Совместим поверхности F и со точками А и X и соответ¬ 
ствующими направлениями пучков. Не ограничивая общности, 
можно считать, что обе поверхности при этом располагаются по 
одну сторону их общей касательной плоскости в точке 0=А=Х. 
В противном случае одну из поверхностей зеркально отразим 
в этой плоскости. 

При достаточно малом б нормальная кривизна поверхно¬ 
сти и сколь угодно велика. Это довольно очевидно, поэтому мы 
ограничимся описанием идеи доказательства этого утверждения. 

Для нормальной кривизны замкнутой выпуклой поверхности 
в евклидовом пространстве имеет место оценка 

где Кі — максимум, /Сг — минимум гауссовой кривизны, а Ки — 
максимум модуля второй производной от гауссовой кривизны 
по дуге геодезической (§ 8 гл. II). 

Введем в окрестности точки О 0 в R нормальные римановы 
координаты х*. Тогда линейный элемент пространства примет 
вид , , , , 

ds 2 = 6 1} dx l dx 1 + h t j dx l dx J , 

где ha — функции, равные нулю в точке Оо вместе с первыми 
производными. Линейный элемент сферы мы получим, если 
положим 

X 1 = б cos и cos ѵ, х 2 = Ь cos и sin V, X 3 = 6sin«. 
Получим 

dsl = ö 2 (du 2 + cos 2 и dv 2 + ö 2 (...)). 

Принимая во внимание, что производные Ьц ограничены не¬ 
которой постоянной, нетрудно оценить величины Ки Кі и Ки, 
входящие в оценку для нормальной кривизны. При этом полу¬ 
чится 


где е мало вместе с б. Так как гауссова кривизна поверхности 

Я = -р-( 1+е і (6)). 
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то нормальная кривизна 

*>!(1+Мб)), 

где е 2 (б) мало вместе с б. 

Возьмем б настолько малым, чтобы минимум нормальных 
кривизн со был больше максимума нормальных кривизн F. 

Пусть Но и Н 1 — опорные функции поверхностей и и F. 
Пусть F t — поверхность с опорной функцией 

Я = (1-<)Я 0 + /Я 1 . 

Установим гомеоморфизм между поверхностями F t проектиро¬ 
ванием из точки S, лежащей на внутренней нормали со в точке О. 

Поверхности F t суть замкнутые выпуклые поверхности. По¬ 
кажем, что если гауссова кривизна поверхности F больше Ко, то 
гауссова кривизна любой поверхности F t также больше Ко- 

Пусть Z 0 , Zi и Zt — цилиндры, проектирующие поверхности со, 
F и F t в некотором направлении g. Нормальные кривизны этих 
цилиндров в точках с параллельными нормалями связаны соот¬ 
ношением 

Щ *0 *1 

Так как хо>хі, то и<>иі. Отсюда следует, что гауссовы кри¬ 
визны поверхностей F t и F в точках с параллельными норма-, 
лями связаны неравенством 

Kt>Ki. 

И так как Кі > Ко, то Kt > Ко- 

Определим на поверхности F семейство метрик, сопоставляя 
в качестве расстояния между двумя произвольными точками X 
и Y расстояние между соответствующими точками поверхно¬ 
сти F t . Таким образом, мы получаем непрерывное семейство 
римановых многообразий M t . Многообразие Мі совпадает с за¬ 
данным многообразием М, а многообразие М 0 заведомо допу¬ 
скает изометрическое погружение в R. 

Введем на поверхности F какую-нибудь систему коорди¬ 
нат и\ Пусть ds 2 — линейный элемент многообразия M t в этих 
координатах. Покажем, что в точке О метрика da 2 = ds] — ds\ 
при любом t удовлетворяет условию da 2 = О, D da 2 = 0. Это 
следует из того, что касательная плоскость для каждой из по¬ 
верхностей Ft при соответствии, которое устанавливается 
проектированием из точки 5, есть соприкасающееся евклидово 
пространство. 

Предположим, риманово многообразие М и допускает изо¬ 
метрическое погружение в риманово пространство R в виде 
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некоторой регулярной поверхности Ф* 0 причем выполняются 
следующие условия: 

1. Точке О многообразия М и соответствует по изометрии 
точка Хо пространства. 

2. Поверхность касается двумерной площадки ав^и 
внутренняя нормаль Ф^ является полукасательной к геодезиче¬ 
ской у в точке Яо. 

3. Соответствующие направления в площадке а и на поверх¬ 
ности Ф(„ совпадают. 

Поясним третье условие. Пучок направлений поверхности F 
в точке О изометрически отражен на пучок направлений в пло¬ 
щадке а. Пучки направлений M t в точке О поставлены в изо¬ 
метрическое соответствие гомеоморфизмом этих многообразий 
друг на друга, который в точке О для пучков является изоме¬ 
трическим. Таким образом, между пучками направлений в пло¬ 
щадке а и на многообразии M t в точке О установлено изоме¬ 
трическое соответствие. В условии 3 имеется в виду это соот¬ 
ветствие пучков. 

Наша задача сейчас заключается в том, чтобы доказать, что 
при t, близком к t 0 , многообразие M t тоже допускает изоме¬ 
трическое погружение в ^ в виде регулярной поверхности Ф(, 
удовлетворяющей условиям 1, 2, 3. 

Предполагая, что поверхность Фі действительно существует 
и близка к Ф( 0 , составим для нее уравнение. Для этого введем 
сначала в окрестности Ф* 0 систему координат ѵ { , не имеющую 
особенностей и притом одну и ту же во всей этой окрестности. 
Такую систему координат можно ввести, например, следующим 
образом. 

Пусть Ф*„—поверхность евклидова пространства Е, изоме- 
тричная Ф <0 . Отобразим окрестность поверхности Ф*„ евклидова 
пространства Е на окрестность поверхности Ф* 0 в римановом 
пространстве. Пусть X — произвольная точка поверхности Ф* 0 . 
Сопоставим ей соответствующую по изометрии точку поверхно¬ 
сти Ф* 0 . Проведем в точке X нормаль к поверхности Ф^, а в 
точке X геодезическую нормаль поверхности Ф <0 . Сопоставим 
друг другу точки нормалей, равноудаленные от X и X соответ¬ 
ственно, расположенные одновременно внутри поверхностей или 
вне их. Система координат ѵ* в римановом пространстве, соот¬ 
ветствующая декартовой системе координат евклидова про¬ 
странства при описанном отображении, очевидно, не имеет осо¬ 
бенностей. Более того, в этой системе координат линейный эле¬ 
мент пространства вдоль поверхности Ф<„ имеет вид ЬцйѵЧѵК 

Обратимся теперь к выводу уравнения для поверхности Ф*. 
Пусть X — произвольная точка поверхности Ф,, ѵ‘ 0 (Х) — ее 
координаты, а ѵ* (X) -- координаты соответствующей точки 





§ 7. Изометрическое погружение многообразия 


445 


поверхности Ф*. Положим 

1‘(Х) = ѵ‘(Х)-ѵ‘(Х). 

Если функции ѵ*(Х) подставить в линейный элемент простран¬ 
ства, то мы получим линейный элемент поверхности Ф 4 : 

g„dv l dv 1 = ds]. (*) 

По формуле Тейлора с остаточным членом 

£ц = В°Н + £ + С Ца(& 

Вводя это представление для g l} в уравнение^*) и заме¬ 
чая, что 

dv 1 = dvo +dl 1 , 

получим 

g° tl dl 1 dv{ + g° it dv[ dl 1 + l k ^Ldv[ dv' = do]+Q, (**) 

где 

do] = ds] — ds] t , 
а выражение Q имеет вид 

Й = а и іѴ + a' u l l dl 1 + a tl dl 1 dl 1 . 

Заметим, что если левую часть уравнения (**) приравнять 
нулю, то получим уравнение бесконечно малого изгибания по¬ 
верхности. Если же правую часть считать известной квадратич¬ 
ной формой, заданной на поверхности, то оно представляет со¬ 
бой уравнение поля скоростей деформации, вызывающей за¬ 
данное изменение линейного элемента поверхности. 

Докажем теперь, что поверхность Ф* для t, близких к і 0 , 
действительно существует. 

Обозначим 

LI = g°(i dl 1 dv ! 0 + цц dv‘ 0 dl 1 + t ^7 dv ö dvi 

Тогда уравнение для поверхности Ф ( можно записать в виде 

U = do? + Q. (***) 

Построим последовательность векторных полей следую¬ 
щим образом. Поле Іі удовлетворяет уравнению 

Ll-dtf 
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и условиям gi = 0, Dgi=0 в точке Х 0 . Существование поля |і га* 
рантируется леммой § 6 . Подставим теперь в й компоненты 
поля и определим поле из уравнения 

Ш) = сі<$ + Щ1і), 

удовлетворяя, кроме того, в точке Х 0 условиям 
| 2 = 0 , Dg 2 = 0 . 

Существование также гарантируется упомянутой леммой, так 
как из |і = 0 , D % і = 0 в точке Хо следует 

П(Ы = о, £>й(Ы = 0 

в этой точке. Аналогично определяются векторные поля 1з, іа, ... 

Мы утверждаем, что последовательность решений % п при до¬ 
статочно малом — / 0 | сходится к решению уравнения 

Ll = d<$ + Q(l), 

которое в точке Х 0 удовлетворяет условиям 1=0, Dl=0. 

Покажем сначала, что последовательность 1„ ограничена. 
В § 6 были получены оценки для нормы скоростей деформа¬ 
ции поверхности при заданном изменении ее метрики. Иными 
словами, даны оценки нормы решения уравнения 
Ll=da 2 . 

Применяя полученный результат к случаю 
da 2 = da 2 + Q (|,) 

и принимая во внимание характер зависимости й от g x , получим 

liUa<H[^H ft , a + c(e)||l 1 |l«. 

Очевидно, при в—*-0 коэффициент с(е) во всяком случае не 
возрастает, а при t—*t 0 величина \\datWh , а —>-0. Отсюда следует, 
что при достаточно малых ей |^ —/ 0 | будет 

2 с II ddt II <е, 2 ес(е)< 1 . 

Если выбрать ей t таким образом, то, как легко проверить, для 
всех п 

fJU*,a<e, 

и ограниченность 1 „ доказана. 

Покажем теперь, что при достаточно малом — 4| после¬ 
довательные приближения In сходятся. Имеем 

Lln+i = ddt + 

Lln = dd} + й 
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Вычтем эти равенства почленно. Получим 

откуда, снова принимая во внимание форму зависимости Q от £, 
получим 

ІІІ Я+ 1-І Л Іка<с(е)ІІ^-І я - 1 Іка, 

где постоянная с(е) сколь угодно мала, если достаточно мало е. 
Выберем е настолько малым, чтобы с(е)<1. Тогда, очевидно, 
последовательность сходится. Если k ^ 1, то |=1іш удовле¬ 
творяет в точке Х 0 условиям g=0, Z)g=0. А следовательно, для 
поверхности Ф ( , задаваемой уравнениями ѵ 1 = Do + V, удовле- 
творяются условия 1, 2, 3 расположения относительно двумер¬ 
ной площадки а в точке Х 0 . 

Покажем теперь, что при достаточно малых \t — f 0 | и ||g|| A>a 
поверхность Ф ( определяется однозначно. Допустим, существуют 
две поверхности Ф 4 и Ф г . Имеем 

Ll = d^ t + Q(l), 

U = rfo? + Q(S). 

Вычитая эти равенства почленно и замечая, что 

||Q(i)-Q(I)|| ft>a <c||i-||| Ä , a , 

получим 

Если \t — f 0 |, IlSlIft, a, lllllft, сс Достаточно малы, то с мало, в част¬ 
ности с< 1, и неравенство возможно только при | — £=0. Таким 
образом, мы получаем следующую лемму. 

Лемма 1. Если многообразие Af (o изометрически погру¬ 
жаемо в R, то близкие к нему многообразия M t также погру¬ 
жаемы, и притом единственным образом, в классе близких по¬ 
верхностей. 

Сейчас мы рассмотрим задачу, которая аналитически по¬ 
добна предыдущей, но имеет другое геометрическое содержа¬ 
ние. Мы погружали изометрически многообразие M t , близкое 
к Mt a , соблюдая при этом одно и то же краевое условие в 
точке Ао. в частности требовалось, чтобы поверхность Ф* прохо¬ 
дила через точку А 0 пространства. 

Теперь мы будем предполагать, что многообразие M t изо- 
метрично Mt Q , но краевое условие в точке Х 0 непрерывно за¬ 
висит от параметра t. Это условие заключается в следующем: 

V. |=|(А 0 , t) задает регулярную кривую в пространстве, 
исходящую из точки Х 0 и перпендикулярную поверхности Ф ( . 
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2'. При каждом t, близком к t 0 , в точке Х 0 должно быть 
|=т|, Dl=Dr\, где т| (А", — заданная регулярная вектор-функ¬ 

ция X и t, удовлетворяющая в точке Z 0 условиям 

Ltj-Q(t]) = 0, D(Lf\ — Й(т])) = О, 

Nlka->0 при t->t 0 . 

Мы утверждаем, что при достаточно малом — f 0 | суще¬ 
ствует непрерывно зависящее от t решение |(Х, t) уравнения 
погружения 

Lg-Q(£)=0, 

удовлетворяющее условиям 1', 2'. Решение l(X, t) задает непре¬ 
рывное изгибание поверхности Ф< , при котором ее двумерный 
элемент точки Х 0 заданным образом движется вдоль некоторой 
кривой. 

Для доказательства введем вместо 1 вектор-функцию £, свя¬ 
занную с I равенством 

£-п=£. 

Так как | г =і/ — ѵ‘о, то £' = ѵ 1 — ѵ‘ 0 — т/. Положим ѵ‘о — уІ=Ѵц. 
Тогда 

= ѵ‘ — о‘„. 

Для £ можно составить уравнение непосредственно так, как это, 
было сделано для |. Только теперь роль ѵ‘ 0 будет играть ѵ 1 и 
уравнение будет иметь точно такую же форму: 

где 

U = Sa dl 1 dvit + g?, dv l r, dÜ + ^^1 dxj^dvl 

Qn(C) = dt 1 + сіц dÜ dtf, 

а 

do\ = gu dv^ dvii. 

При X=X 0 имеем £=0, £>£=0. 

К решению этой задачи мы также применим метод последо¬ 
вательных приближений. Именно, мы построим последователь¬ 
ность векторных полей %ъ. следующим образом. Поле £і найдем 
из уравнения 

£ті£ — da ?| 

при условии, что в точке Х 0 имеем £i=0, £>£і = 0. Это поле суще¬ 
ствует, так как представляет собой поле скоростей деформации 
поверхности Ф ч : 

і/=Оо + Ѵ, 
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соответствующее заданному изменению da\ линейного элемента. 
Заметим, что в силу условий, наложенных на т], при Х=Х 0 

da\ = 0, Dda*n = 0. 

Каждое следующее поле строится через предыдущее. 
Именно, £„ удовлетворяет уравнению 

Li^ n = do?I + Q-ri (£n-i). 

Для доказательства ограниченности, а затем сходимости при¬ 
ближений можно применить те же соображения, что и для £„. 
При этом, однако, надо иметь в виду следующее. Постоянная с 
в оценке норм 

так же как и в других оценках подобного рода, зависит от 
поля т). Поэтому для доказательства ограниченности и сходи¬ 
мости £„ пришлось потребовать, чтобы ||т]||к >в —»0 при t-*t Q . 

Покажем, что если это условие для т) выполняется, то необ¬ 
ходимые оценки норм, обеспечивающие сходимость последова¬ 
тельных приближений, действительно могут быть получены. Для 
этого, очевидно, достаточно показать, что для решения уравне¬ 
ния 

L n £ = da 2 

имеет место оценка 

IIC|ka<c||rfö 2 lka, 

где постоянная с —одна и та же для всех т] при малом |/ —/ 0 |. 
Имеем 

и = do 2 + (U - L„£). 

Отсюда 

IIC|k„<c'||da2|| Äta + e(0||C|k a . 

Величина e(/)->0 при t->t p , так как ііт]||й, а ->0. Следовательно, 

II'5 lk«<-T^hr l|rf ° 2 !ka. 

Итак, если ||t)IU, a -* 0 при t-+t 0 , то для решения урав¬ 
нения 

L£=do\ 

удовлетворяющего в точке Х р условиям £=0, D£=0, имеет место 
оценка нормы 

Il£lk«<c||da2|| ftia , 
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где постоянная с не зависит от da 2 и одна и та же для всех ті 
при достаточно малом | і — to j , 

Отсюда следует, что последовательные приближения £„ при 
малом |/ — *о| сходятся к решению уравнения 
= йоц + (£), 

и это решение в точке Х 0 удовлетворяет условиям 1', 2'. Реше¬ 
ние в классе близких к нему единственно. 

В заключение построим пример векторного поля г|(Х, /). 

Проведем из точки Х 0 поверхности Ф*„ в римановом про¬ 
странстве регулярную кривую у, перпендикулярную Ф^ 0 в 
точке Х 0 . Отобразим достаточно малую окрестность поверхно¬ 
сти Ф* 0 в евклидово пространство Е, удовлетворяя при этом 
следующим условиям: 

1. Образом поверхности O to должна быть поверхность Ф <0 
изометричная Ф* 0 . 

2. Пространство Е для R должно быть соприкасающимся 
вдоль кривой у. 

Очевидно, построить такое отображение не составляет труда. 
Действительно, отображение, удовлетворяющее второму усло¬ 
вию, хорошо известно, отображение, удовлетворяющее первому 
условию, нами построено, так что нужно регулярно соединить 
эти два отображения. 

Введем теперь в окрестности поверхности Ф* 0 в R коорди¬ 
натную сеть ѵ\ соответствующую _декартовой сети простран¬ 
ства Е. Пусть теперь поверхность Ф* 0 параллельно сдвигается 
вдоль кривой у (образа кривой у) так, что ее точка ѵ движется 
вдоль этой кривой. Обозначим д*(.Т, t) изменение к моменту t 
координат точки поверхности Ф*„ соответствующей по изоме¬ 
трии точке X поверхности Ф<„. _ 

Пусть ds 2 — линейный элемент многообразия Mt a , gijdv l dv j — 
линейный элемент пространства Е, g i jdv i dvi — линейный эле¬ 
мент пространства R. Тогда для_поверхности Ф ( евклидова про¬ 
странства, полученной сдвигом Ф<„, имеем 

g l jdv l dv i Ц — ds 2 =0. 

Отсюда для соответствующей поверхности Ф* риманова про¬ 
странства (задаваемой теми же уравнениями в координатах ѵ’) 
в точке * 0 (0 на кривой у будет 

gijdv l dv J | ф —ds 2 = 0, 

D [g 4 dv l dv\ t - ds^ = 0. 

Очевидно, ||т)Ий, a -* 0 при t -* t 0 . 

Таким образом, имеет место следующая лемма. 
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Лемма 2. Пусть F — замкнутая поверхность с положи¬ 
тельной внешней и внутренней кривизной, у — регулярная кри¬ 
вая, исходящая из точки Х 0 поверхности, перпендикулярная 
поверхности. 

Тогда существует непрерывное изгибание поверхности F, 
при котором ее двумерный элемент точки Х й подвергается па¬ 
раллельному переносу вдоль кривой у, причем это изгибание 
в классе близких поверхностей однозначно. 

§ 8. Частичное решение проблемы 
об изометрическом погружении двумерного 
риманова многообразия в трехмерное 

В этом параграфе будет доказано, что двумерное замкнутое 
многообразие М при некоторых предположениях, относящихся 
к его кривизне, допускает изометрическое погружение в дан¬ 
ное трехмерное риманово пространство R в виде некоторой по¬ 
верхности F. 

Будет показано, что это погружение обладает такой же сте¬ 
пенью произвола, как и погружение в евклидово пространство. 
При некоторых естественных дополнительных требованиях по¬ 
гружение однозначно. 

Будет исследован также вопрос о регулярности погружения 
в зависимости от регулярности многообразия М и простран¬ 
ства R. 

Пусть R трехмерное риманово пространство с регулярной 
(четырежды непрерывно дифференцируемой) метрикой. Обо¬ 
значим ff* неотрицательное число, обладающее следующим 
свойством: какова бы ни была регулярная (четырежды непре¬ 
рывно дифференцируемая) замкнутая поверхность F с регу¬ 
лярной (четырежды непрерывно дифференцируемой) метрикой 
и гауссовой кривизной, большей ff*, нормальные кривизны ее 
ограничены некоторой постоянной, зависящей только от мет¬ 
рики пространства и метрики поверхности. 

Существование числа K* R доказано в § 2. Именно, если в 
точке X риманова пространства R наибольшая среди ее кри¬ 
визн в двумерных площадках есть Ки а наименьшая ff 2 , то в 
качестве ff* можно взять число 

ff* = max max {К,, 3 (ff, - ff 2 )}. 

Теорема 1. Пусть R — трехмерное риманово простран¬ 
ство с регулярной (k раз дифференцируемой, & > 6) метрикой 
и G — компактная область в R, содержащая шар радиуса d 
с центром в точке О. Пусть М — двумерное замкнутое рима¬ 
ново многообразие с регулярной (k раз дифференцируемой) 

29* 
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метрикой ds 2 , внутренним диаметром d и гауссовой кривизной, 
большей Ко- 

Тогда многообразие М допускает изометрическое погруже¬ 
ние в R в виде регулярной ((6 — 2) раза дифференцируемой) 
поверхности Ф, удовлетворяющей следующим условиям. 

Данная точка S поверхности совпадает с точкой О про¬ 
странства. Пучок направлений as в S совпадает с заданным 
пучком направлений ао в О. Заданное направление обхода 
пучка направлений а 0 с направлением внутренней нормали 
к Ф образует «г правый винт». 

Докажем эту теорему. Построим непрерывное семейство 
многообразий M t , как это было сделано в предыдущем пара¬ 
графе, содержащее данное многообразие М при <=1 и заве¬ 
домо реализуемое многообразие М 0 (сфера достаточно малого 
радиуса, касающаяся двумерной площадки пучка а 0 ). Способ 
построения семейства многообразий M t обеспечивает ( k —2)- 
кратную дифференцируемость их метрик. 

Согласно лемме предыдущего параграфа, если многообра¬ 
зие Мц погружаемо, то погружаемы и достаточно близкие ему 
многообразия, причем если поверхность Ф* 0 , изометричная Mt 0 , 
(k — 2+a) раз дифференцируема (0<ос<1), то поверхности 
Фі для t, близких к to, тоже ( k — 2+а) раз дифференци¬ 
руемы. 

Таким образом, множество о тех значений t, для которых 
многообразия M t погружаемы, открыто. Покажем теперь, что 
это множество замкнуто. 

В связи с этим сделаем два замечания относительно много¬ 
образий M t . Во-первых, гауссова кривизна каждого многооб¬ 
разия Mt больше Кв, так как минимум гауссовой кривизны 
многообразия М = Мі меньше минимума гауссовой кривизны 
любого M t по построению. Во-вторых, внутренний диаметр лю¬ 
бого многообразия M t меньше внутреннего диаметра М. По¬ 
кажем это. 

По построению многообразия М и M t погружаются в евкли¬ 
дово пространство в виде поверхностей F и F t , из коих первая 
содержит внутри себя вторую. Пусть X t и Y t — две точки по¬ 
верхности F t . Проведем из них внешние нормали до пересече¬ 
ния с поверхностью F в точках X и У. Соединим точки Xt и Y t 
кратчайшей у t на F t , а точки X и Y кратчайшей у на F. По 
теореме Буземана длина у не меньше длины y t . Отсюда вну¬ 
тренний диаметр F t не больше внутреннего диаметра F, сле¬ 
довательно, не больше d. 

Пусть ti, t 2 , ... — последовательность значений t из со, схо¬ 
дящаяся к to- Покажем, что to принадлежит о>, т. е. Mt, погру> 
жаемо. 
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Пусть многообразие M tfi погружается в R в виде поверх¬ 
ности F n . Так как диаметр поверхности F n меньше d, то она, 
проходя через О, содержится в области G. Далее, так как гаус¬ 
сова кривизна поверхности F n больше K" G , то для производных 
пространственных координат по координатам поверхности до 
(А— 2)-го порядка, а также для отношений Гёльдера (А— 2)-х 
производных могут быть даны оценки в зависимости только от 
метрики пространства (в G) и метрики поверхности (§ 2 и 3). 
Очевидно, эти оценки можно считать равномерными по t n (т. е. 
они одни и те же для всех поверхностей F n ). 

Отсюда следует, во-первых, что из поверхностей F n можно 
выделить сходящуюся подпоследовательность, во-вторых, пре¬ 
дельная поверхность F 0 будет (А — 2+а) раз дифференцируе¬ 
мой. Очевидно, поверхность F 0 изометрична Mt 0 и соответствую¬ 
щим образом прилегает к двумерной площадке пучка напра¬ 
влений <хо в точке О. 

Таким образом, множество со замкнуто. Так как со открыто 
и замкнуто, то оно содержит весь отрезок В част¬ 

ности, 1 е со, т. е. М погружаемо указанным образом. 

Теорема доказана. 

Следствие. Если многообразие М и пространство R 
имеют аналитические метрики, то погружение М в R аналити¬ 
ческое, т. е. поверхность Ф, существование которой устанавли¬ 
вается теоремой, аналитическая. 

Действительно, по доказанной теореме пространственные 
координаты по координатам на поверхности неограниченное 
число раз дифференцируемы. Так как, кроме того, простран¬ 
ственные координаты удовлетворяют эллиптической системе 
дифференциальных уравнений (§ 3), то они являются анали¬ 
тическими функциями координат на поверхности, что и тре¬ 
бовалось доказать. 

Теорема 2. Изометрическое погружение многообразия М 
в пространство R, существование которого устанавливается 
теоремой 1, единственно. 

Допустим, кроме поверхности Ф, существование которой 
утверждается теоремой 1, есть еще поверхность Ф', изометрич- 
ная М и удовлетворяющая условиям прилегания к двумерной 
площадке пучка а 0 в точке О. 

Многообразие Мі семейства M t допускает реализацию Ф', 
следовательно, по лемме § 6 близкие к М\ многообразия допу¬ 
скают реализации Ф', близкие к Ф'. 

Уменьшая непрерывно t, мы построим по крайней мере для 
t, близких к 1, непрерывное семейство поверхностей Ф*. Утвер¬ 
ждается, что это непрерывное семейство можно продолжать 
до 1=0. 
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Допустим, при t=t 0 имеем разрыв непрерывности. Опреде¬ 
лим Ф< 0 как предельную поверхность для Ф< при t -*■ t 0 со сто¬ 
роны t>to ■ Тогда семейство Ф* (4<*<1) непрерывно и по 
лемме § 6 его можно непрерывно продолжить за t 0 . Таким об¬ 
разом, мы построим непрерывное семейство поверхностей 
Ф< 1),содержащее при *=1 поверхность Ф'. Аналогич¬ 

но, отправляясь от поверхности Ф, построим семейство поверх¬ 
ностей Ф< (0 4^-<1), содержащее поверхность Ф при t— 1. 

Предположим, что поверхности Ф /о и Ф* 0 совпадают. Тогда, 
так как поверхности Ф* и Ф< при /, близком t 0 , определяются 
единственным образом в классе поверхностей, близких к 
Ф/„ sä Ф, 0 , то они тоже совпадают, а следовательно, совпадают 
поверхности Ф и Ф', что невозможно. Остается предположить, 
что поверхности Фо и Ф 0 тоже различны. 

Возьмем вблизи точки О на нормали пучка ао точку Q вне 
поверхностей Ф и Ф'. При достаточной близости ее к О она 
будет находиться вне поверхностей Фі и Ф*. 

Деформируем пространство R в достаточно малой окрест¬ 
ности точки Q так, чтобы оно сохранило свою регулярность и 
вместе с тем было вблизи точки Q евклидовым. Это легко осу¬ 
ществить, например, следующим образом. 

Введем в окрестности точки Q нормальные римановы коор¬ 
динаты. Линейный элемент пространства будет 
ds 2 = 8 ij dv { dvi+h{j dv i dvi, 

где ha — функции, равные нулю вместе с производными до 
второго порядка в точке Q. Определим теперь функцию р(р), 
где р — расстояние от точки Q, условиями: 

1) р(р) дифференцируема k раз; 

2) р(р) = 0 при р < 6/2; 

3) р (р) = 1 при р > б. 

Определим теперь метрику пространства в окрестности точ¬ 
ки Q линейным элементом 

ds 2 = 8 tj dv l dv J + p (p) h t j dv l dv i . 

Очевидно, пространство осталось столь же регулярным (мет¬ 
рика k раз дифференцируема). А в 8 /2-окрестности точки Q 
оно евклидово. 

Не ограничивая общности, можно считать, что гауссова кри¬ 
визна поверхностей Ф 0 и Фо больше числа Ко, отвечающего 
деформированному пространству, а внутренние диаметры их 
малы. 

Будем теперь переносить пучок а 0 параллельно вдоль нор¬ 
мали в точку Q. Этому переносу пучка а 0 соответствует непре- 
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рывное изгибание поверхностей Ф 0 и Ф^, устанавливаемое лем¬ 
мой § 7. Так мы снова получаем два непрерывных семейства 
Ф г и Ф' х . 

Так как внутренние диаметры поверхностей Фо и Фо можно 
считать сколь угодно малыми, то, когда ао достигнут точки Q, 
поверхности Ф т и Ф х окажутся целиком в евклидовой окрест» 
ности точки Q и, следовательно, совпадут. После этого, подобно 
предыдущему, заключаем, что совпадают поверхности Ф 0 и Фо, 
что невозможно. Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть в области G риманова пространства 
имеем две изометричные замкнутые поверхности Ф и Ф', гаус¬ 
совы кривизны которых больше Ко, а внутренние диаметры 
меньше б. Пусть существует в G кривая, соединяющая две со¬ 
ответствующие по изометрии точки поверхностей Ф и Ф', уда¬ 
ленная от границы G на расстояние, большее б. 

Тогда существует непрерывное изгибание поверхности Ф в Ф'. 

Эта теорема очевидным образом следует из предыдущей. 

Теорема 1 об изометрическом погружении замкнутого мно- 
гообразия в риманово пространство позволяет получить различ» 
ные теоремы о погружении незамкнутых многообразий. 

Теорема 4. Пусть G — компактная область риманова про¬ 
странства, содержащая шар радиуса 2d. Пусть М — двумерное 
риманово многообразие, гомеоморфное кругу и удовлетворяю¬ 
щее условиям-. 

1) внутренний диаметр М меньше d\ 

2) гауссова кривизна М всюду больше Ка ш , 

3) геодезическая кривизна края М всюду положительна. 

Тогда существует изометрическое погружение М в G в виде 

поверхности Ф, причем если метрика пространства и многооб¬ 
разия k раз дифференцируемы (k >6), то поверхность Ф по 
крайней мере ( k — 2) раз дифференцируема. 

Если метрики М и G аналитические, то Ф — аналитическая 
поверхность. 

Возьмем два экземпляра многообразия М и «склеим» их 
вдоль края, приводя в соприкосновение соответствующие по 
изометрии точки. При этом мы получим замкнутое, гомеоморф¬ 
ное сфере многообразие. К сожалению, это многообразие не 
регулярно. Регулярность его нарушается вдоль линии склеивания. 

В связи с этим мы будем приклеивать многообразия М не 
непосредственно друг к другу, а через промежуточный регуляр» 
ный поясок М ширины б. Не составляет труда задать на 
пояске М метрику таким образом, чтобы она регулярно ( k раз 
дифференцируемым образом) примыкала к метрике многооб¬ 
разий М и чтобы ее гауссова кривизна была больше К* а . 
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Практически метрику на пояске можно задать следующим 
образом. Вдоль края многообразия М введем полугеодезиче- 
ские координаты и, ѵ так, чтобы линии и были геодезические, 
перпендикулярные краю. В качестве параметра ѵ возьмем дугу 
вдоль края. Линейный элемент М вдоль края будет 

ds 2 =du 2 + g dv 2 . 


Метрика за край М на поясок продолжается в такой же форме. 
Функция g подбирается из условия симметрии относительно 
прямой ы = б/2, регулярности примыкания к заданной функции 
g(u, ѵ) вдоль линии ы = 0 и условия 


(ѴРии 

Vg 


которое выполнено для g (и, ѵ). 

Склеенное таким образом многообразие М по теореме 1 изо¬ 
метрически погружается в G в виде ( k — 2) раз дифференци¬ 
руемой поверхности Ф. На этой поверхности есть область, изо- 
метричная М. Теорема доказана. 

Теорема 5. Пусть R — трехмерное риманово простран¬ 
ство и М — двумерное риманово многообразие. Пусть X — 
произвольная точка R, a Y — произвольная точка М. 

Тогда, если гауссова кривизна М в точке Y больше Кх, то 
достаточно малая окрестность точки Y многообразия М допу¬ 
скает изометрическое погружение Ф в данную окрестность точ¬ 
ки X пространства R. 

Если метрики многообразия и пространства k раз диффе¬ 
ренцируемы (k 6), то Ф — (k — 2) раза дифференцируемая 
поверхность. 

Если метрики многообразия и пространства аналитические, 
то Ф — аналитическая поверхность. 

Эта теорема следует из предыдущей, если ее применить 
к геодезическому кругу Достаточно малого радиуса с цент¬ 
ром Y. 


§ 9. Еще раз об оценках нормальной кривизны 
для замкнутой выпуклой поверхности 

Получение априорных оценок нормальных кривизн замкну¬ 
той, гомеоморфной сфере выпуклой поверхности в римановом 
пространстве является одним из центральных пунктов доказа¬ 
тельства теоремы об изометрическом погружении в целом дву¬ 
мерного, гомеоморфного сфере риманова многообразия в трех- 
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мерное риманово пространство. Оценки, полученные в § 2, не 
дают полного решения этой проблемы. В известном смысле 
полное решение проблемы требует установления оценок нор¬ 
мальных кривизн поверхности при единственном условии — 
положительности внешней кривизны, т. е. при условии, что гаус¬ 
сова кривизна поверхности всюду больше кривизны простран¬ 
ства в двумерных площадках, касающихся поверхности. 

В настоящем параграфе вопрос об оценках нормальных кри¬ 
визн выпуклой поверхности будет решен в форме, обеспечи¬ 
вающей полное решение проблемы изометрического погруже¬ 
ния двумерного риманова многообразия в трехмерное рима¬ 
ново пространство неположительной кривизны. Именно, мы 
докажем следующую теорему. 

Теорема. Если внешняя кривизна замкнутой, гомеоморф- 
ной сфере регулярной поверхности в полном римановом про¬ 
странстве с неположительной кривизной строго больше нуля, 
то нормальные кривизны такой поверхности ограничены неко¬ 
торой постоянной, зависящей только от метрики поверхности 
и метрики пространства. 

Прежде чем приступить к доказательству теоремы, сделаем 
одно замечание по поводу ее формулировки. Как известно, 
в евклидовом пространстве замкнутость и положительность 
внешней кривизны поверхности обеспечивает ее гомеоморфность 
сфере. В римановом пространстве неположительной кривизны 
это, вообще говоря, неверно, что легко усматривается из сле¬ 
дующего примера. 

Возьмем в пространстве Лобачевского с кривизной Kr =— 1 
прямолинейный отрезок A t A 2 и проведем три плоскости, пер¬ 
пендикулярные этому отрезку: а 4 и а 2 через концы отрезка, 
а сто — через его середину. Обозначим R' область пространства, 
заключенную между плоскостями о 4 и о 2 - Установим точечное 
соответствие между плоскостями сч и <т 2 , сопоставляя друг 
другу точки, симметричные относительно плоскости сто- Это со¬ 
ответствие, очевидно, является изометрическим. Если теперь 
отождествить соответствующие точки плоскостей Оі и о 2 , то из 
R' получается полное риманово пространство постоянной кри¬ 
визны, равной —1. Прямолинейный отрезок АіА 2 будет замкну¬ 
той геодезической в этом пространстве; обозначим ее у. 

Пусть F —геометрическое место точек пространства R', ко¬ 
торые удалены от у на расстояние р. Очевидно, F является го- 
меоморфной тору поверхностью. В силу симметрии наших по¬ 
строений F допускает транзитивную группу движений в себе, 
а следовательно, имеет постоянную гауссову кривизну. Так как 
полная кривизна поверхности, гомеоморфной тору, равна нулю, 
то F имеет нулевую гауссову кривизну, а следовательно, внеш¬ 
няя кривизна поверхности F равна единице, т. е. больше нуля. 
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Таким образом, требование, чтобы поверхность была гомео- 
морфна сфере, не вытекает из положительности внешней кри¬ 
визны. Это требование является вместе с тем существенным, 
в чем можно убедиться на построенном примере. Действи¬ 
тельно, поверхность F аналитическая, а ее внешняя кривизна 
равна единице. Однако никакой оценки для нормальной кри¬ 
визны F в зависимости от метрики пространства и метрики 
поверхности получить нельзя, так как при убывании р поверх¬ 
ность F все время остается локально изометричной евклидо¬ 
вой плоскости, а максимум нормальной кривизны растет, 
как 1/р. 

Перейдем теперь к описанию доказательства теоремы. 

Не ограничивая общности, мы можем считать пространство 
односвязным. В противном случае мы перейдем к универсаль¬ 
ному накрывающему пространству. Как известно, односвязное 
риманово пространство с неположительной кривизной гомео- 
морфно евклидову пространству. Любые две его точки соеди¬ 
няются единственной геодезической, которая является кратчай¬ 
шей. Как и в евклидовом пространстве, замкнутая поверхность 
с положительной внешней кривизной ограничивает выпуклое 
тело и, следовательно, является выпуклой поверхностью в обыч¬ 
ном смысле. 

Пусть F — замкнутая выпуклая поверхность с регулярной 
метрикой и положительной внешней кривизной, для которой 
надо установить оценки нормальных кривизн. 

Прежде всего мы покажем, что внутри тела, ограниченного 
поверхностью F, можно указать точку О, которая удалена от 
поверхности на расстояние, не меньшее р 0 , зависящее только от 
метрики поверхности и метрики пространства. 

Действительно, возьмем внутри поверхности F какую-ни¬ 
будь точку О 0 . Пусть Ко и Кі —минимум и максимум внешней 
кривизны поверхности F, Ко> 0, а d — ее внутренний диаметр. 
Рассмотрим все выпуклые поверхности, содержащие точку О 0 
внутри, с внешними кривизнами, заключенными в пределах 
Ко, Кі, и диаметром, не превосходящим d. 

Если наше утверждение неверно, то при любом п среди 
этих поверхностей найдется такая поверхность F n , внутрь кото¬ 
рой нельзя поместить шар радиуса 1/л. Из поверхностей F„ 
можно выделить сходящуюся последовательность. Предельная 
поверхность F 0 , очевидно, вырождается и представляет собой 
либо выпуклую область на некоторой вполне геодезической 
поверхности, либо отрезок геодезической, либо точку. В первом 
случае на F 0 есть точки с нулевой внешней кривизной, а это 
невозможно, так как внешние кривизны поверхностей F n огра¬ 
ничены снизу положительным числом Ко- Во втором случае 
у поверхности F n при большом п найдутся точки, близкие к 
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концам геодезического отрезка F 0 и со сколь угодно большими 
внешними кривизнами, что невозможно. То же относится к слу¬ 
чаю вырождения Fo в точку. Итак, во всех случаях мы прихо¬ 
дим к противоречию, и утверждение доказано. 

Введем теперь в пространстве R полярную геодезическую 
систему координат с центром в точке О и определим на по¬ 
верхности функцию w (X) равенством 


w(x) = 


(COS<p(X))^ ’ 


где х(Х )—максимум нормальной кривизны поверхности в точ¬ 
ке X, (р(Х) —угол, образуемый геодезическим лучом, идущим 
из точки О через точку X, и внешней нормалью поверхности, 
a ft — некоторая положительная постоянная. 

Покажем, что ср-Су— е > г Д е 6 —положительная постоянная, 
зависящая только от p t и р 0 — максимума и минимума рас¬ 
стояний точек поверхности от полюса О и метрики простран¬ 
ства. Действительно, пусть X — произвольная точка поверх¬ 
ности F. Соединим ее кратчайшими с точками шара, центр 
которого в точке О, а радиус —р 0 . Эти кратчайшие проходят 
внутри поверхности F и заполняют некоторый телесный конус с 
вершиной в точке X. Всякая геодезическая, исходящая из точ¬ 
ки X и образующая угол, меньший некоторого а, с геодезиче¬ 
ской ХО, принадлежит конусу, а следовательно, телу, ограни¬ 
ченному поверхностью F. Для величины угла а можно указать 
оценку снизу в зависимости от расстояния ОХ, радиуса ро и 
величин, определяемых метрикой пространства. Очевидно, <р-^ 
< л/2 — а. Утверждение доказано. 

Так как cos <р > sin а>0, то функция w(X) достигает абсо¬ 
лютного максимума в некоторой точке Х 0 на поверхности F. 
При подходящем выборе постоянной р для величины гѵ(Х 0 ) 
будет установлена оценка w 0 в зависимости от величин, опре¬ 
деляемых метрикой пространства и поверхности. С установле¬ 
нием этой оценки мы получаем оценку нормальных кривизн х 
в любой точке X поверхности по любому направлению: 


В § 3 была получена система уравнений, которой удовле¬ 
творяют пространственные координаты точки поверхности 
с данным линейным элементом ds 2 как функции координат ы» 
на поверхности (аналог уравнения Дарбу). В настоящем пара¬ 
графе мы будем широко пользоваться этими уравнениями. 
В связи с этим напомним некоторые обозначения. 
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Пусть R — риманово пространство, в котором введена си¬ 
стема координат ѵ і . В пространстве R рассматривается поверх¬ 
ность F с координатной сетью и 1 , и 2 на ней. Пространственные 
координаты ѵ { точки поверхности являются некоторыми функ¬ 
циями координат й 1 на поверхности: 

ѵ‘ = ѵ 1 (и\ и 2 ), і=1, 2,3. 


Пусть —- векторы координатного триэдра в точке х про¬ 

странства. Тогда 

г до 1 

k ~ ди* ~ 1 * 


ди* ' 


Обозначим е* вектор в точке х пространства, связанный с 
векторами е 4 соотношениями 

e]e k = b ik . 

Положим 


д 2 ѵ® ß 

ди 1 ди* Vl1, 


pß dv r dv s 
rs du 1 du J 


f* öt,ß - 

- l »T.T = A ‘I> 


где Г*/ — символы Христоффеля для пространства, а ff/ — сим¬ 
волы Христоффеля для поверхности. Если теперь обозначить 
через ( і , / = 1, 2) коэффициенты второй квадратичной формы 
поверхности, то получаются следующие формулы: 

Ѵі) + Ai) = h) (ne*) i, j = 1, 2, 


где n — единичный вектор нормали поверхности. 

Для скалярного произведения ( ne k ) имеет место формула 


(пеі) = 



дѵ& дѵ а 

glfi g u l > ёіа ди 2 

at»“ 

I ди 1 ’ £ }а ди 2 


где |и g — дискриминанты квадратичных форм ds 2 и ds 2 — 
линейных элементов поверхности и пространства, а индексы і, 
/ различны и не равны k. 

Обозначим, наконец, через Кі гауссову кривизну поверх¬ 
ности, через Kr — кривизну пространства в двумерной пло¬ 
щадке, касающейся поверхности, и через К е =(Кі — Kr) — внеш¬ 
нюю кривизну поверхности. 

Теперь мы можем записать систему уравнений, которой удо¬ 
влетворяют пространственные координаты ѵ і точки поверхно¬ 
сти как функции внутренних координат и 1 и и 2 на поверхности. 
Вот эта система: 

(і>п + Au) (v 22 + Ли) — {ѵі 2 + Л?г) 2 = K e g (ne*) 2 . 
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Намечая доказательство теоремы, мы ввели вспомогатель¬ 
ную функцию 


w(X) 


*(Х) 

(С05<Р(Х)У ' 


В ближайших рассмотрениях, чтобы сократить выкладки, мы 
положим 

w = ax. 


Пусть Х 0 — точка поверхности F, где функция w достигает 
максимума. Введем в окрестности этой точки на поверхности 
полугеодезическую параметризацию и 1 , и 2 . Для этого в напра¬ 
влении минимальной нормальной кривизны в точке Х 0 прове¬ 
дем геодезическую у и примем ее за линию и 1 = 0. За линии 
и 2 = const примем геодезические, перпендикулярные у, а за ли¬ 
нии ы' = const— их ортогональные траектории. В качестве па¬ 
раметров ы 1 и и 2 возьмем дуги вдоль координатных линий, про¬ 
ходящих через точку Х 0 . При такой параметризации поверхно¬ 
сти ее линейный элемент будет 

ds 2 =(du 1 ) 2 +c 2 (du 2 ) 2 . 

В точке Х 0 имеем с=1, с и =с ѵ = 0, с иѵ = с ѵѵ =0, с ии = — К%. Все 
символы Христоффеля T? h отвечающие введенной параметри¬ 
зации поверхности, в точке Х 0 равны нулю. 

Обозначим теперь и(Х) нормальную кривизну поверхности 
в точке X в направлении координатной линии ы 1 и введем в 
рассмотрение функцию ш = стх. Так как и(Х) -<х(Х), причем 
в точке Х 0 достигается равенство, то функция w тоже дости¬ 
гает максимума в точке Х 0 . Поэтому, чтобы оценить w(X), до¬ 
статочно оценить w (Х 0 ) • 

Введем в окрестности точки Х 0 пространственную полугео¬ 
дезическую параметризацию ѵ * следующим образом. В качестве 
координатной поверхности о 3 =0 мы примем геодезическую в 
точке Хо поверхность Ф, касающуюся поверхности F. На по¬ 
верхности Ф введем полугеодезическую параметризацию о 1 , ѵ 2 
на базе двух геодезических, исходящих из точки Х 0 по глав¬ 
ным направлениям поверхности F. Теперь в качестве ко¬ 
ординат ѵ 1 , ѵ 2 , ѵ 3 точки пространства, близкой к Х 0 , мы берем 
снабженное знаком расстояние этой точки от поверхности Ф 
(координата у 3 ) и координаты о 1 , ѵ 2 основания геодезического 
перпендикуляра на поверхность Ф. Если воспользоваться 
формулами для символов Христоффеля в случае такого рода 
параметризации (§ 2), то легко заключить, что все символы 
Христоффеля в точке Х 0 равны нулю. 

В случае введенной нами параметризации пространства век¬ 
тор е 3 единичный и совпадает с еі. Поэтому (яез) есть косинус 
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угла, образуемого поверхностью F с координатной поверхно¬ 
стью ѵ 3 = const. Отсюда следует, что (пе з) есть отношение ди¬ 
скриминантов двух форм: ds 2 —(dv 3 ) 2 и ds 2 , т. е. 



Для того чтобы иметь некоторую аналогию с выкладками, 
проведенными в § 8 гл. V для шапок в пространстве Лобачев¬ 
ского, положим 

Ап = а, А 3 [ 2 — р, ЛІг = Y, — Keg ine^f — 6. 

Первые и вторые производные функции о 3 (и 1 , и 2 ) будем обо¬ 
значать р, q, г, s, t. Тогда уравнение изгибания, отвечающее 
£ = 3, примет форму, сходную с уравнением Дарбу. Именно, 

(r+a)(*+ Y )-(s + ß) 2 + 6 = 0. (*) 

Как указано выше, символы Христоффеля для поверхности 
и пространства в точке Х 0 равны нулю. Отсюда следует, что в 
точке Хо 

а=0, ß =0, ѵ = 0, 6=-К*, 

и уравнение (*) в этой точке принимает вид 
rt — s 2 = Кв- 

Коэффициенты второй квадратичной формы поверхности в точке 
Х 0 имеют следующие значения: 

— ^12 = 5, Я,22 = ^- 

Так как в точке Х 0 координатные линии на поверхности со- 
пряжены, то Я,і 2=0. Поэтому в точке Х 0 



Продифференцируем уравнение (*) в точке Х 0 по и 1 . По¬ 
лучим 

(г 1 + Ctj) t + (t^ + Уі) г + öj = 0. 

Отсюда 


*i + Yi = 


6і + (Г|+«і)/ 


Так как в точке Х 0 символы Христоффеля для поверхности и 
пространства равны нулю, то производные осі, ßi, уі имеют по¬ 
рядок 0(1), а 6і= (/Се) і- Поэтому 


= — 7 (п + a t ) + О (у). 


h + Уі 
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Продифференцируем теперь уравнение (*) по и 1 дважды в 
точке *о. Тогда получим 

(Гц + а п) (t + У) + (f u + Yn) (г + a) + 2 (r x + a x ) (t t + y x ) — 

- 2 (s + ß) (s n + p n ) - 2 (s x + ß x ) 2 + 6 XX = 0. 

Замечая, что t n — r^,, s xx = r x2 , s = 0, a = ß = у = 0, и подставляя 
выражение для / х +у х , будем иметь 

(Гц + a n ) / + (Г 22 + У 22 )г - 2(г х + а х ) (-£- (г х + а х ) + О (у)) - 

— 2 (г 2 + ß x ) 2 + б п = 0. 

Как было указано выше, первые производные a, ß, у в 
точке Хо имеют порядок 0(1) из-за того, что символы Христоф- 
феля равны нулю. По той же причине вторые производные а, 
ß, у имеют порядок не выше О (г). Действительно, эти произ¬ 
водные содержат производные ѵ * линейно, а Ѵц имеют поря¬ 
док Хц, т. е. не более О (г). Принимая это во внимание, мы 
можем придать нашему уравнению следующий вид: 

(г п + <х п ) t -ь (Г 22 + 022 ) t - 2 (г х + <Х Х ) у - 2 (г 2 + С^) 2 + О (-^-) + 

+ О (г 2 ) + О (г 2 ) = 0. 


Введем в это уравнение вспомогательную функцию 
w = ок. 

Так как к = Х п , а 

r + a = X n (neZ), (пе$ = (і -р 2 --%г) 2 . 


г + а = А 2 , А = 1 -р 2 --^-. 

В точке Х 0 функция w достигает максимума. Поэтому ад х = О» 
w 2 = 0. Отсюда следует, что в точке Х 0 

(г + а ) х = о» (1) г , (г + a) 2 = w 

(г + а)и = ^ + ю((І) п + т)’ ( r + a )22 = ^ 2 + a’((i) 22 + v). 

Подставляя эти выражения для производных (г+а) в ра¬ 
венство, полученное выше, будем иметь 

■j (»и'+ **r) + wi (4 )„ +т (4). - 2ш ’ (о)! 7 - 2 ’"’ (4)1+ 

+ О Ш,) + °И4),)+°И-0. 
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После соответствующей группировки членов и замены в отдель¬ 
ных слагаемых w на аг это равенство можно переписать так: 

{w n t + w^r)-^^--^-+ О + 0 ( ог (т) 2 ) + 0 И = °- 

Так как в точке Х 0 функция w достигает максимума, то в 
этой точке Отсюда получается неравенство 

_ iCfe _ Д2В. + о (f (±\) + О («г (i)J + О И > 0. 


Это неравенство в дальнейшем называется основным. 

Вычислим производные функции а. Введем в окрестности 
точки Х 0 полярную геодезическую систему координат с по¬ 
люсом О. Для этого проведем через точку Х 0 сферу S 0 с 
центром О и на этой сфере в окрестности точки Х 0 введем 
полугеодезическую параметризацию о 1 , ѵ 2 на базе двух геоде¬ 
зических, направления которых в точке Х 0 являются главными 
направлениями поверхности S 0 . Теперь в качестве координат 
произвольной точки X, близкой к Х 0 , возьмем расстояние ѵ 3 от 
точки О и координаты о 1 , ѵ 2 точки пересечения геодезического 
луча ОХ с поверхностью 5 0 . Так как нам придется пользоваться 
сразу двумя пространственными системами координат, то все 
величины, связанные с системой координат, введенной ранее, 
мы будем отмечать чертой. В некоторых случаях координату ѵ 3 
в полярной системе мы будем обозначать h. 

Так как коэффициенты второй квадратичной формы при за¬ 
данной параметризации поверхности и 1 , и 2 с точностью до знака 
сохраняются при переходе от одной пространственной параме¬ 
тризации к другой, то имеют место равенства 


■ J u + A u Ѵ Ь + А і1 
n-el) HD • 


Знак минус в правой части равенства объясняется выбором на¬ 
правлений и 3 >0 и г; 3 >0 в наших системах координат. 
Обратимся теперь к производным функции 

° = ^Г» где Л = (і— Ai —-j). 


Заметим, что в полярной геодезической системе координат 

соз 2 ф=1-А?-^. 

(і),= -2 ^~\h x h n + h 2 h u ). 


Имеем 
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Из равенств (**) при /г = 3 получается 

h n = О (г), h 12 = 0(1), /122=0(1). 

Поэтому 

Аналогично 


(i-) 2 = -2n(h 1 h 12 + h 2 h 22 )=0(l). 


Займемся теперь вторыми производными о и и о 22 . Начнем 
с производной о п : 

а п = ц ([X + 1) A"“" 2 Af - 
А і = - 2 (AjA n + А 2 А 12 ). 


Как показано выше, A« имеет порядок О (г), а Лі 2 — поря¬ 
док 0(1). Найдем главную часть Ац по г. Для этого обратимся 
к равенству (* *) при А=3, i=j= 1. В точке Хо имеем 

Ац + Лц 


Д’/* 


Отсюда 

Следовательно, 


А п = - Л ѵ Ѵ + О (1). 
Д 1 = 2А 1 Д' / Ѵ + 0(1). 


Вычислим теперь Д п в точке Х 0 . Имеем 

А и = — 2 (Л?і + Аі 2 + АіАш + А2А112) + О ( 1 ). 


Производную А ш найдем, дифференцируя равенство (**) при 
г = / = 1, А = 3. Заметим, что 

Л?, = 0(1), И =0(1), (Л?,), = О (г), 

(/гез)і = - Д Ѵі (ЛіЛп + А2А12) = Air + О ( 1 ). 

Поэтому 

А ш = - АіГ 2 - А' /а г г + О (г). 

Но 

Гі = ® (^)і + о ( ! ), 

(|) ] = - 2|хД м (AjAu + А 2 А 12 ) = 2^-'%г + О (1). 


30 А. В. Погорелое 
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Отсюда 

r x = 2 |хЛ- ѵ Ѵ 2 + О (г). 

Следовател ьно, 

Ä m — — (1 +2і*)А іГ 2 +0(г). 

Производную h 2 2 і найдем, дифференцируя равенство (**) 
при і = / = 2, k = 3 по и 1 . Получим 

*221 = - Ь'% + О (г). 

Но 

- Ке%+0(1). 

Поэтому 

*22! = 0(1). 

Подставляя значения производных h в выражение Ди, по¬ 
лучаем 

Д 11 = — 2 Дг 2 + 2 (2р. + 1 ) /г 2 г 2 + О (г). 

С помощью Ді и Дц находим, наконец, оц: 

Он = 2рД"V 2 + 2Д ^-'нУ + О (г). 

Относительно второго члена правой части этого равенства су¬ 
щественно заметить только, что он неотрицателен. И Он можно 
представить в следующей форме: 

о п = 2рД"Ѵ + (*) 2 + О (г). 

Обратимся теперь к производной о 2 2 - Имеем 
о 22 = Р (р + 1) Д'^Дг - рД' м Д 22 , 

А 2 = — 2 (*і*і 2 + * 2 * 22 )- 
Из равенств (* -*) получаем в точке Х 0 

*12 = — Л 3 \2, *22 = — ЛІ2 + О 
А 3 2 — Г 2 у0[0 2 , А 22 — rf/V 2 v 2 . 

Символы Христоффеля Г?/ в точке Х 0 имеют следующие зна« 
чения (§ 2 ): 

Г// = 0 при іф), Гц = а\\, 1^2 = 022 ) Г 33 = О, 

где а» и а 22 — главные кривизны сферической поверхности 
i» 3 =const в точке Х 0 . Таким образом, 

А 3 і 2 = а\\ѵ\ѵ\ + а. 22 .ѵ\ѵ\, 

Л22 = a u (*4) 2 + a 22 {vff . 
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Пусть ан — меньшая из главных кривизн. Тогда, так как 

(^ + ($ 2 + ЛІ=1, 

то 

А22 = Ö11 (і — Л 2 ) + (ö22 — Ян) (of ) 2 ■ 

И следовательно, 

А22 >ЯцА. 

Полагая для краткости АІ 2 = а, Ai 2 = ft, можем записать 
Д 2 = — 2 (аЛ 2 + ftftj), 

где а ограничено снизу, если а.ц не обращается в нуль. Заме¬ 
тим, что а и ft не зависят от р. 

Вычислим теперь Д 22 . Имеем 

Д 22 = — 2 (А?, + /гІ 2 + * 1*221 + ft 2 ft 222 ). 

Отсюда 

А 22 == — 2 {h x h 2 2 i + * 2 * 222 ) — (*) 2 . 

Третьи производные ft находим с помощью равенств (**). 
В точке Х 0 

ft 221 = — (А22) — ^іА ,г — t (А /*),. 

Так как (А 22 )і содержит вторые производные v h только вида v k \ 2 , 
а они имеют порядок 0(1), то 

С4)і = о(і) 

и оценивается независимо от р. Выражение 

t (Д 1/, )і = о ( 1 ), 

и оно тоже оценивается независимо от р. Рассмотрим / t A'A. 
Имеем 

/і = _-^1+0(1), г, = 2pA- ,/j A,r 2 + О (г). 

Отсюда 

/ 1 Д , '«=_2ріСЛ + 0(1). 

Суммируя найденные выражения отдельных членов * 2 21 , полу¬ 
чаем 

*221 = 2р/СА + о (1), 
где 0(1) оценивается независимо от р. 

Аналогично находится третья производная Лщг. Опуская вы¬ 
кладки, приведем результат: 

Л222= 0(1) + ЦО(|), 
где 0(1) оценивается независимо от р. 
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Теперь мы можем записать Д 22 в виде 

Д 22 = - (*) 2 - 4 »Keß + Ahi + В h 2 + О (1), 

где А и В оцениваются независимо от р. 

Составим, наконец, выражение 022 : 

022 = р (ц + 1 ) д -ц_2 ді - fxA"^" I A 22 . 

Подставляя сюда значения Д 2 и Д 2 2 , получим 

° 22 = ^ ^ {ah2 + bhl) 2 + + + ^ B ' h2+ (* )2+0 ( т ) [ 

Мы получили следующее неравенство в точке Х 0 поверхно¬ 
сти F, где функция w достигает максимума: 

- ^ + О (f- Д) + о(ог (Д) + о и>0. 

Подставляя сюда значения производных 0 , будем иметь 

А -|і I - 2цК е г 2 - ( ah 2 + bhtf - — д^ 1 + МЛ, + рЯЛ 2 j + 

+ Cr 2 + (*)>0, 

где С — некоторое ограниченное выражение, не зависящее от р, 
а (*) — выражение, имеющее по г порядок роста меньше г 2 . 
Разделим это неравенство на Д^ и введем вместо г функцию 
ш=гД~і*. Получим 

- 2vKeW 2 - {(ah 2 + Ыц? + /С е ДЛі} + 

+ \iw\Äh x + В 7і 2 ) + СД^оу 2 + (*)> 0 , (***) 

где не выписаны члены, имеющие порядок роста по w 
меньше иу 2 . 

Величина |а| может быть оценена снизу положительным 
числом. Это эквивалентно тому, что оценивается снизу поло¬ 
жительным числом нормальная кривизна сферической поверх¬ 
ности S 0 (v 3 =h= const), проходящей через точку Х 0 . По по¬ 
строению координатных линий о 1 и ѵ 2 на поверхности S 0 в 
точке Х 0 они направлены по главным направлениям. Пусть для 
определенности минимальная нормальная кривизна поверхно¬ 
сти S 0 соответствует направлению о 1 в точке Х 0 . Так как ли¬ 
ния о 1 , проходящая через точку Хо, является геодезической на 
поверхности сферы S 0 , то интересующая нас нормальная кри¬ 
визна ап будет геодезической кривизной линии v 3 =const на 
координатной поверхности o 2 =const, проходящей через точку Х 0 . 
Линейный элемент этой поверхности 

ds 2 = (do 3 ) 2 + с 2 (do 1 ) 2 . 
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Так как поверхность ѵ 2 = const образована геодезическими 
пространства R, то ее внешняя кривизна неположительна, а сле¬ 
довательно, гауссова кривизна тоже неположительна. Обозна¬ 
чим для краткости ѵ 3 =и, ѵ 1 = ѵ. Тогда 

ds 2 = du 2 + с 2 dv 2 . 

Гауссова кривизна 

Отсюда, так как К < О, 

Сии^О. 

Геодезическая кривизна кривой и — const вычисляется по 
формуле 



Таким образом, оценка снизу положительным числом нормаль¬ 
ной кривизны |йц| находится в зависимости от такой оценки 
для IСи і . Но в точке и— 0 имеем с и = 1 . А так как с ии ^ 0 , то 
Си ^ 1 для всех и. Таким образом. 



И существование положительной оценки снизу для величины 
|ац|, а следовательно, и для выражения |сі| достаточно оче¬ 
видно. 

Пусть теперь положительные постоянные а 0 , Ь 0 , с 0 удовле¬ 
творяют условиям 

а 0 <\а\, К е Ь>с 0 . 

Рассмотрим квадратичную форму 

4> = (ah 2 + bh 1 f + KAh 2 l 

при Лі + Аг^І. Определим положительное число ео, удовлетво¬ 
ряющее условиям 

е 0<"2» ~2~ ~ ^0 е 0 > "У • 

Очевидно, при hi ^ ео 
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Обозначим ©о меньшее из двух чисел СоВо и (яо/3) 2 . Тогда в лю¬ 
бом случае ©>а 0 >0. 

И следовательно, если h \ + Лі>е, то 

(ah 2 + bh\f + /( е ДАі >е 2 <»о. 

Условия, которыми опредёляется число е 0 , ограничивают его 
только сверху. Именно, 

e 0 <min{i, 

Определяя постоянные Ко и D неравенствами 

0 <К о <Ке, М'|<0, |ß'|<D, 

потребуем для числа е 0 выполнения условия 

2e 0 D<7C 0 , 

которое, очевидно, не противоречит предыдущим: 

0 <vS-J. 

Тогда при Л? + /і1<е 2 

-Ke + A% + B'h 2 ^0. 

Теперь мы определим положительную постоянную р, кото¬ 
рая входит в выражение до: 



Прежде всего мы возьмем число р настолько большим, чтобы 
при h\ + АІ>е было 

4и 2 4іі 2 К А? 

— ( ah 2 + ftAj) 2 -+ р A'h x + pß'A 2 < О, 


Это условие выполняется, если 

— р 2 е 2 ю 0 + 2pDe ^ О, 


т. е. при условии 




Потребуем, наконец, чтобы р было настолько большим, что 
ptf 0 >C+l. 

Теперь мы утверждаем, что нашему неравенству (*#*) 
можно придать следующую форму: 

-до 2 + (*)> О, 
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где (*) обозначает выражение, имеющее порядок роста отно¬ 
сительно w меньше w 2 . Действительно, в точке Х 0 поверхно¬ 
сти F, где w достигает максимума, выполняется одно из усло¬ 
вий: либо Л| + ЛІ > е 2 , либо Лі + /* 2 <е 2 . В первом случае 

—— I (ah 2 + bh\f + R e Ah 2 1 -I- \iw 2 (A hi + В h^) ^ 0, 

— pK e w 2 + CA^w 2 ^ — w 2 , 

и, следовательно, — w 2 + (*) ^ 0. Во втором случае 

- {( ah 2 + bh lf + KebhVl < 0 , 

— \iK e w 2 + іш 2 ( A'h x + B'h 2 ) < 0, 

— vK e w 2 + CAV< — w 2 

и, следовательно, снова — w 2 + (*) 0. 

Из неравенства 

— w 2 + (*) > 0 , 

так как (*) имеет порядок роста меньше w 2 , следует, что w 
не может быть слишком большим, и для него, таким образом, 
существует оценка сверху. Установление оценки для w дает 
оценку и для нормальных кривизн поверхности, так как 

W. 

В заключение заметим, что приведенное доказательство тео¬ 
ремы об установлении оценок нормальных кривизн поверхно¬ 
сти проходит без изменений и в том случае, если условие пол¬ 
ноты пространства R заменить требованием, чтобы поверх¬ 
ность F ограничивала гомеоморфную шару область. 

§ 10. ПоЛное решение проблемы 
об изометрическом погружении 

В настоящем параграфе мы дадим полное решение про¬ 
блемы об изометрическом погружении двумерного, гомеоморф- 
ного сфере риманова многообразия в трехмерное риманово про¬ 
странство в виде следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть R — полное трехмерное риманово про¬ 
странство и М — замкнутое, гомеоморфное сфере риманово 
многообразие с гауссовой кривизной, всюду большей некоторой 
постоянной с ( большей, меньшей или равной нулю). Тогда, 
если кривизна пространства R всюду меньше с, то М допускает 
изометрическое погружение в R в виде регулярной поверх¬ 
ности F. 

Более того, это погружение можно осуществить так, чтобы 
данный двумерный элемент « многообразия М (точка S и пучок 
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направлений в ней) совпал бы с данным , изометричным а 
двумерным элементом а' в пространстве R и поверхность F 
располагалась бы по заданную сторону от площадки эле¬ 
мента а'. 

Если метрика пространства R и многообразия М дифферен¬ 
цируемы k раз (£ >• 6), то поверхность F дифференцируема по 
крайней мере ( k — 1) раз. 

Если метрика пространства R и многообразия М аналити¬ 
ческие, то поверхность F аналитическая. 

Доказательство теоремы 1 мы проведем сначала в случае, 
когда пространство R имеет неположительную кривизну 
(с^О). А затем рассмотрим общий случай. План доказатель¬ 
ства такой же, как и в § 8. Он включает три пункта. 

1. Доказывается существование непрерывного семейства 
многообразий М и содержащего данное многообразие М и мно¬ 
гообразие М 0 , заведомо погружаемое. 

2. Доказывается, что если многообразие Mt погружаемо, то 
близкие к нему многообразия семейства также погружаемы. 

3. Доказывается, что если каждое многообразие Mt семей¬ 
ства погружаемо и t n ~* t*, то многообразие M t * погружаемо. 

По поводу доказательств утверждений, содержащихся в упо¬ 
мянутых трех пунктах, заметим следующее. Доказательство 
утверждения о том, что многообразия M t , близкие погружаем 
мому, погружаемы, данное в § 8, существенно опирается только 
на то, что гауссова кривизна многообразия M t больше кривизны 
пространства. Поэтому, если мы сумеем построить семейство 
многообразий M t таким образом, чтобы их гауссовы кривизны 
были больше с, то утверждение п. 2 можно считать дока¬ 
занным. 

Доказательство утверждения, содержащегося в п. 3, о по¬ 
гружаемости многообразия Mf существенно опирается только 
на возможность установить априорные оценки для нормальных 
кривизн поверхностей F t , изометричных многообразиям M t . Со¬ 
гласно теореме § 9 такие оценки мы можем гарантировать при 
условии, что гауссовы кривизны поверхностей больше кривизны 
пространства. Таким образом, утверждение п. 3 можно считать 
доказанным, если указанным выше образом будет построено 
семейство многообразий M t 

Итак, для того чтобы доказать нашу теорему, достаточно 
построить непрерывное семейство многообразий M t с гауссо¬ 
выми кривизнами, большими с, содержащее данное многообра¬ 
зие М и многообразие М 0 , заведомо погружаемое в R. Построим 
такое семейство. 

Проведем из точки О л в пространстве R полугеодезическую, 
перпендикулярную площадке пучка а л , таким образом, чтобы 
направление обхода пучка с направлением полугеодезической 
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в Од образовало правый винт. На полугеодезической возьмем 
близкую к Од точку S и радиусом SO R опишем из центра S 
сферическую поверхность ©. Эта поверхность является регуляр¬ 
ной (по крайней мере k раз дифференцируемой) и выпуклой. 
Следовательно, гауссова кривизна © больше кривизны про¬ 
странства в площадках, касающихся и, в частности больше с. 
Пучок направлений на со, совпадающий с ад, обозначим а ш . 

Возьмем теперь пространство Лобачевского кривизны с и 
построим в нем выпуклые регулярные поверхности F и со, изо- 
метричные М и © соответственно*). Возможность такого по¬ 
строения гарантируется соответствующей теоремой А. Д. Але¬ 
ксандрова и теоремой о регулярности выпуклой поверхности 
с регулярной метрикой в пространстве Лобачевского (§ 8 гл. V). 
Не ограничивая общности, можно считать, что пучки а поверх¬ 
ностей |и© совпадают, а сами поверхности располагаются по 
одну сторону плоскости этих пучков. В противном случае одну 
из поверхностей можно было бы отразить зеркально в плоско¬ 
сти пучка. 

Отобразим пространство Лобачевского, в котором построены 
поверхности F и ©, геодезически на внутренность евклидова 
шара (интерпретация Кели — Клейна_пространства Лобачев¬ 
ского). При этом поверхностям F и © будут соответствовать 
замкнутые выпуклые поверхности евклидова пространства вну¬ 
три шара с общей точкой О и общей касательной плоскостью 
в этой точке. Будем обозначать эти поверхности F и © соответ¬ 
ственно. 

Пусть Нр и Н а — опорные функции поверхностей Іи©. По¬ 
строим семейство выпуклых поверхностей Ft, задаваемых опор¬ 
ными функциями: 

H t = tHp+(l — t)H Q , 

В этом семействе при t= 1 содержится поверхность F, а при 
<=0 — поверхность ©. 

Возьмем на внутренней нормали поверхностей F и © в 
точке О точку Q, расположенную внутри обеих поверхностей, 
а следовательно, внутри всех поверхностей F t . Определим те¬ 
перь семейство метрик M t . Все эти метрики мы будем задавать 
на поверхности F. Итак, пусть X и У — две произвольные точки 
на поверхности F. Определим расстояние между ними в ме¬ 
трике Mt. Для этого спроектируем точки А и У на поверх¬ 
ность F t \ полученные точки обозначим X t и Y t . Назовем рас¬ 
стоянием между точками А и У в метрике M t расстояние между 
точками Х { и У( на поверхности F t в метрике Лобачевского, 

*) В случае с=0 берем евклидово пространство. 
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Так как поверхность F t строго выпуклая при любом t 
(О то гауссова кривизна многообразия с метрикой M t 

больше кривизны пространства Лобачевского, т. е. больше с. 
Итак, мы построили непрерывное семейство многообразий M t , 
содержащее заданное многообразие М, заведомо погружаемое 
многообразие М 0 (изометричное со), и гауссова кривизна ка¬ 
ждого многообразия M t всюду больше с. Тем самым доказана 
теорема 1. 

Рассмотрим теперь общий случай. Прежде всего заметим, 
что в пп. 1 и 2 доказательства условие неположительности кри¬ 
визны пространства R несущественно. Оно существенно только 
в п. 3 и понадобилось при установлении оценки нормальной 
кривизны поверхности Ft, изометричной M t . Таким образом, для 
доказательства теоремы 1 достаточно показать погружаемость 
многообразия Mr , предельного для погружаемых, без предполо¬ 
жения о неположительности кривизны пространства R. При этом 
мы можем считать, что с>0, так как случай с -< 0 рассмотрен. 

Пусть S — точка пространства R, из которой исходят напра¬ 
вления пучка а'. Построим накрывающее риманово многообра¬ 
зие Ro для шара Q радиуса п/Ус с центром в точке S. Для 
этого возьмем в евклидовом пространстве шар Qo радиуса п/Ус 
и установим изометрическое соответствие между направле¬ 
ниями пространства R в S и направлениями в евклидовом про¬ 
странстве в центре So шара Qo. 

Пусть X — произвольная точка шара Q 0 . Соединим ее с цен¬ 
тром S 0 прямолинейным отрезком. В соответствующем напра¬ 
влении из S проведем геодезическую и отложим на ней отрезок, 
равный SoX. Конец этого отрезка обозначим X'. Так мы полу¬ 
чим отображение евклидова шара Qo на шар Q в римановом 
пространстве R. Это отображение локально топологическое, так 
как кривизна пространства R меньше с, и следовательно, на 
геодезической, исходящей из S, нет точек, сопряженных S на 
расстоянии, меньшем я /Ус. Зададим внутри шара Qo рима- 
нову метрику, принимая за расстояние между близкими точ¬ 
ками X и У расстояние между их образами в R. Полученное 
при этом риманово многообразие R 0 является накрывающим 
для R в Q. Для того чтобы погрузить изометрически М в R, 
достаточно М погрузить изометрически в R 0 , а затем указан¬ 
ным образом отобразить R 0 в R. Таким образом, мы можем 
ограничиться рассмотрением погружения многообразия М в на¬ 
крывающее многообразие R 0 . 

Возьмем многообразие М 0 семейства М и заведомо погру¬ 
жаемое. По доказанному многообразия M t , близкие к М 0 , тоже 
погружаемы. Соответствующие им поверхности F t получаются 
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непрерывной деформацией F 0 . Мы утверждаем, что каждая из 
поверхностей F t ограничивает гомеоморфное шару тело Vt и 
однозначно проектируется геодезическими лучами, исходящими 
из S 0 . Это свойство очевидно для поверхности F 0 , которая пред¬ 
ставляет собой малую сферу. По непрерывности семейства F t 
указанное свойство может нарушиться только, если при неко¬ 
тором t отрезок геодезического луча, соединяющего точку А 
поверхности F t с So, коснется поверхности в точке А. Но это 
невозможно, так как тогда этот отрезок окажется по крайней 
мере частично вне тела, ограниченного поверхностью F t , ввиду 
ее строгой выпуклости. 

Заметим еще, что все поверхности F t содержатся внутри 
шара радиуса я/ѴѴ, с'>с, с центром S 0 . Действительно, гаус¬ 
сова кривизна поверхности F t строго больше с, следовательно, 
больше некоторого </>с, так как множество значений пара¬ 
метра t замкнуто. Внутренний диаметр поверхности с гауссовой 
кривизной, большей с'> 0, меньше л/уѴ. А так как поверх¬ 
ность F t проходит через точку S 0 , то она содержится в шаре 
радиуса я /Y о с центром So. 

Обозначим t* верхнюю грань таких значений параметра t, 
что при любом t < t* многообразие M t изометрически погру¬ 
жается в Ro. Мы утверждаем, что многообразие Mt* погру¬ 
жаемо. Для доказательства достаточно показать, что для по¬ 
верхностей F t при малом 1 1 — t* I можно указать оценку сверху 
нормальных кривизн, не зависящую от t. Допустим, многооб¬ 
разие Mr не допускает изометрического погружения в R 0 в 
виде регулярной поверхности и, следовательно, для поверхно¬ 
стей F t при t, близких к t*, не существует оценки нормальных 
кривизн, не зависящей от t. Это значит, что среди поверхно¬ 
стей F t при любом я>0 можно указать такую поверхность Ft , 
для которой — f„|<l/n , а максимум нормальной кривизны 
больше п. Пусть этот максимум на поверхности F t достигается 
в точке Р п • Не ограничивая общности, можно считать, что по¬ 
следовательность точек Р п сходится к некоторой точке Р 0 . 

Возьмем шар G 0 с центром в точке Р 0 , настолько малый, 
чтобы любые две его точки соединялись единственной кратчай¬ 
шей в R 0 . Пусть (On — часть поверхности Ft , содержащейся 
внутри шара Go. Очевидно, она представляет собой выпуклую 
поверхность и является областью на границе выпуклого тела, 
которое получается в пересечении Vt и Go. Не ограничивая 
общности, можно считать, что последовательность выпуклых по¬ 
верхностей Шп сходится к некоторой общей выпуклой поверх¬ 
ности ©о. Эта поверхность имеет положительную внешнюю кри¬ 
визну. Отсюда, как и в случае евклидова пространства, можно 
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вывести, что она строго выпуклая, т. е. не содержит геодезиче- 
ских отрезков R 0 . 

Соединим произвольную точку А поверхности шо с точкой Р 0 . 
Пусть ■О(Л) — угол, который образует внутренняя нормаль к coo 
в точке А с направлением кратчайшей АР 0 . В силу строгой вы¬ 
пуклости поверхности ш 0 угол Ф(Л)<я/2 и для всех точек А, 
которые удалены от Р 0 на расстояние, не меньшее е>0, 
Ч>(Л) < ^— г) (е) , где т) (е) больше нуля. 

Точка Р 0 на поверхности со 0 не может быть конической. По¬ 
этому через нее проходит некоторая геодезическая у 0 , касаю¬ 
щаяся поверхности со 0 - Проведем полугеодезическую у' из 
точки Р 0 внутрь тела, на границе которого расположена поверх¬ 
ность соо, так, чтобы она образовала с геодезической уо в 
точке Р 0 угол меньше г](е)/2. На полугеодезической у' возьмем 
точку Р'. Если точка Р' достаточно близка к Р 0 и вместо 
точки Р 0 при определении угла О (Л) взять точку Р', то этот 
угол для точек А, удаленных от Р 0 на расстояние, большее е, 
тоже будет меньше л/2 — т)(е). В силу сходимости ш„ к ш 0 при 
достаточно большом п угол Ф(Л), определяемый для поверх¬ 
ности ш„ и точки Р', также будет меншье л/2 — т](е) при АР 0 <е, 
а при А=Р п этот угол больше я/2 — т) (е) /2. 

Определим теперь на поверхности <о„ функцию 
* ( х ) 

(cosQ(X) ’ 

где к(Х) —максимальная нормальная кривизна в точке X, 
О(Х)—угол, образуемый внутренней нормалью поверхности 
с направлением полугеодезической ХР' в точке X, а р, —неко¬ 
торая положительная постоянная. При достаточной близости 
con к ©о для каждой точки X, удовлетворяющей условию 
ХР 0 >г, 

w(X)<w(P n ). 

Действительно, по определению точки Р п имеем х(Х)^.х(Р п ). 
Далее, fl (Z) < -f — л (е), а <ЧР„) > -f - ^ . Отсюда ф(Х)< 
<■0 (Рп), и, следовательно, w(X)<w{P n )- 

Так как при ХР 0 >е функция Ш(Х) <w(P n ), то ее максимум 
достигается в некоторой точке Х 0 , удаленной от точки Р 0 на 
расстояние, не большее е, следовательно, на расстояние, не 
большее е+Р 0 Р', от точки Р'. 

Теперь мы вводим в окрестности точки Р' полярную геоде¬ 
зическую систему координат и повторяем дословно доказатель¬ 
ство теоремы об оценках из § 9. В этом доказательстве непо¬ 
ложительность кривизны пространства играла роль только при 
установлении положительности внешней кривизны сферической 
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поверхности о 3 = const, проходящей через точку Х 0 . Теперь это 
имеет место независимо от кривизны пространства из-за ма¬ 
лости радиуса Р'Х 0 этой поверхности. 

Установление оценки для w есть вместе с тем установление 
оценки для х(Р„). Но по предположению x(P n )>«, и мы при¬ 
ходим к противоречию. Таким образом, многообразие Mr по¬ 
гружаемо, а следовательно, погружаемо и данное многообра¬ 
зие М. Теорема доказана. 

Замечание. Как видно из доказательства теоремы 1, 
требование полноты пространства R несущественно. Достаточ¬ 
но, чтобы шар радиуса d, равного внутреннему диаметру мно¬ 
гообразия М, с центром в точке S был компактным. Или, что 
то же самое, чтобы расстояние точки S от границы R было 
больше d. 

А. А. Дубровин доказал, что теорему 1 в части регуляр¬ 
ности погружения можно улучшить, если воспользоваться ре¬ 
зультатами Е. Хейнца об оценках решений уравнений Мон- 
жа — Ампера эллиптического типа. Именно, если метрика про¬ 
странства R и погружаемого многообразия М принадлежат 
классу С", п>3, то поверхность F, существование которой 
утверждается теоремой 1, принадлежит классу С п-1 + Ѵ , 0<ѵ<1. 

Полное решение вопроса об оценках нормальных кривизн 
позволяет усилить другие теоремы § 8. 

Теорема 2. Поверхность F, существование которой утвер¬ 
ждается теоремой 1, двумерным элементом а' определяется 
однозначно. 

Теорема 3. Если в полном римановом пространстве с кри¬ 
визной в двумерных площадках, меньшей с, даны две гомео- 
морфные сфере регулярные изометричные поверхности Р 4 и Р 2 
с гауссовой кривизной, большей с, то одна поверхность допу¬ 
скает непрерывное изгибание в другую. 

§11. Изометрические преобразования 
пунктированной поверхности 
в евклидовом пространстве 

Пусть F — замкнутая регулярная выпуклая поверхность в 
евклидовом пространстве. Поверхность F', которая получается 
из F удалением конечного числа точек Р ь ..., Pk, мы будем 
называть пунктированной в этих точках. В настоящем пара¬ 
графе мы рассмотрим вопрос о возможности нетривиальных 
изометрических преобразований пунктированной поверхности. 

Пусть F — замкнутая регулярная выпуклая поверхность 
с положительной кривизной, пунктированная в одной точке S. 
Покажем, что такая поверхность не допускает иных изометри¬ 
ческих преобразований, кроме тривиальных. Действительно, 
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пусть Fi — регулярная поверхность, изометричная F. _Построим 
выпуклую оболочку поверхности F u обозначим ее Fi. Могут 
представиться _два случая: либо точка Si, соответствующая S, 
принадлежит Fi, либо она лежит внутри Fi. Рассмотрим сна¬ 
чала второй случай. 

Так как точка Si лежит внутри Fi, то Fi является гладкой 
выпуклой поверхностью. Каждая точка строгой выпуклости Fi 
является точкой F t . И так как полная кривизна поверхности Fu 
равная 4л, сосредоточена на множестве точек строгой выпук¬ 
лости, то все точки поверхности /ч должны принадлежать F\. 
Вместе с тем точки, достаточно близкие к Si, лежат внутри Fi. 
И мы приходим к противоречию. 

Рассмотрим первый случай: точка S t лежитна выпуклой 
оболочке Fi. Допустим, кривизна поверхности Fi в точке S 4 
равна нулю. Тогда, рассуждая как и раньше, мы приходим 
к выводу, что вся поверхность F і лежит на Fi, а следовательно, 
является выпуклой поверхностью. Поэтому, если мы пополним 
поверхности F и /ч точками S и S t соответственно, то получим 
две замкнутые изометричные выпуклые поверхности, а они, 
как известно, равны. Следовательно, равны поверхности F и F x . 

Пусть теперь кривизна выпуклой оболочки F t в точке S t 
отлична от нуля и, таким_образом, точка Si является кониче¬ 
ской точкой поверхности Fi._ Проведем через точку Si опорную 
плоскость осо поверхности Fi таким образом, чтобы точка S t 
была единственной общей точкой плоскости а 0 и поверхности Fi. 
Провести такую плоскость возможно, так как точка Si является 
конической. 

Возьмем теперь произвольную плоскость а, параллельную ссо 
и пересекающую поверхность / 4 . Пусть G — множество тех то¬ 
чек поверхности F, которым по изометрии на /4 соответствуют 
точки, расположенные в том из полупространств, определяе¬ 
мых плоскостью а, которое не содержит точку S 4 . Пусть G' — 
связная компонента G, и öl - соответствующая ей область на 
Fi. Область Gi представляет собой выпуклую поверхность с 
краем в плоскости а (§ 5 гл. IX). 

Пусть теперь плоскость а неограниченно приближается к сс 0 . 
Тогда поверхность Gi переходит в замкнутую поверхность, 
пунктированную в точке Si. Действительно, так как Si единст¬ 
венная общая точка поверхности .Fi и плоскости ехо, то край по¬ 
верхности G и будучи расположен в плоскости а, стягивается к 
точке Si при а— «-ао- Отсюда следует, что при а—>а 0 область G' 
распространяется на всю поверхность F, и поверхность /4 пред¬ 
ставляет собой замкнутую выпуклую поверхность, пунктирован¬ 
ную в точке Si. После этого мы заключаем о равенстве поверх¬ 
ностей F и Fi, как и в предыдущем рассмотрении. 
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Итак, замкнутая выпуклая поверхность, пунктированная в 
одной точке, не допускает иных изометрических преобразова¬ 
ний, кроме тривиальных. 

Иначе обстоит дело в том случае, когда поверхность пунк¬ 
тирована в двух точках. Рассмотрим, например, сферу, пунк¬ 
тированную в двух диаметрально противоположных точках S 
и S'. Разобьем сферу на п равных двуугольников меридианами 
m k , соединяющими полюсы S и S'. Из каждого двуугольника 
образуем замкнутую поверхность путем склеивания сторон. 
В результате получатся веретенообразные поверхности враще¬ 
ния постоянной кривизны. Все эти поверхности совместим так, 
чтобы линии склеивания совпадали, и разрежем их по линиям 
склеивания. А теперь склеим снова полученные двуугольники 
в том же порядке, как они расположены на поверхности сферы, 
и удалим их вершины. В результате получится поверхность, 
изометричная сфере, пунктированной в точках S и S'. Так как 
число п в описанном построении произвольно, то существует по 
крайней мере счетное множество поверхностей, нетривиально 
изометричных сфере, пунктированной в двух точках. 

Аналогично можно построить нетривиально изометричные 
поверхности для любой замкнутой поверхности вращения, 
пунктированной в полюсах. 

Естественно поставить следующий вопрос. Пусть F — про¬ 
извольная замкнутая выпуклая поверхность, пунктированная в 
двух произвольных точках. Спрашивается, допускает ли она 
нетривиальные изометричные преобразования? Утвердительный 
ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 

Теорема. Всякая регулярная замкнутая, с положитель¬ 
ной кривизной, выпуклая поверхность, пунктированная в лю¬ 
бых двух точках, допускает по крайней мере счетное множе¬ 
ство нетривиальных изометрических преобразований в классе 
регулярных поверхностей. 

Для доказательства этой теоремы построим сначала спе¬ 
циальное риманово пространство неположительной кривизны. 

Введем на плоскости полярные координаты р, ф и построим 
функцию <р(р), удовлетворяющую следующим условиям: 

1. Функция ф(р) достаточно регулярна. 

2. При р > е>0 функция ф(р) =0. 

3. При р<е функция ф(р)<0. 

Очевидно, такая функция строится без труда. 

Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение 

£" + аф(р)£=0, 

где а — положительный параметр. Обозначим g(p, а) реше¬ 
ние этого уравнения, которое при р=0 удовлетворяет условиям 
*(0, а)=0, g'(0, а) = 1. 
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Очевидно, функция g(p, а) неотрицательна, обращается в нуль 
только при р = 0, а при р^е является линейной функцией. 

Определим в плоскости с полярными координатами р, О 
метрику линейным элементом 

ds 2 = dp 2 + g 2 d№. 

Риманово многообразие, которое при этом получается, имеет 
гауссову кривизну 

К — — — «ф ^ 0. 

Интегральная кривизна многообразия равна 

и = J J (Хф£ dp dü = — J J g" dpdft = — 2n (g' (e, а) — 1). 

Если a=0, то g'{z, a) = l и, следовательно, ш=0. При доста¬ 
точно большом а, очевидно, g'{e, а) сколь угодно велико и, 
следовательно, сколь угодно велико по абсолютной величине ш. 
Подберем параметр а так, чтобы 

(о = —2л (л — 1), 

где п — целое положительное число. 

Зададим теперь в евклидовом пространстве с цилиндриче¬ 
скими координатами р, О, h метрику линейным элементом 

ds 2 = dp 2 + g 2 dO 2 + dh 2 . 

Полученное при этом риманово пространство будем обозна¬ 
чать R. Изучим кривизну пространства R. 

Пространство R симметрично относительно каждой поверх¬ 
ности h = const. Действительно, отображение пространства R 
на себя, при котором точке с координатами р, О, h+t, сопо¬ 
ставляется точка с координатами р, О, h — £, является изомет¬ 
рическим. Отсюда следует, что каждая поверхность h = const 
является вполне геодезической. Так как поверхность h =const 
вполне геодезическая, то кривизна пространства в двумерной 
площадке dh -О совпадает с гауссовой кривизной поверхности 
h = const. Поверхность h = const имеет линейный элемент dp 2 + 
+ g 2 dO 2 , и, следовательно, ее гауссова кривизна 

К = —-у^ а Ф<°. 

Таким образом, кривизна пространства R в двумерных пло¬ 
щадках dh = 0 неположительна, а при р>е равна нулю. 

Точно так же пространство R симметрично относительно по¬ 
верхности О = const. Следовательно, поверхность О= const яв- 
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ляется вполне геодезической и кривизна пространства R в 
площадках d&= 0 равна гауссовой кривизне этой поверхно¬ 
сти. Поверхность Ф= const имеет евклидов линейный элемент 
dp 2 +dh 2 , а следовательно, ее гауссова кривизна равна нулю. 
Итак, кривизна пространства R в двумерных площадках db— О 
равна нулю. 

Рассмотрим, наконец, кривизну пространства R в двумер¬ 
ных площадках ф = 0. Для этого заметим, что поверхность 
р = const изометрична евклидову цилиндру, а значит, имеет ну¬ 
левую гауссову кривизну. Кроме того, эта поверхность имеет 
нулевую внешнюю кривизну, так как геодезические h на этой 
поверхности являются линиями кривизны в силу симметрии 
пространства относительно плоскостей t> = const. Так как вну¬ 
тренняя и внешняя кривизны поверхности р = const равны нулю, 
а следовательно, равны друг другу, то кривизна простран¬ 
ства R в площадках, касающихся этой поверхности, т. е. в пло¬ 
щадках dp = 0, равна нулю. 

Так как пространство R симметрично относительно поверх¬ 
ностей h = const и О = const, то направления координатных ли¬ 
ний h и О, а следовательно, и координатных линий р, являются 
главными направлениями индикатрисы Римана. Таким обра¬ 
зом, кривизна пространства R в двумерных площадках, отве¬ 
чающих главным направлениям индикатрисы Римана, неполо¬ 
жительна. Отсюда следует, что она неположительна в любой 
двумерной площадке. 

Так как при р>е кривизна пространства в главных дву¬ 
мерных площадках dp=0, dft= 0 , dh= 0 равна нулю, то в об¬ 
ласти Ro, определяемой условием р>е, пространство R ло¬ 
кально евклидово. 

Итак, построенное нами риманово пространство R является 
пространством неположительной кривизны, а в области R 0 оно 
локально евклидово. 

Построим теперь специальное локально евклидово про¬ 
странство Е. Для этого введем в пространстве декартовы коор¬ 
динаты х, у, z и сделаем в нем разрез по полуплоскости у = О, 
х^-0. Возьмем п экземпляров пространств Ей .... Е п с таким 
разрезом и произведем склеивание этих пространств по бере¬ 
гам разрезов, причем таким образом, чтобы скеливались бе¬ 
рега разрезов Е { и Е і+1 , примыкающие к полупространствам 
у> 0 и у< 0 соответственно. В результате такого склеивания 
получится локально евклидово пространство Е с особенностью 
вдоль оси z. Обозначим Е 0 область пространства Е, состоящую 
из точек, удаленных на расстояние, большее е' от оси г. 

Очевидно, локально евклидовы пространства R 0 и Е 0 изо- 
метричны, если край р = е поверхности h = const имеет гео¬ 
дезическую кривизну, равную 1/е', А так как геодезическая 
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кривизна края р = е поверхности h = const равна k g = ^ , то 

условие изометрии пространств R 0 и E 0 состоит в том, чтобы 

Ш' (е, а) ^ 1 
8 ( е > а ) е' ‘ 


Покажем, что е' стремится к нулю вместе с е. Действи- 
тельно, 

g'(e, а) = п, g'( р, а)<л, g(0, а) = 0. 


Отсюда g(e, а)<пб, 

g' (е, а) 1 

8 (е, а) *=е ' 

Следовательно, е'<е, а значит, е' стремится к нулю, когда 

е — 0. 

Перейдем теперь к доказательству теоремы. 

Пусть F —регулярная замкнутая выпуклая поверхность с 
положительной кривизной в евклидовом пространстве, S и 
S' — две произвольные точки на поверхности F. Построим ри- 
маново пространство R неположительной кривизны так, как 
это было сделано выше. По теореме об изометрическом по¬ 
гружении двумерного риманова многообразия в трехмерное 
риманово пространство неположительной кривизны поверх¬ 
ность F можно изометрически погрузить в R, причем это погру¬ 
жение можно осуществить так, что точка S перейдет в задан¬ 
ную точку пространства А и пучок направлений a F в точке 5 
на F перейдет в заданный, изометричный a F пучок направле¬ 
ний в точке А пространства, а направление обхода с напра¬ 
влением внутренней нормали поверхности будет образовывать 
прарый винт. 

Возьмем два перпендикулярных направления ti и 4 в точ¬ 
ке 5 поверхности F. На оси s (р=0) пространства R возьмем 
точку Лив ней два перпендикулярных направления t\ и t 2 . По 
теореме об изометрическом погружении поверхность F можно 
изометрически погрузить в R так, что точка S перейдет в Л, 
направления ti и t 2 — в направления і[ и t 2 , и направления 
fi, t 2 будут образовывать с направлением t 3 внутренней нор¬ 
мали поверхности правую тройку. Поверхность пространства R, 
в которую при указанном погружении переходит F, назовем F'. 

Обозначим осі, а 2 , а 3 косинусы углов, образуемых направле¬ 
нием оси s пространства R с направлениями t\, t 2 , t 3 соответ¬ 
ственно. Поверхность F', которая получается при изометриче¬ 
ском погружении F в пространство R, пересекается с осью s 
пространства в двух точках, если а 3 ф0. Одной из этих точек 
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является А по построению. Другую точку пересечения обозна¬ 
чим В. Точке В поверхности F' по изометрии на F соответ¬ 
ствует некоторая точка S(ß). В силу симметрии пространства 
относительно геодезической s положение точки S(B) зависит 
только от углов, образуемых направлением s в точке А с на¬ 
правлениями t 2 , ts, т. е. от чисел аь а 2 , аз. 

Мы утверждаем, что при некотором выборе направлений 
t[ и / 2 ось s пересекает поверхность F' в точке В, соответствую¬ 
щей по изометрии точке S' поверхности F, т. е. S(B) =S'. 

Как указано выше, положение точки S(B) на F однозначно 
определяется числами а и а 2 , a s . Это позволяет определить ото¬ 
бражение Т множества направлений (ai, a 2 , a 3 ) на множество 
точек поверхности F : 

(ai, a 2 , a 3 )—►S(ß). 

Это отображение непрерывно. Обозначим G* гомеоморфную 
кругу замкнутую область в множестве направлений (ai, a 2 , a 3 ), 
определяемую условием a 3 > е*>0. 

Так как для нормальных кривизн поверхности F' можно 
указать оценку, не зависящую от выбора направлений t\ и t\ 
то образ границы G* при отображении Т представляет собой 
при достаточно малом б* замкнутую кривую, разделяющую 
точки S и S'. Отсюда следует, что в G* существует такое на¬ 
правление, которому при отображении Т сопоставляется точ¬ 
ка S'. А это значит, что поверхность F можно так погрузить 
изометрически в R, что точки 5 и 5' попадут на ось s про¬ 
странства, причем точка S совпадет с точкой А оси. В даль¬ 
нейшем будем считать, что поверхность F погружена в R имен¬ 
но таким образом. 

Пространство R зависит от параметра е. Будем уменьшать 
е. Тогда R при е—*0 переходит в локально евклидово простран¬ 
ство Е, а поверхность F ' — в некоторую поверхность Fq, регу¬ 
лярную всюду, кроме двух точек S 0 и So, расположенных на 
оси пространства Е. Каждая полупрямая, исходящая из точ¬ 
ки О пространства Е, расположенной на отрезке SoSo, пересе¬ 
кает поверхность Fq в одной точке. 

Отобразим локально евклидово пространство Е на евкли¬ 
дово пространство Ео, из которого Е получается путем сопо¬ 
ставления точке X пространства Е геометрически совпадающей 
с ней точки пространства Е 0 . Это отображение локально изо¬ 
метрическое. Оно переводит поверхность Fq в некоторую по¬ 
верхность F", изометричную Fo, а следовательно, изометрич- 
ную F. Так как пространство Е образовано из п совмещенных 
экземпляров пространства Е 0 , то поверхность F" с каждым 
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лучом, исходящим из внутренней точки отрезка SoS 0 , пересе¬ 
кается в п точках, геометрически не обязательно различных. 

Таким образом, мы доказали возможность нетривиального 
изометрического преобразования поверхности F, пунктирован¬ 
ной в двух точках S и S'. В силу отмеченного геометрического 
свойства пересечения с лучом в п точках это преобразование 
существенно зависит от целочисленного параметра п. Поэтому 
существует по крайней мере счетное множество различных по¬ 
верхностей, изометричных поверхности F, пунктированной в 
двух точках. Теорема доказана. 


§ 12. Жесткость не гомеоморфных 
сфере замкнутых 

поверхностей в римановом пространстве 

Пусть поверхность F в римановом пространстве подвер¬ 
гается непрерывной деформации, переходя к моменту t в по¬ 
верхность F t . Эта деформация называется бесконечно малым 
изгибанием, если в начальный момент (/=0) длины кривых 
на поверхности стационарны. С бесконечно малым изгибанием 
поверхности естественным образом связано векторное поле 



где x(t ) — точка поверхности F u в которую при деформации 
переходит точка х поверхности F. Это векторное поле назы¬ 
вается изгибающим полем. 

В § 3 доказано, что всякая замкнутая, гомеоморфная сфере 
поверхность с положительной внешней кривизной в римановом 
пространстве, закрепленная в одной точке вместе с пучком 
направлений в этой точке, является жесткой в том смысле, что 
при указанной деформации всякое ее изгибающее поле равно 
нулю тождественно. 

В настоящем параграфе мы докажем аналогичные теоремы 
для замкнутых, не гомеоморфных сфере поверхностей с поло¬ 
жительной внешней кривизной. В связи с этим мы прежде 
всего покажем, что в римановом пространстве могут существо¬ 
вать поверхности с положительной внешней кривизной, гомео- 
морфные любому замкнутому ориентируемому двумерному 
многообразию. Как известно, такие многообразия различаются 
родом р. Многообразие рода р= 1 гомеоморфно тору, многооб¬ 
разие рода р> 1 гомеоморфно сфере с р ручками. Многообразие 
рода р можно получить, отождествляя параллельные, противо¬ 
положно ориентированные стороны правильного многоуголъ 
ника с 2(р+1) сторонами. 
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Замкнутая поверхность, гомеоморфная тору, с положитель¬ 
ной внешней кривизной была нами построена в § 9. Напомним 
это построение. Возьмем в пространстве Лобачевского прямо¬ 
линейный отрезок АіА 2 и проведем три плоскости, перпендику¬ 
лярные этому отрезку, — Оі и ог через концы отрезка и о через 
его средину. Обозначим R' область пространства, заключен¬ 
ную между плоскостями Оі и а 2 . Если отождествить симметрич¬ 
ные относительно плоскости а точки плоскостей оі и а 2 , огра¬ 
ничивающих область R', то R' перейдет в полное риманово 
пространство R постоянной отрицательной кривизны. Отрезок 
А\А 2 будет замкнутой геодезической у в этом пространстве. 
Обозначим F геометрическое место точек пространства R, рав¬ 
ноудаленных от геодезической у. Очевидно, F есть поверхность, 
гомеоморфная тору. Она допускает транзитивную группу дви¬ 
жений в себе, индуцированных движениями в R, а поэтому 
имеет постоянную, следовательно, равную нулю гауссову кри¬ 
визну. Так как кривизна пространства R отрицательна, то 
внешняя кривизна поверхности F, равная разности между ее 
гауссовой кривизной и кривизной пространства, положительна. 

Построим замкнутую поверхность с положительной внеш¬ 
ней кривизной любого рода р> 1. Для этого возьмем на пло¬ 
скости Лобачевского правильный многоугольник с 2 (/>+ 1 ) сто¬ 
ронами. Внутренние углы этого многоугольника зависят от его 
размеров и могут принимать любые значения между 0 и 
я — Поэтому при р>\ найдется такой многоугольник, 

внутренние углы которого равны я/(/?+1). Если мы отожде¬ 
ствим противоположные стороны этого многоугольника, то по¬ 
лучим замкнутое многообразие рода р с постоянной отрицатель¬ 
ной кривизной. Обозначим его М. 

Зададим теперь на трехмерном многообразии M*=MXg, 
которое является топологическим произведением многообра¬ 
зия М на прямую g, риманову метрику следующим образом. 

Пусть Р — произвольная точка многообразия М. В окрест¬ 
ности точки Р метрика многообразия М задается некоторой 
квадратичной формой 

ds 2 = gtjdv 1 dv J i, j= 1,2. 

Отобразим многообразие M в окрестности точки Р изометри¬ 
чески на плоскость о пространства Лобачевского R'. Тогда в 
окрестности точки Р', соответствующей Р, линейный элемент а 
также задается формой gn dv' dvK Введем в окрестности пер¬ 
пендикуляра к плоскости а в точке Р' полугеодезическую си¬ 
стему координат в /?', приняв за линии ѵ 3 геодезические, пер¬ 
пендикулярные а, а за поверхности w 3 =const — эквидистант¬ 
ные к плоскости о поверхности. В качестве координат точки 
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примем взятое со знаком расстояние точки от плоскости а (коор¬ 
дината и 3 ) и координаты ѵ *, ѵ 2 основания перпендикуляра, 
опущенного на плоскость а. При этом линейный элемент про¬ 
странства примет вид 

ds\ = Ф (ѵ 3 ) g t) dv l dv j + (du 3 ) 2 . 

Если теперь мы зададим метрику М* в окрестности прямой 
g линейным элементом ds 2 x , то М* превратится в риманово про¬ 
странство R*, локально изометричное пространству Лобачев¬ 
ского. Любая поверхность u 3 =const=£0 в пространстве R*, так 
же как поверхность, эквидистантная плоскости в пространстве 
Лобачевского, имеет положительную внешнюю кривизну. Та¬ 
ким образом, доказано существование замкнутых поверхностей 
рода р> 1 со всюду положительной внешней кривизной в ри¬ 
мановом пространстве, и, следовательно, постановка вопроса 
о бесконечно малых изгибаниях таких поверхностей имеет 
смысл. 

Теперь мы сформулируем две теоремы, которые будут до¬ 
казаны в настоящем параграфе. 

Теорема 1. Замкнутая, гомеоморфная тору поверхность 
с положительной внешней кривизной в римановом простран¬ 
стве, закрепленная в одной точке, жесткая, т. е. всякое изги¬ 
бающее поле такой поверхности, равное нулю хотя бы в одной 
точке, равно нулю тождественно. 

Теорема 2. Замкнутая поверхность рода р> 1 с положи¬ 
тельной внешней кривизной в римановом пространстве жест¬ 
кая, т. е. она не допускает иных изгибающих полей, кроме рав¬ 
ных нулю тождественно. 

Прежде чем перейти к доказательству теорем, заметим, что 
условие закрепления поверхности в теореме 1 существенно. 
Действительно, если не предполагать закрепления, то поверх¬ 
ность, гомеоморфная тору, вообще говоря, может допускать 
нетривиальные изгибающие поля. Чтобы это показать, возьмем 
гомеоморфную тору поверхность в пространстве постоянной 
кривизны, построенную выше. Эта поверхность допускает дви¬ 
жения по себе. Поле скоростей этого движения есть изгибаю¬ 
щее поле. Правда, оно тривиально в том смысле, что является 
полем скоростей движения всего пространства. Однако сколь 
угодно малой деформацией метрики пространства в окрестно¬ 
сти поверхности (но не на самой поверхности) можно перейти 
к неоднородному пространству, которое уже не будет допускать 
движений. И движение поверхности в себе будет сопрово¬ 
ждаться изменением ее внешней формы, т. е. изменением про¬ 
странственных расстояний между ее точками. 

Доказательство теоремы 1. Пусть F — гомеоморф¬ 
ная тору поверхность с положительной внешней кривизной в 



§ 12. Жесткость не гомеоморфных сфере замкнутых поверхностей 487 


римановом пространстве R. Введем на поверхности F какую- 
нибудь параметризацию и 1 , и 2 и определим в окрестности F 
полугеодезическую параметризацию пространства, приняв в ка¬ 
честве координат ѵ і точки взятое со знаком расстояние точки 
до поверхности F ( ѵ 3 ) и координаты и 1 , и 2 основания геодезиче¬ 
ского перпендикуляра, опущенного на поверхность (и 1 , ѵ 2 ). 

Если параметризацию поверхности выбрать так, чтобы вто¬ 
рая квадратичная форма Xij/du'du 1 приняла изотермический 
вид (Яц=Я 22 , Яі 2 = 0 ), то уравнения бесконечно малого изгиба¬ 
ния поверхности принимают особенно простую форму. Именно, 
ковариантные компоненты |і и g 2 вектора изгибающего поля 
удовлетворяют системе 

Л*-Л-(ГЙ-ГУ!«=0, |^ + Jk_ 2 rfÄ,.o, (*) 

где Г“/ — символы Христоффеля для поверхности. Вывод этих 
уравнений содержится в § 3. Мы хотим воспользоваться си¬ 
стемой (*) для доказательства теоремы 1, и в связи с этим 
прежде всего рассмотрим вопрос о введении сопряженно-изо¬ 
термической системы координат на поверхности F. 

Отобразим поверхность F на тор нулевой кривизны. Такой 
тор получается отождествлением противоположных сторон пря¬ 
моугольника А на евклидовой плоскости. Если мы введем в пло¬ 
скости такого прямоугольника декартовы координаты w 1 и и 2 , 
взяв в качестве осей стороны прямоугольника А, и сопоставим 
в качестве координат на поверхности F координаты соответ¬ 
ствующей точки прямоугольника, то первая и вторая квадра¬ 
тичные формы поверхности в таких координатах будут 
gijdu l du } , "kijd^du 1 , 

где gn и Xij — периодические по и 1 и и 2 функции с периодами, 
равными сторонам прямоугольника. Универсальная накрываю¬ 
щая F поверхности F имеет те же фундаментальные формы, но 
рассматриваемые на всей плоскости и\ и 2 . 

Обозначим М двумерное риманово многообразие, метрика 
которого задается второй квадратичной формой поверхности F, 
т. е. формой Xijd^dui в плоскости и 1 , и 2 . Так как внешняя 
кривизна поверхности F положительная и, следовательно, фор¬ 
ма %ij du * dui определенная (не ограничивая общности, ее мож¬ 
но считать положительно определенной), то риманову метрику 
такой формой задавать можно. 

Отобразим многообразие М на плоскость и\ и 2 с ее есте¬ 
ственной метрикой, сопоставляя точки с одинаковыми коорди¬ 
натами и\ и 2 . Это отображение квазиконформно. Оно перево¬ 
дит бесконечно малый круг М в бесконечно малый эллипс 
плоскости с равномерно ограниченным отношением полуосей. 
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Отсюда следует, что многообразие М допускает конформное 
отображение S на плоскость. Пусть и и ѵ — декартовы коор¬ 
динаты точки, в которую переходит точка (и 1 , и 2 ) многообра¬ 
зия М при конформном отображении S на плоскость. Если в 
многообразии М ввести в качестве координат точки коорди¬ 
наты и, ѵ ее образа при конформном отображении S, то линей¬ 
ный элемент М примет изотермическую форму 


Положим 


ds 2 =X{du 2 +dv 2 ). 
z=u l +iu 2 , z = u+iv. 


Тогда отображение S задается некоторой функцией s комплекс¬ 
ного переменного z со значениями в плоскости комплексного 
переменного z, т. е. 


z=s (г). 


Обозначим аі и а 2 отличные от нуля комплексные числа, изо¬ 
бражающие вершины прямоугольника Д,- расположенные на 
осях координат и 1 и и 2 соответственно. Отметим следующее 
свойство отображения 5. 

Существуют комплексные числа соі и <д 2 такие, что при лю¬ 
бом z и целых пг, п 

s (z + moci + яа 2 ) = s (z) + mcoi + жо 2 . 

Для того чтобы доказать это свойство при любых тип, до¬ 
статочно убедиться, что оно справедливо при т— 1, п = 0, и т = 
= 0, п = 1. Рассмотрим случай т=\, п=0. 

Отображение многообразия М на себя, при котором точке z 
сопоставляется точка z + ai, есть изометрическое отображение 
в силу периодичности коэффициентов формы Кц du'du 1 — ли¬ 
нейного элемента многообразия М. Поэтому отображение пло¬ 
скости z на себя, при котором точке s(z) сопоставляется точка 
s(z + ai), является конформным. Но единственным конформ¬ 
ным отображением евклидовой плоскости на себя является 
линейное отображение. Таким образом, 

S (z + Oil) —cs(z) +0)1. 

Так как это отображение не должно иметь неподвижных точек 
(отображение z-*z + cci не имеет неподвижных точек), то по¬ 
стоянная с равна единице, и, следовательно, 

S(Z + CXi) —S(z) +CDi. 

Аналогично доказывается существование такого со 2 , что 
s(z + a 2 ) =s(z) +ü) 2 . 
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Отсюда как следствие получается, что при любых целых m и п 
s(z+mai+na 2 ) =s(z) + т(оі+псо 2 . 


Введем теперь и и ѵ в качестве координат на универсаль¬ 
ной накрывающей F. Тогда ее -первая и вторая квадратичные 
формы будут заданы в плоскости и, ѵ, причем вторая квадра¬ 
тичная форма будет иметь изотермический вид 
X(du*+dv 2 ). 


Коэффициенты обеих форм будут двоякопериодическими функ¬ 
циями комплексного переменного z=u+iv с периодами соі и а> 2 . 

Замечание. Пусть Д' — криволинейный четырехугольник 
в плоскости г, в который отображение S переводит прямоуголь¬ 
ник Д. Отмеченное свойство отображения S позволяет утвер¬ 
ждать, что Д' превращается в тор нулевой кривизны при ото¬ 
ждествлении соответствующих точек противоположных сторон. 
Таким образом, попутно мы доказали возможность конформ¬ 
ного отображения произвольного, гомеоморфного тору рима- 
нова многообразия на некоторый тор нулевой кривизны. 

Изгибающее поле | поверхности F мы можем продолжить 
на универсальную накрывающую F, сопоставляя произвольной 
точке F вектор изгибающего поля поверхности F в точке, гео¬ 
метрически совпадающей с данной точкой F. В координатах 
и, ѵ на F компоненты и £ 2 изгибающего поля будут также 
двоякопериодическими функциями комплексного переменного 
z = u+iv. 

Обратимся теперь к уравнениям изгибающего поля: 

Tu ~ ~Тѵ “ а ^‘ + Ь ^ 2 ' 

Коэффициенты а, ..., d этой системы выражаются через сим¬ 
волы Христоффеля поверхности и, следовательно, являются 
двоякопериодическими функциями г. 

Полагая 

£ = !і + £ = Si “ fez, 

A = j(a + d + ic-ib), B = \(a-d + ic + ib), 


_д_ 

dz 


мы можем уравнения изгибающего поля записать в следующей 
форме: 
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Возьмем теперь круг Kr радиуса R с центром в точке z=0. 
Тогда внутри круга функция £ допускает представление 

£ = ф (z) е а (2) , 

где ф(г) — некоторая аналитическая функция, 

с( 0 — і(л(/)+ В( /)т), 

а интегрирование выполняется по площади круга Kr. 

Пусть q<\ — некоторое фиксированное число. Оценим 
|(o(z)| для значений z, удовлетворяющих условию 
Возьмем круг К (г) с центром в точке г, касающийся изнутри 
круга Kr. Тогда 

•w-J№*+ ЯЯ^- 

К (г) K R -K (г) 

Так как C(t) как периодическая функция ограничена, а при 
|z| ■< qR в области Kr — K(z) 

\t-z\>(\-q)R, 

то 

Я ^ 

Kr-KU) I 

где й — некоторая постоянная. 

Обозначим через А 0 параллелограмм с вершинами z + -^ X 
X (±öi, ±ю 2 ). Через Am« обозначим параллелограмм, равный и 
параллельно расположенный А 0 с центром в точке г+/лмі+/гсй 2 , 
где m и п — любые целые числа. Теперь разобьем круг К (г) 
на две области — Ki(z) и /( 2 (z). Область Ki(z) состоит из тех 
параллелограммов A mn , которые содержатся целиком в круге 
К (z), a ft 2 (z) = /С (г) — К i(z). Очевидно, 

ЯЯ^|<*. 

К, (г) I 

где с 2 — некоторая постоянная. Остается оценить 

Ц-22-«- 

К, (г) 

Используя периодичность функции C(t), приведем интегри¬ 
рование в выражении ооі (z) к основному параллелограмму До. 
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Тогда получим 

(г) “ IJ ( S ГГТТ^г) с (,) *• ®/ял = /racoj + па> 2 . 

В этой формуле преобразованием переменной интегрирования 
можно сделать z равным нулю. Тогда 

01 = J J (S С і (0 ds - 

Так как среди слагаемых суммы, стоящей в выражении 
мі(г), вместе с членом 1 /(t — co m „) содержится член l/(^ + co m „), 
то можно записать 

Рассмотрим теперь разность 



При сравнительно большом |to m , „| 



где с 3 — некоторая постоянная. Поэтому 

^ = I J" Ш А ) ,Сі 10 + 0 (1) - 

Внутреннее интегрирование можно выполнять по кругу К (г), 
так как связанное с этим изменение в интегральной части соі 
может быть включено в остаток 0(1). Но 

ГГ_^= Г<£ _. * > * _ 

J J J у (Р - т 2 ) т > 

К (г) 

где внутреннее интегрирование в правой части выполняется 
по комплексному переменному т вдоль окружности радиуса р, 
а внешнее интегрирование — по р в пределах от нуля до ра« 
диуса круга К (г). Так как при |f|<p 
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где Ci — некоторая постоянная. Отсюда мы, наконец, заклю- 
чаем, что |<оі| не превосходит некоторой постоянной, и, следо- 
вательно, при больших г 

|ö(z)|<c 0 |z|. 

Возьмем теперь последовательность кругов К п радиуса п 
и построим последовательность соответствующих им функций 

(On И Ф„: 

£(г) = Ф„(2)А (г) . 

Так как £(г) как периодическая функция ограничена, то из 
последовательности функций ф„ можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность. Предельная функция ф (г) будет ана¬ 
литической во всей плоскости г. 

По условию теоремы функция £ в некоторой точке z 0 обра¬ 
щается в нуль (точка закрепления поверхности). В силу перио¬ 
дичности £ обращается в нуль во всех точках z mn =zo+(o mn . 
В этих же точках обращаются в нуль функции ф „(z), а следо¬ 
вательно, и предельная функция ф(г). 

Так как функция ф(г) растет не быстрее e Co|z| , то она, обра¬ 
щаясь в нуль в точках z mn , по известной теореме должна быть 
равна нулю тождественно. Отсюда в силу равномерной огра¬ 
ниченности функций o„(z) в любой конечной части плоскости 
z заключаем, что |£(z)| в любой конечной части плоскости z 
сколь угодно мала, а следовательно, £(z) равна нулю тожде¬ 
ственно. 

Таким образом, у нашего изгибающего поля компоненты £і 
и | 2 равны нулю. Что касается третьей компоненты | 3 , то она 
обращается в нуль вместе с |і и £ 2 , так как 

2^-Г?і&*-2Мз = 0. 

Теорема доказана полностью. 

Наметим доказательство теоремы 2. 

Пусть F— замкнутая поверхность рода р с положительной 
внешней кривизной в римановом пространстве R. Возьмем 
замкнутое двумерное многообразие F 0 рода р с постоянной 
отрицательной гауссовой кривизной и отобразим на него как- 
нибудь поверхность F. Это отображение индуцирует отображе¬ 
ние универсальной накрывающей F поверхности F на плоскость 
Лобачевского. Введем на поверхности Р метрику с помощью 
второй квадратичной формы F и полученное при этом риманово 
многообразие обозначим М. 

Отображение поверхности F на плоскость Лобачевского по¬ 
рождает отображение многообразия М. Это отображение ква- 
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зиконформно. Отображая теперь плоскость Лобачевского кон¬ 
формно на единичный круг евклидовой плоскости, мы получим 
квазиконформное отображение многообразия М. Отсюда сле¬ 
дует, что многообразие М может быть конформно отображено 
на единичный круг. Обозначим это отображение S. 

Пусть Ліо — область многообразия М, соответствующая по¬ 
верхности F. Многообразие М допускает дискретную группу G 
изометрических преобразований gh. Области Mh=g^o, кото¬ 
рые получаются при этих изометрических преобразованиях 
из М 0 , покрывают все многообразие М. 

Изометрические преобразования g h многообразия М в себя 
порождают преобразования h k =SghS-' единичного круга в 
себя. Мы утверждаем, что эти преобразования являются дроб¬ 
но-линейными. Действительно, так как отображение g h яв¬ 
ляется изометрическим, а отображение 5 конформно, то ото¬ 
бражение h k круга в себя конформно. Всякое же конформное 
отображение круга в себя осуществляется дробно-линейной 
функцией комплексного переменного. 

Отображение S многообразия М на единичный круг есть 
вместе с тем отображение поверхности F на этот круг. Если в 
качестве координат точки на поверхности F взять декартовы 
координаты и, ѵ в круге, то вторая квадратичная форма по¬ 
верхности F примет изотермический вид, а изометрические пре¬ 
образования F в себя будут изображаться дробно-линейными 
преобразованиями комплексного переменного z=u+iv. 

Сохраняя введенные обозначения, обратимся к уравнению 
для изгибающего поля в комплексной форме 

-| = Л£ + В£. 

Внутри круга Iг| <р< I решение этого уравнения допускает 
представление 

С = Ф (z) е а < г >. 

Предположим теперь, что нам удалось каким-нибудь обра¬ 
зом доказать равномерную ограниченность функций ф(г) при 
р—»1. Тогда доказательство теоремы заканчивается следую¬ 
щим образом. 

Строим последовательность кругов К п радиуса р=1— 

Для каждого круга определяем функцию ф„. Так как функ¬ 
ции ф п равномерно ограничены, то из них можно выделить схо¬ 
дящуюся подпоследовательность. Пусть ф — предельная функ¬ 
ция этой подпоследовательности. Выясним наличие и распре¬ 
деление нулей функции ф. Так как нули функции ф совпадают 
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с нулями функции £, то достаточно рассмотреть нули функ¬ 
ции £. 

В каждой области A h =S(M h ) функция £ обращается в нуль 
по крайней мере в одной точке. Действительно, если бы это 
было не так, то на поверхности F можно было бы задать не¬ 
прерывное, нигде не обращающееся в нуль касательное век¬ 
торное поле (проекция изгибающего поля на поверхность). Но 
такое поле может быть задано только на поверхности, гомео- 
морфной тору. А наша поверхность имеет род р> 1. 

Пусть Zh — нули функции £, а следовательно, и <р. Рассмо¬ 
трим ряд 

f/=S(i-l**|). 


Покажем, что он расходится. Действительно, точки Ah на пло¬ 
скости Лобачевского, соответствующие корням Zu функции £, 
распределены равномерно. Поэтому плотность распределения 
корней Zh растет по мере приближения к окружности круга 
|z| = 1, как 1/(1 — р 2 ) 2 , т. е. в элементе площади ds круга со¬ 
держится нулей. Принимая это во внимание, мо¬ 

жем записать, что 

V- Я »(Угу +0 0). 

I г I < 1 

где 0(1) —ограниченная величина. Так как интеграл в правой 
части равенства расходится, то расходится и ряд U. 

Из расходимости ряда 0 и ограниченности функции ф сле¬ 
дует, что ф равна нулю тождественно. Отсюда без труда за¬ 
ключаем, что равна нулю функция £, а вместе с ней и вектор 
изгибающего поля. 

Таким образом, нам остается показать только, что функ¬ 
ция ф ограничена во всем круге |z|<l. Сейчас мы укажем один 
подход к доказательству этого утверждения, который, по-види¬ 
мому, должен привести к цели. 

Весь круг jz|<l покрыт областями A h =S(M h ). Пусть До¬ 
та из областей, которая содержит точку 2=0. Сравним значе¬ 
ния функции С(і) в соответствующих точках областей Д 0 и А'. 

. Речь идет о соответствии, которое устанавливается дробно-ли¬ 
нейным преобразованием h k , переводящим круг |z|<T в себя и 
область До в А'. Пусть z — произвольная точка области Д 0 , а 
г' — соответствующая точка области А'. Будем рассматривать 
координаты и, ѵ точки z как координаты точки г'. Такая за¬ 
мена координат сопровождается соответствующим преобразо¬ 
ванием ковариантных компонент £<* изгибающего поля. Это пре- 
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образование для комплексной компоненты £ выполняется по 
формуле 

Из уравнения бесконечно малого изгибания в комплексной 
форме видно, что 

c( z ) = __LJL. 

Я і dz 

Отсюда, принимая во внимание связь между £ и £' при преоб¬ 
разовании координат, получаем 

C(z') = C(z)--!~g/-^. 

я dz' ' dz' 

Так как функция С (г) в А 0 ограничена, то функцию ю 
можно записать в виде 




где D — функция, которая в области А' определяется равен¬ 
ством 

V ’ (dz ') 2 / dz' 

Здесь z' — произвольная точка области А', а z — соответствую¬ 
щая ей точка области А 0 при преобразовании A ft , переводящем 
область А 0 в А'. 

Обозначим теперь £ функцию, которая в области А' опре¬ 
деляется равенством 

zw-4. 

dz' 

Тогда доказательство ограниченности функции ср эквивалентно 
доказательству ограниченности функции 

Ч'-ВДе 


Существенно заметить, что функция Ч' не зависит от кон¬ 
кретного вида поверхности F. Она определяется полностью 
группой преобразований /г&. Последняя зависит только от топо¬ 
логии поверхности F, т. е. от ее рода р. Можно сказать, что 
группа преобразований hk совпадает с группой преобразований 
некоторой автоморфной функции в круге |г|<1. 




Глава VII 

Выпуклые поверхности с данным сферическим 
изображением 


Во всех основных проблемах, рассмотренных до сих пор, 
речь идет о двух или большем числе объектов, находящихся в 
изометрическом соответствии: многообразие с заданной на нем 
метрикой и реализующая эту метрику поверхность в проблеме 
погружения, две изометричные поверхности в проблеме одно¬ 
значной определенности, непрерывное семейство изометричных 
поверхностей в проблеме изгибания. В применении к регуляр¬ 
ному случаю речь идет соответственно о многообразиях и по¬ 
верхностях с общим линейным элементом ( ds 2 ), т. е. первой 
квадратичной формой. Заданию этой формы в нерегулярном 
случае соответствует задание внутренней метрики. 

В настоящей главе решаются вопросы геометрии в целом, 
связанные с рассмотрением поверхностей, имеющих заданную 
третью квадратичную форму в случае, когда идет речь о регу¬ 
лярных поверхностях, или имеющих заданное сферическое изо¬ 
бражение—в общем случае. Типичной проблемой такого рода 
является решение вопроса о равенстве двух замкнутых выпук¬ 
лых поверхностей, у которых в точках с параллельными и оди¬ 
наково направленными нормалями п главные радиусы кри¬ 
визны Ri и R 2 связаны соотношением 

f(Ri, R2, п)=<р{п). (*) 

Изложение начинается решением классических проблем 
Христоффеля и Минковского. Затем ставится и решается общая 
проблема о существовании и единственности замкнутой выпук¬ 
лой поверхности, удовлетворяющей уравнению (*). Аналогичная 
проблема ставится и решается так же для выпуклых многогран¬ 
ников. В конце главы рассматриваются вопросы устойчивости 
решения некоторых задач геометрии в целом и другие вопросы. 

§ 1. Проблема Христоффеля 

Проблема Христоффеля состоит в решении вопроса о суще¬ 
ствовании и единственности замкнутой выпуклой поверхности F, 
для которой заданная функция f(n) единичного вектора п 
равна сумме главных радиусов кривизны поверхности в точке 
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с нормалью п. Эта проблема была в известном смысле решена 
самим Христоффелем, который восстановил поверхность по за¬ 
данной функции f, т. е. нашел ее уравнения. Мы здесь приве¬ 
дем решение проблемы Христоффеля, данное Бляшке [22]. 

Пусть F — замкнутая выпуклая поверхность и X — произ¬ 
вольная точка пространства, отличная от начала координат О. 
Проведем опорную плоскость а поверхности F с внешней нор¬ 
малью ОХ. Пусть У — точка поверхности, которая лежит в 
плоскости ос. Тогда функция 

P(X)=ÖX-ÖY 

координат Xi, Х 2 , Хз точки X называется опорной функцией по* 
верхности F. Рассмотрим некоторые свойства опорной функ¬ 
ции. 

Очевидно, опорная функция является положительно одно¬ 
родной функцией первой степени. Поэтому, если она дифферен¬ 
цируема, то по теореме Эйлера 

XlPl + Х2Р2 + Х3Р3 = Р, 

где Рі, Р 2 , Рз обозначают первые производные Р по координа¬ 
там *і, х 2 , х 3 соответственно. 

Если выпуклая поверхность вырождается в точку, то опор¬ 
ная функция будет линейной функцией. Действительно, если 
координаты этой точки аз, а 3 , то 

Р = а^+а 2 Х2+азХз. 

Если поверхность F содержит внутри поверхность Fi, то 
опорные функции Р и Рі этих поверхностей связаны неравен¬ 
ством 

Рі(Хі, х 2 , Хз)<Р(х и Х 2 , Хз), 

причем равенство имеет место тогда и только тогда, если по¬ 
верхности имеют общую опорную плоскость с внешней нор¬ 
малью (Хі, Хз, Хз). 

Из двух последних свойств опорной функции следует ее вы¬ 
пуклость. Именно, 

Р (Ax' + (1 — А.) х") < АР (дг') + (1 - А) Р (х"), 0 < А < 1. 

Действительно, будем рассматривать наряду с опорной функ¬ 
цией Р поверхности F опорную функцию Р' точки А. Точку А 
можно так расположить на поверхности F, чтобы при данных 
х', х" и А имело место равенство 

Р (Ax' -И! —А) х") = Р' (Ax' + (1 - А) х"). 


82 А. В. Погорело! 
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Для этого внешняя нормаль поверхности F в точке А должна 
иметь направление Хх' + {l —X) х". Так как Р'<Я, а для Р', 
очевидно, 

Р' (Хх' + (1 - X) х") < ХР' (х') + (1 -Х)Р' (х"), 
то 

Р (Хх' + (1 - Я.) х") <хр (х') + (\-Х)Р {х"). 
Утверждение доказано. 

Опорная функция выпуклого многогранника является ку¬ 
сочно-линейной. Именно, если со — сферическое изображение 
вершины А многогранника и V —многогранный угол, проекти¬ 
рующий область cd из начала координат, то опорная функция 
многогранника линейна внутри угла V и совпадает с опорной 
функцией вершины А. 

Если поверхность F сместить на вектор а , то опорная функ¬ 
ция поверхности получит линейное слагаемое 
а і Хі+а 2 х 2 +а 3 Хз, 

где öi, а 2 , а 3 — компоненты вектора смещения по осям x lt х 2 , х 3 . 

Из определения опорной функции выпуклой поверхности не¬ 
посредственно следует ее непрерывность. 

Опорная функция, будучи положительно однородной пер¬ 
вой степени, однозначно определяется своими значениями на 
единичной сфере с центром в начале координат. При этом она 
имеет простой геометрический смысл: ее значение Р(п) в точке 
сферы с вектором п есть с точностью до знака расстояние от 
начала координат О до опорной плоскости с внешней нор¬ 
малью п ; если начало координат находится внутри поверхно¬ 
сти, то это просто расстояние. 

Для выпуклых кривых на плоскости понятие опорной функ¬ 
ции вводится аналогично, причем имеют место отмеченные 
выше свойства. Пусть у — замкнутая выпуклая кривая с поло¬ 
жительной кривизной. Найдем выражение для радиуса кри¬ 
визны кривой у через опорную функцию р, заданную на еди¬ 
ничной окружности. В качестве аргумента функции р возьмем 
дугу о окружности. Пусть r(s) —вектор точки кривой, отвечаю¬ 
щей дуге s (кривой у). Тогда 

р = гп. 

Дифференцируя это равенство по дуге о окружности, и за¬ 
мечая, что г'п = 0, получим 

p'=rx=q, 

где х —единичный вектор касательной кривой у в точке с нор¬ 
малью п. Заметим, что производная р' имеет простой геоме¬ 
трический смысл. Она равна длине отрезка (q) касательной 
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к кривой у между точкой касания и основанием перпендику¬ 
ляра, опущенного на касательную из начала координат О 
(рис. 32). 

Продифференцируем равенство р = гп дважды по дуге а. За¬ 
мечая, что ds/do=R (радиус кривизны кривой у), r' a = TR, п" = 
= — п, получим 

p" = Rx*-rn = R-p. 

Отсюда получаем следующую формулу для 
радиуса кривизны кривой: 

R = p"+p. 

Рассмотрим теперь регулярную, дважды 
дифференцируемую замкнутую выпуклую 
поверхность. Пусть Р(а и а 2 , аз) — значение 
ее опорной функции в точке с вектором 
а(аь а 2 , а 3 ). Проведем касательную плоскость поверхности в точ¬ 
ке с внешней нормалью а. Уравнение этой плоскости, очевидно, 
будет 

аЛ + а 2 х 2 + а 3 х 3 = Р (а и а 2 , а 3 ). 

Положим 

Ф (х и х 2 , х 3 , а и а 2 , а 3 ) = а х х у + а 2 х 2 + а 3 х 3 - Р (а„ а 2 , а 3 ). 



Рис. 32. 


Пусть х — точка поверхности F и ä — внешняя нормаль в 
этой точке. Тогда при фиксированном х и переменном а функ¬ 
ция Ф(я, а) сохраняет знак, а при a=ä имеем Ф(ж, ä)=0. По¬ 
этому при х=х и a=ä 

дФ _ <5Ф _ дФ _ « 

15Г 


Отсюда для координат точки касания получаются следующие 
формулы 


х \ 


дР 

да 3 • 


где йі, Й 2 , йз — координаты вектора внешней нормали в точке 
касания. 

Выразим главные радиусы кривизны выпуклой поверхности 
в зависимости от ее опорной функции. Следуя Бляшке, рас¬ 
смотрим смещение из данной точки поверхности в бесконечно 
близкую точку по главному направлению на поверхности. Тогда 
по формуле Родрига будем иметь 

dXi+Rdli=0, 
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где — компоненты вектора внешней нормали поверхности, а 
R — радиус кривизны в направлении смещения точки. Так как 
Xi = P it то 

^P lk dl k + Rd\ t = 0, »=1,2,3. 

Рассматривая эти равенства как систему линейных уравнений 
относительно величин d\u запишем условие ее совместности 

Р и + R, Р 12 , Лз 

Р 2 U P-n+.R, Р 23 = 0. 

Р 31» Р 32» Р 33 + R 

Два корня R, которые удовлетворяют этому уравнению, суть 
главные радиусы кривизны поверхности. Что касается третьего, 
то он равен нулю. Действительно, из условия однородности 
функции Р получаем 

2^ = 0, »=1,2,3. 

к 


Это влечет за собой равенство нулю определителя, составлен¬ 
ного из величин P ih , а следовательно, равенство нулю одного 
из корней уравнения для R. 

Из уравнения, определяющего главные радиусы кривизны 
Ri и R 2 , находим 

— (Ri+Rz) =Рц+Рі2+Рзз, 


где после формального дифференцирования опорной функции 
надо взять в качестве аргументов координаты £ 2 , із единич¬ 
ного вектора нормали. 

Обратимся теперь к проблеме Христоффеля. Покажем, что 
поверхность F восстанавливается по заданной сумме главных 
радиусов кривизны f=Ri+R 2 . 

Пусть Uh — однородный многочлен степени А, удовлетво¬ 
ряющий уравнению Лапласа 


dHJh d*U k д*Ц к 

<Э£? dll дЩ ' 


Из функций Uh, рассматриваемых на единичной сфере с цент¬ 
ром в начале координат, известным приемом может быть по¬ 
строена полная ортонормированная система (шаровые функ¬ 
ции). Разложим опорную функцию Р поверхности F на единич¬ 
ной сфере в ряд по шаровым функциям U h . Получим 

P = I l c k Uh(l l , S» У. 
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При этом опорная функция Р во всем пространстве будет, оче¬ 
видно, задаваться формулой 

Р (*1> *2, *з) = C k —- (x " k * , 2 ’ Хз) - , Г 2 = Х 2 { +ХІ + х\. 


Вычислим теперь выражение Pu+Pzi+Paa- Замечая, что 




dUk 


dU k . 


Pu + P22 + Рзз 




- U„. 


Разложим теперь заданную функцию f(n) =Ri + R 2 по ша¬ 
ровым функциям: 

/ = 2 d k U k . 


Так как на единичной сфере Ри+Р 2 2 +Рзз= 


(k- 1) (k+2)c k =d h . 

Отсюда 

dk 

с * (k — 1) (Л + 2) 

И, следовательно, 

Р = ^ (Ä-1HA + 2) 
к 


— {Ri+Rz), то 


(*) 


где d h — коэффициенты разложения по шаровым функциям за¬ 
данной суммы / главных радиусов кривизны. 

Из равенства (k — 1) (k+2)c h =d h при k = \ следует ^=0. 
Отсюда следует, что 

J fU x da = 0, 

где интегрирование ведется по единичной сфере. Так как функ¬ 
цию U 1 можно взять произвольно, то 

J fhd(o = 0, і= 1,2,3. 


Или соответственно в векторной форме 

J fnda> = 0. 
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Так как di = 0, то коэффициент в разложении Р остается 
неопределенным. Это соответствует тому, что поверхность F за¬ 
данной суммой главных радиусов кривизны определяется с точ¬ 
ностью до переноса. 

Полученное выше интегральное условие для функции / яв¬ 
ляется необходимым, но недостаточным для того, чтобы суще¬ 
ствовала замкнутая выпуклая поверхность с данной суммой f 
главных радиусов кривизны. На это обстоятельство обратил 
внимание А. Д. Александров. Естественно спросить, каковы до¬ 
статочные условия. Сейчас мы найдем некоторые достаточные 
условия. Полученный результат представляет известный инте¬ 
рес. Но главное здесь — метод установления оценок для глав¬ 
ных радиусов кривизны, который мы применяем далее в более 
сложных задачах (например, в § 5). 

Идея получения достаточного условия состоит в следующем. 
Пусть Р — функция на единичной сфере, определяемая через 
заданную функцию f по формуле (*•). Если взять достаточно 
большое положительное С, то функция Р+С будет опорной 
функцией некоторой замкнутой выпуклой поверхности. (Мы 
предполагаем двукратную дифференцируемость Р). Если мень¬ 
ший из главных радиусов кривизны этой поверхности будет 
больше С, то параллельная ей поверхность на расстоянии С 
будет выпуклой, и она задается опорной функцией Р. Таким 
образом, дело сводится к оценке минимального радиуса кри¬ 
визны выпуклой поверхности. 

Пусть Ф — выпуклая поверхность, задаваемая опорной 
функцией h(l) =P(f) +С, и F( |)—сумма главных радиусов 
кривизны этой поверхности в точке с нормалью |. Введем на 
единичной сфере Q с центром в начале координат функцию 
w( і, t) точки I и направления t в ней, равную 

*№) + *«(£). 

где дифференцирование h выполняется по дуге большого круга 
K(l, t), проходящего через точку | в направлении t. Функция 
и>(|, t) представляет собой радиус кривизны цилиндра, касаю¬ 
щегося поверхности Ф, с образующими, перпендикулярными 
к плоскости круга /((£, t) в точке с нормалью Максимум и 
минимум функции w( I, t) при фиксированном § получаются, 
если направление t параллельно главному направлению поверх¬ 
ности Ф, причем максимальное и минимальное значения w 
равны главным радиусам кривизны поверхности. 

Функция w (I, t) достигает абсолютного минимума в неко¬ 
торой точке Іо для некоторого направления t 0 в этой точке. Вве¬ 
дем на единичной сфере Q географические координаты ф, ■0', 
приняв большой круг, проходящий через точку | 0 в направле¬ 
нии *о, за экватор, а перпендикулярный ему большой круг, про- 
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ходящий через точку | 0 — за начальный меридиан. При таком 
выборе координат сумма главных радиусов кривизны поверх* 
ности Ф в точке с нормалью |(<р, Ф) равна 

F (£) = 2h + h w + Лфф — Л« *£ Ф- 

Функция 

wß) = h + h m 

в окрестности точки go удовлетворяет неравенству 
ш (I) > пу (| 0 , t 0 ). 


причем в точке |о достигается равенство. Отсюда следует, что 
функция й>(|) в точке | 0 достигает минимума и этот минимум 
равен о» (go, to)- 

Так как функция й>(|) достигает в точке | 0 минимума, то 
в этой точке необходимо выполнение условий 

м>в= hf> + htm — О, 

= ^ф hm ф 

w oo — hm + О, 

£^фф = ^фф + ^оофф ^ 0. 


Не ограничивая общности, можно считать, что точка по¬ 
верхности Ф, в окрестности которой ведутся наши рассмотре¬ 
ния (точка с нормалью | 0 ), совпадает с началом координат. 
При этом, очевидно, 

h = 0, /г 0 = 0, /г ф = 0. 

Отсюда в силу условий минимума й; в =м? ф =0 получаем 
hm — 0, hm ф = 0. 

Дифференцируя F( |) дважды по fl, в точке | 0 будем иметь 
Fm = hmm + h^m + 2A W . 

Так как в той же точке | 0 

F — hm + Лфф, 
то 

F — Fm = — (hm + hmm) ~ (h m + hm^) + 2 hm- 
Первые два слагаемых правой части равенства не положи* 
тельны по условиям минимума wm ^ 0, ä; w > 0. Величина hm 
в точке |о равна ш(| 0 , t 0 ), т. е. минимальному радиусу кривизны 
поверхности Ф. Следовательно, 

2R ml n\»>F-Fn. 
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Очевидно, 

Поэтому 


F — f + 2С. 

Rmln \ ф >с + • 


Пусть теперь для заданной функции f на единичной сфере удо¬ 
влетворяется условие 

f-fss>0, 

где дифференцирование ведется по дуге s любого большого 
круга. Тогда 

Rmln |ф ^ С. 


Следовательно, параллельная к Ф поверхность, проведенная на 
расстоянии С от нее, выпуклая. Эта поверхность имеет своей 
опорной функцией функцию Р, определяемую заданной функ¬ 
цией f по формуле (*). Полученный результат можно сформу¬ 
лировать в виде следующей теоремы. 

Теорема. Для того чтобы существовала замкнутая выпук¬ 
лая поверхность с данной суммой /(£) главных радиусов кри¬ 
визны, достаточно выполнение следующих условий: 

Ш> О, f-f ss > О, llf(l)d<o = 0. 

а 


§ 2. Проблема Минковского 

Пусть F — замкнутая, дважды дифференцируемая выпуклая 
поверхность с положительной гауссовой кривизной. С помощью 
этой поверхности на единичной сфере й можно определить 
функцию К(п) единичного вектора п, сопоставляя точке п 
сферы гауссову кривизну К(п) поверхности F в точке с внеш¬ 
ней нормалью п. 

Пусть теперь К(п) —произвольная положительная непре¬ 
рывная функция, заданная на сфере й. Тогда можно поставить 
вопрос о существовании и единственности замкнутой выпуклой 
поверхности F, которая в точке с внешней нормалью п имеет 
гауссову кривизну К(п). Решение этого вопроса составляет со¬ 
держание проблемы Минковского. Она была решена самим 
Минковским [48]. Мы приведем решение проблемы Минков¬ 
ского, принадлежащее А. Д. Александрову [3]. Оно начинается 
рассмотрением соответствующей проблемы для выпуклых мно¬ 
гогранников. Общие соображения, которые при этом приме¬ 
няются, будут нами использованы и в других доказательствах 
настоящей главы. 
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Лемма 1. Пусть п и я 2 , ... ,n h — система единичных неком- 
планарных векторов и F u F 2 , .... F h — положительные числа, 
удовлетворяющие условию 

lin l F l = 0 . (*) 

Тогда существует и притом единственный с точностью до па¬ 
раллельного переноса замкнутый выпуклый многогранник Р, 
грани которого имеют внешние нормали п и а их площади 
равны Fi. 

Доказательство этой леммы будет основано на «лемме об 
отображении», также принадлежащей А. Д. Александрову [3]. 
Сейчас мы рассмотрим некоторые свойства многогранников, 
удовлетворяющих условиям леммы 1, которые позволят нам 
воспользоваться леммой об отображении. 

Прежде всего заметим, что внешние нормали л* многогран¬ 
ника, удовлетворяющего условию (*), не могут быть напра¬ 
влены в одно полупространство. Действительно, если бы век¬ 
торы и, были направлены в одно полупространство, например, 
в 2 >0, то вектор S/Zj/ 7 ,-, ввиду некомпланарности векторов щ, 
был бы отличен от нуля и направлен в то же полупростран¬ 
ство. Следовательно, условие (*) не выполнялось бы. 

Какова бы ни была система векторов я,-, удовлетворяющих 
условию (*), существует замкнутый выпуклый многогранник 
с внешними нормалями щ к граням. Действительно, проведем 
из центра сферы лучи U, имеющие направления векторов Я{. 
Они пересекут сферу в точках А,-. Проведем в точках А, каса¬ 
тельные плоскости осі сферы и обозначим £,• полупространства, 
в которых лежит сфера. Пересечение полупространств Е{ есть 
выпуклый многогранник Р, конечный или бесконечный. Его 
грани лежат в плоскостях сц и имеют внешние нормали щ. Мно¬ 
гогранник Р не может быть бесконечным. Действительно, в 
противном случае ему принадлежит луч I, не пересекающий ни 
одной из плоскостей а,-. Следовательно, полупрямые Ц обра¬ 
зуют с / углы не меньше я/2. При этом векторы я* направлены 
в одно полупространство, что невозможно. 

Рассмотрим совокупность всех замкнутых выпуклых много¬ 
гранников с внешними нормалями граней /i f и с площадями 
граней F it удовлетворяющими условию 
0 <a<Fi<b. 

Утверждается, что многогранники рассматриваемой совокупно¬ 
сти равномерно ограничены, т. е. что они могут быть располо¬ 
жены внутри шара достаточно большого радиуса, зависящего 
только от чисел а, b и векторов я,-. 

Прежде всего заметим, что, каково бы ни было направле¬ 
ние I, среди векоторов я< найдется такой, который образует 
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с направлением I угол не больше я/2 —е, причем е>0 и зависит 
только от векторов /г*. Действительно, если это неверно, то су¬ 
ществует последовательность направлений l s , которые образуют 
со всеми векторами щ углы больше я/2—1 /s. Не ограничивая 
общности, можно считать, что направления l s сходятся к неко¬ 
торому направлению I. Это направление образует с векторами 
Пі углы не меньше я/2, и, следовательно, векторы щ направлены 
в одно полупространство, ограниченное плоскостью, перпенди¬ 
кулярной I. А это невозможно. 

Докажем теперь ограниченность совокупности многогранни¬ 
ков с внешними нормалями к граням щ и площадями Fi, удо¬ 
влетворяющими условию 0 < а < Fi< Ь. Допустим, рассматри¬ 
ваемая совокупность многогранников не ограничена. Тогда 
существуют многогранники Р„, удовлетворяющие указанным 
условиям и имеющие сколь угодно большой диаметр. Пусть, 
например, диаметр многогранника P s больше s. Внутри много¬ 
гранника P s найдется пара точек A s и B s , которые удалены на 
расстояние, большее s. Спроектируем многогранник P s на пло¬ 
скость а, перпендикулярную отрезку A s ß s . При этом мы полу¬ 
чим выпуклый многоугольник P s . Так как площади граней 
многогранника P s не меньше а, а направление отрезка A S B S 
образует с одним из векторов п { угол не больше я/2 — е (по 
доказанному), то площадь многоугольника P s , очевидно, не 
меньше некоторого числа о, зависящего только от е и а. 

Внутри многоугольника Р а найдется пара точек ü s и P s , рас¬ 
стояние между которыми не меньше некоторого числа б, зави¬ 
сящего только от о, следовательно, только от г и а. Пусть C s 
и D s — точки многогранника P s , которые проектируются в 
точки Ü, и Ds на плоскость ос. Проведем плоскость ß, парал¬ 
лельную отрезкам A s ß s и C S D& Спроектируем многогранник Р, 
на плоскость ß. Проекция многогранника содержит четырех¬ 
угольник, вершины которого являются проекциями точек A s , B s , 
C s , D 3 . Площадь этого четырехугольника, очевидно, не 
меньше s б, и следовательно, сколь угодно велика, если ве¬ 
лико s. Соответственно площадь проекции многогранника сколь 
угодно велика, а значит, велика и площадь самого многогран¬ 
ника Ps- Вместе с тем она не превосходит bk, где k — число век¬ 
торов Пі. Мы пришли к противоречию. Утверждение доказано. 

Как указано выше, доказательство леммы 1 будет основано 
на лемме об отображении. Эта лемма гласит: 

Пусть А и В — два многообразия одного и того же числа из¬ 
мерений п. Пусть дано отображение ср многообразия А в мно¬ 
гообразие В, удовлетворяющее следующим условиям: 

1. В каждой компоненте многообразия В содержатся образы 
точек из А. 

2. ф взаимно однозначно, 
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3. ф непрерывно. 

4. Если точки b m многообразия В являются образами то¬ 
чек а п многообразия А и сходятся к точке b, то в А существует 
точка а, которая имеет своим образом b и является предельной 
для точек а п . 

При этих условиях ф(Л)=Д, т. е. все точки многообразия В 
оказываются образами точек многообразия А. 

Определим многообразия А и Д, о которых идет речь в 
лемме об отображении. Точками многообразия А являются 
классы равных и параллельно расположенных многогранников 
с нормалями щ, т. е. многогранники одного класса могут быть 
совмещены параллельным переносом. Так как каждый много¬ 
гранник определяется опорными числами его граней, число ко¬ 
торых k, то многообразие А имеет размерность k — 3. 

Точками многообразия В являются точки ^-мерного евкли¬ 
дова пространства с координатами F { , удовлетворяющими усло¬ 
виям F t > 0, 2 n t Fi = 0. Оно также имеет размерность k — 3. 

Отображение ф, о котором идет речь в лемме об отображе¬ 
нии, состоит в сопоставлении данному классу равных и парал¬ 
лельно расположенных многогранников точки пространства 
с координатами F\, F%, ..., F*, равными площадям граней мно¬ 
гогранников. 

Покажем, что условия леммы об отображении для указан¬ 
ных многообразий А, В и отображения ф выполняются. Усло¬ 
вие 1 леммы об отображении выполняется потому, что много¬ 
образие В как пересечение выпуклых множеств выпукло и, сле¬ 
довательно, связно. Кроме того, как показано выше, существует 
многогранник с внешними нормалями граней щ. Следовательно, 
в каждой компоненте многообразия В (в данном случае един¬ 
ственной) есть образы точек А. 

Второе условие леммы об отображении состоит во взаимно¬ 
однозначное™ отображения ф. Покажем, что оно выполнено. 
Действительно, это условие сводится к утверждению равенства 
двух замкнутых выпуклых многогранников с данными напра¬ 
влениями и площадями граней. Известна следующая теорема 
А. Д. Александрова [3]. 

Если у двух замкнутых выпуклых многогранников все пары 
параллельных граней таковы, что ни одну грань нельзя поме¬ 
стить внутрь другой параллельным переносом, то такие много¬ 
гранники равны и параллельно расположены. 

Ввиду условия равенства площадей параллельных граней 
их, очевидно, нельзя поместить одну внутрь другой. Следова¬ 
тельно, многогранник направлениями и площадями граней опре¬ 
делен однозначно с точностью до параллельного переноса. 
А это значит, что отображение ф многообразия А в В взаимно 
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однозначно. Таким образом, второе условие леммы об отобра¬ 
жении выполняется. 

Третье условие леммы об отображении состоит в непрерыв¬ 
ности отображения ф. По существу оно выражает непрерыв¬ 
ность площадей граней при непрерывной деформации с сохра¬ 
нением направления граней. А это очевидно. 

Обратимся, наконец, к четвертому условию леммы об ото¬ 
бражении. Пусть b s (fi , ..., Fl) — последовательность точек мно¬ 
гообразия В, сходящаяся к точке 6о(р?, ..., F%), P s — замкну¬ 
тый многогранник с внешними нормалями граней п и ..., «ь и 
площадями граней Pf, ..., Fl. Четвертое условие леммы требует, 
чтобы существовал многогранник Р° с внешними нормалями 

граней Пі . Пь и площадями граней F°i .Р*, предельный 

для последовательности многогранников, равных Р*. Покажем, 
что и это условие выполняется. Действительно, в виду условия 
F°i > 0, существуют положительные числа а и b такие, что при 
всех i, s имеем а < Pf < b. Поэтому, как показано выше, много¬ 
гранники Р 8 ограничены в совокупности. Не ограничивая общно¬ 
сти, можно считать, что последовательность многогранников Р* 
сходится к некоторому многограннику Р°. Очевидно, многогран¬ 
ник Р° имеет грани с внешними нормалями щ и площадями Р°. 
Таким образом, и четвертое условие леммы об отображении вы¬ 
полняется. 

Согласно лемме об отображении каждая точка многообра¬ 
зия В является образом некоторой точки многообразия А. 
А это значит, что для каждой системы единичных векторов п, 
и положительных чисел Р,-, удовлетворяющих условию 
2 ге г Рі = 0, 

существует замкнутый выпуклый многогранник с внешними 
нормалями граней щ и площадями граней Р<. Лемма I дока¬ 
зана. 

Теорема. Пусть на единичной сфере Q с центром в на¬ 
чале координат О задана непрерывная положительная функ¬ 
ция К(п) точки п на сфере. Пусть эта функция удовлетворяет 
условию 

<**> 

где da — элемент площади сферы Q, а интегрирование распро¬ 
страняется на всю сферу. 

Тогда существует и притом единственная с точностью до па¬ 
раллельного переноса замкнутая выпуклая поверхность Ф, ко¬ 
торая в точке с внешней нормалью п имеет гауссову кривизну, 
равную К(п). 
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Мы ограничимся в этом параграфе только доказательством 
существования поверхности Ф. Единственность будет получена 
в § 4 как следствие более общей теоремы. 

Доказательство. Разобьем сферу Q меридианами и па¬ 
раллелями на малые области ю а . Положим 


Г nda 
J К{п) " 


n a F a , 


где п а — единичный вектор, а F a — положительное число. Для 
векторов п а и чисел F a ввиду условия (**) выполнены условия 
леммы 1 

Sn a F„ = 0. 

Следовательно, существует замкнутый выпуклый многогран¬ 
ник Р с внешними нормалями граней п а и площадями гра¬ 
ней F a . Площадь проекции многогранника Р на плоскость, пер¬ 
пендикулярную единичному вектору т, равна 

S ^ = ¥ J KTHT d(ö>e>0 ’ 

Q 


где е — некоторая постоянная. 

Построим последовательность многогранников Р„, отвечаю¬ 
щих разбиениям сферы на области со а при измельчении этих 
разбиений. Многогранники Р, ограничены в совокупности. Дей¬ 
ствительно, площади многогранников Р„ ограничены сверху, они 
не превосходят величины 

Г d<ä 

J К (п)’ 

а 

а их проекции на любую плоскость, как показано выше, огра¬ 
ничены снизу числом е>0. После этого достаточно воспроиз¬ 
вести рассуждение, приведенное по аналогичному поводу в до¬ 
казательстве леммы 1. 

Так как многогранники Р 3 ограничены в совокупности, то, 
не ограничивая общности, можно считать, что они сходятся 
к некоторой замкнутой выпуклой поверхности Ф. Покажем, что 
эта поверхность гладкая и строго выпуклая. Гладкость поверх¬ 
ности Ф означает отсутствие у нее конических и ребристых то¬ 
чек, строгая выпуклость — отсутствие на ней прямолинейных 
отрезков. Допустим, на поверхности Ф имеется коническая 
точка А. Не ограничивая общности, можно считать, что много¬ 
гранники Р, при больших s располагаются внутри поверхности 
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Ф в окрестности точки А. Пусть G — сферическое изображение 
точки А поверхности Ф. Так как точка А коническая, то G со¬ 
держит кружок g с окружностью, не пересекающейся с грани¬ 
цей области G. При s -* оо общая площадь тех граней много¬ 
гранника P s , нормали которых принадлежат g, сколь угодно 
мала. Но это невозможно, так как 

J тг > S' >e(g) > 0, 

где e — постоянная, зависящая только от g и одинаковая для 
всех многогранников. 

В случае ребристой точки А надо воспользоваться конструк¬ 
цией, которая была применена в § 3 гл. II при доказательстве 
гладкости поверхности с ограниченной удельной кривизной. 
Строгая выпуклость поверхности Ф устанавливается с помощью 
конструкции, приведенной в доказательстве строгой выпукло¬ 
сти поверхности с положительной удельной кривизной (см. 
там же). Мы опускаем эти доказательства. 

Так как поверхность Ф гладкая и строго выпуклая, то для 
каждого единичного вектора п найдется и притом только одна 
точка поверхности Ф с внешней нормалью п. Покажем, что 
гауссова кривизна поверхности в этой точке равна К(п). При 
этом под гауссовой кривизной поверхности в точке А (п) мы по¬ 
нимаем предел отношения кривизны области на поверхности 
к площади области, когда область произвольным образом стя¬ 
гивается к точке А(п). 

Возьмем произвольную область G на единичной сфере Q. 
Пусть область G' содержится в G вместе с границей и ее пло¬ 
щадь (і/ отличается от площади области G не более чем на 
е>0. Обозначим а и о' общую площадь тех граней многогран¬ 
ника P s , сферические изображения которых принадлежат обла¬ 
стям G и G' соответственно. Обозначим <т 0 и о' площади обла¬ 
стей на поверхности Ф, соответствующих областям G и G' при 
сферическом отображении. При достаточно большом s в силу 
гладкости и строгой выпуклости поверхности Ф 

о 0 > а', о > oj. 

Отсюда, переходя к пределу при е—>•0, заключаем, что область 
G® на поверхности Ф, соответствующая области G при сфериче¬ 
ском отображении, имеет площадь 
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Следовательно, удельная кривизна области G® на поверхно- 
сти Ф равна 

•//тгег- 

о 

Переходя к пределу при стягивании области G к точке Л (л), 
в силу непрерывности функции К (л) заключаем, что гауссова 
кривизна поверхности Ф в точке с нормалью л равна К(п), что 
и требовалось доказать. 

§ 3. Регулярность выпуклой поверхности, 
у которой гауссова кривизна положительна 
и как функция нормали регулярна 

Решение проблемы Минковского, данное самим Минков¬ 
ским, а также решение, изложенное в § 2, является неполным, 
если функция К (л) не только непрерывна, но и достаточно диф¬ 
ференцируема. В этом случае естественно ставить вопрос о су¬ 
ществовании регулярной поверхности с заданной гауссовой 
кривизной К(п). В настоящем параграфе мы докажем, что вы¬ 
пуклая поверхность (не обязательно замкнутая) с регулярной 
функцией К(п) регулярна. В соединении с результатом § 2 это 
дает решение проблемы Минковского в полном объеме. 

Идея доказательства теоремы о регулярности выпуклой по¬ 
верхности с регулярной функцией К(п) состоит в следующем. 
Пусть F — выпуклая поверхность с гауссовой кривизной К(п) 
в точке с внешней нормалью п, причем К{п) — регулярная 
функция. Пусть Q — сферическое изображение F, Х 0 — внутрен¬ 
няя точка Ö и м - круг на единичной сфере с центром Х 0 , со¬ 
держащийся в области Й. Обозначим F a ту часть поверхно¬ 
сти F, которая имеет своим сферическим изображением круг ю. 

Мы покажем, что существует регулярная выпуклая поверх¬ 
ность F', обладающая следующими свойствами: 

1. Выпуклая поверхность F' имеет сферическим изображе¬ 
нием круг О). 

2. В каждой точке с нормалью п поверхность F' имеет ту же 
гауссову кривизну, что и F a , т. е. К(п). 

3. Значения опорных функций Я (л) и Я' (л) поверхностей F a 
и F' совпадают на границе круга ю. 

Далее мы покажем, что поверхности F и F' совпадают. Так 
как поверхность F' регулярна, то поверхность F обладает та¬ 
кой же степенью регулярности в окрестности произвольной 
точки Х 0 , а следовательно, везде, что и требуется доказать. 

Построение выпуклой поверхности F' аналитически сво¬ 
дится к решению задачи Дирихле для уравнения 

rt — s 2 = (p(x, у) >0. (1) 
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В связи с этим мы начнем наше изложение с решения этой 
задачи. 

Лемма 1. Пусть у(х, у) — аналитическая функция в круге 
x 2 +y 2 ^R 2 и т|? — любая аналитическая функция на его окруж¬ 
ности. Тогда в указанном круге существуют два решения урав¬ 
нения (1), которые на его окружности обращаются в. заданную 
функцию ф. Если Zi(jc, у) и z 2 (x, у) —эти решения , то поверх¬ 
ности, заданные уравнениями г=г { (х, у) и z=z 2 ( х, у), —вы¬ 
пуклые и обращены выпуклостью в разные стороны: одна — в 
сторону z> 0, другая — в сторону z<0. 

Доказательство этой леммы опирается на теорему 
С. Н. Бернштейна о разрешимости задачи Дирихле для урав¬ 
нения в частных производных эллиптического типа, согласно 
которой, для того чтобы уравнение эллиптического типа 
f{r, s, t, р, q, z, х, у) = 0, f'^ 0, допускало решение задачи Ди¬ 
рихле в области G, ограниченной аналитическим контуром С, 
достаточно уметь a priori при помощи данных на контуре уста¬ 
новить верхний предел модулей предполагаемого решения и 
его производных первых двух порядков в G + C. Для полу¬ 
чения оценок модулей решения уравнения (1) и его производ¬ 
ных мы воспользуемся соображениями, которые были приме¬ 
нены С. Н. Бернштейном к указанному частному случаю урав¬ 
нения q>(x, у) = const в работе [21]. 

Пусть z(x, у) —решение уравнения (1). Поверхность г= 
=г(х , у), очевидно, выпуклая, так как гауссова кривизна ее 
положительна. Будем предполагать, что эта поверхность обра¬ 
щена выпуклостью в сторону z<0. Это значит, что производ¬ 
ные rut положительны. Так как поверхность z=z(x, у) вы¬ 
пуклая и обращена выпуклостью в сторону z<0, то максимум 
функции z(x, у) достигается на окружности х 2 + у 2 = R 2 и, сле¬ 
довательно, не превосходит максимума модуля функции ф. 

Нетрудно оценить и минимум функции z(x, у). Для этого 
рассмотрим разность z — (je 2 + у 2 ) = г, где k — положитель¬ 
ная постоянная, для которой выполнено условие & 2 >ф(л:, у) в 
замкнутом круге. Легко проверить, что функция z(x, у) удовле¬ 
творяет уравнению 


где 


Az xx - 2Bz xy + Czyy = Ф — k 2 , 


г *ѵ 

2 ’ 


С 


*xx + k 
2 


Отсюда следует, что квадратичная форма d 2 z не может быть по¬ 
ложительно определенной ни в одной точке круга, а следова¬ 
тельно, минимум функции z достигается на границе круга. Это 
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дает возможность оценить минимум функции г (х, у) в зависи¬ 
мости от величины k и минимума ф. 

Оценим теперь максимум модулей производных р и q функ¬ 
ции г. Во-первых, заметим, что так как поверхность z=z(x, у) — 
выпуклая, то максимум и минимум производных р и q дости¬ 
гаются на границе круга. Поэтому максимум модулей р и q 
достаточно оценить на границе круга. 

С. Н. Бернштейн показал, что через касательную в произ¬ 
вольной точке М контура у, ограничивающего поверхность 
z=z(x, у), можно провести плоскость о 

z = ax+by+c 

так, что не будет точек кривой у, расположенных ниже плоско¬ 
сти а, причем коэффициенты а, Ь, с уравнения плоскости огра¬ 
ничены по модулю числом, зависящим только от максимума 
модуля функции ф и ее производных до третьего порядка. 

Для оценки максимума модулей р и q на окружности 
x 2 +y 2 =R 2 , очевидно, достаточно уметь оценить производную 
функции z по внутренней нормали к окружности. Не ограничи¬ 
вая общности, покажем, как такую оценку получить в точке 
М( — R, 0). В этой точке производная z по нормали равна р. 
Так как поверхность z=z(x, у) обращена выпуклостью в сто¬ 
рону 2 < 0 , то максимум р оценивается очевидным образом че¬ 
рез максимум модуля функции ф. Поэтому достаточно оценить 
минимум р. Для этого рассмотрим функцию 

Z = 2 — -| (* 2 + у 2 - R 2 ) -ах- by— с. 

Она обладает следующими свойствами. На окружности х 2 +у 2 = 
= R 2 функция z> 0, причем в точке М имеем z = 0. Ни в одной 
точке круга x 2 +y 2 ^CR 2 форма d 2 z не является положительно оп¬ 
ределенной. Отсюда следует, что минимум z достигается на ок¬ 
ружности и, следовательно, в круге z>0. А тогда в точке М 
дг/дхР-0. Принимая во внимание, что а, b и с по модулю огра¬ 
ничены числом, зависящим только от максимума модуля функ¬ 
ции ф и ее производных, приходим к оценке минимума р. 

В заключение заметим, что для модулей первых производ¬ 
ных функции z(x, у) во внутренней точке X круга x 2 +y 2 4^. R 2 
могут быть получены оценки в зависимости только от макси¬ 
мума модуля функции ф и расстояния точки до границы круга. 
Более точно, если ш 0 — максимум модуля функции ф, a d — 
расстояние точки X до границы круга, то модули производных 


р и q не превосходят 
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Переходим к получению оценок для модулей вторых произ¬ 
водных. Такие оценки получим сначала на окружности 

х 2 + у2 ==Я 2 

В полярных координатах р, -О- уравнение (1) запишется так: 

2 рр ('~(р "*”p’ z p) — (' р” z P fl — р= Zfl ) = Ф - 

Дифференцируя это уравнение по ö и обозначая z fl через z t , 
получим 

, Z lpp ("jp + 7Г 2 р) ^ ("р 2і Р в р2" 2 1 Ö ) ("р" Z P fl р2 

+ (-^Z 1 «»+ 72 lp) 2рр = Фв- 

Отсюда следует, что функция z 2 =zi — pz, где р — любая по¬ 
стоянная, удовлетворяет уравнению 

( z 2)pp [jp 2 <Ю + ~p Z p) 2 (— (2 2 )рР (Z 2 )flj ZpQ — ^2 + 

+ ( z 2 )«0 + } (2T 2 )p) z pp = Фо - № 

Пусть p настолько велико, что в круге х 2 + у 2 ^ R 2 имеем 
ср в — РФ < 0. Так как 

(г 2 ) хх (z 2 ) yy - (z 2 ? xy = (z 2 ) pp (А- (г 2 )ю + 1 (z 2 ) p ) - 

-(|( z 2)po— •^■(г 2 )о) 2 < 0, 

то форма d 2 z 2 не может быть положительно определенной, и 
для jz 2p | = |z pe — pZp|, а следовательно, для |z pfl | может быть 
получена оценка в зависимости от максимума модуля функ¬ 
ции ф и ее производных по ■& до третьего порядка. 

Чтобы получить оценку для |z pp |, найдем сначала нижнюю 
1 , 1 

грань положительного выражения z w + — z p . 

Пусть мы хотим найти нижнюю грань этого выражения в 
точке M('ö=0). С. Н. Бернштейн в работе [21] показал, что су¬ 
ществует функция 

z 0 = а п х 2 + 2 а 12 ху + а^у 2 + а г х + а 2 у + а 0 , 
удовлетворяющая следующим условиям: 

1, а„>0, а 22 > 0, a n a 22 -a\ 2 = k 2 . 

2. В точке М 

z 0 — Ф> ( z o)fl = ( 2 о\н> = Ф«о> ( 2 о)ово = Фввв- 
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3. В точках окружности, отличных от М, 


4. В точке М 


Zo>\]3. 


^г(2о)<н> + 7 (*о)р > 2a 0 > 0, 

где ao зависит только от максимума модулей производных 
функции ф до четвертого порядка. 

Пусть k удовлетворяет в круге х 2 +у 2 R 2 условию k 2 < 
<ф(х, у). Тогда функция z 0 — z не принимает в круге отри¬ 
цательных значений, и, следовательно, в М имеем ( z 0 — z) p <!0, 
т. е. (z 0 )p< 2 p. Осюда вытекает, что в точке М величина 

Zee + у 2 Р не меньше чем 

(z 0 )<w + j (z 0 ) p > 2 cto > 0 . 

Итак, получены оценки для вторых производных функции 
z(x, у) на границе круга х 2 +у 2 R 2 . Для оценки вторых про¬ 

изводных внутри круга рассмотрим выражение 


до=Яг, 


где Ä,>0 — некоторая функция переменных х, у. Пусть макси¬ 
мум до достигается в некоторой точке Р внутри круга. В точке Р 
имеем 

до ж = 0, w y = 0, 






Дифференцируя уравнение (1) по х, последовательно полу¬ 
чаем 


r x t + t x r — 2ss x = <р х , 

(rj - 2 r xy s + r yy r) + 2 (rj x - r*) = Ф Л 


( 2 ) 

(3) 


Выражение r x t x — r y 2 при помощи уравнения (2) и выражений 
для производных г х я г у в точке Р можно представить следую¬ 
щим образом: 




S3* 
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Подставляя теперь в уравнение (3) значения вторых производ¬ 
ных г в точке Р и выражение для r x t x — г у , получим 

2ш„ + rWyy) + 4'(f)„- 2s (т),„ + r {j)J + 


Замечая, что 

-’МіЫЭД*))"-* 

преобразуем последнее равенство так: 



Y ( tw xx - 2sw xy + rwyy) -~Y-rt + 2 rs - 

X uu (X x \ 

-f' 2 -Mx)= 

Заменяя в этом равенстве г/ на s 2 + <p и замечая, что 


Ф« + 2ф х (^) + Ф^ = |(фЬ)„. 

получим 

(tw xx - 2 sw xy + rWyy) - l xx s 2 + 2X xy rs - l yy r 2 = (фЯ,)^. 

Так как выражение tw xx — 2sw xy +rw yv в точке Р, где w дости¬ 
гает максимума, неположительно, то в этой точке имеет место 
неравенство 

X xx s 2 - 2l xy rs + Ку У г 2 < - (фЯ,)^. (4) 

Полагая Я,= 1 + приходим к заключению, что в точке Р 
г 2 <і{ф(і + -тг )} хх j , а это дает возможность оценить произ¬ 
водную г во всем круге x 2 +y 2 *CR 2 после того, как для нее из¬ 
вестна оценка на границе круга. Оценка для производной t 
получается так же, как и для г. После этого оценка для s по¬ 
лучается из уравнения (1). 

Таким образом, доказана возможность получения оценок 
для функции г(х, у) и ее производных первых двух порядков, 
а следовательно, доказано существование решения уравне¬ 
ния (1) в круге х 2 +у 2 < R 2 при заданных произвольных ана¬ 
литических значениях на его окружности. Лемма 1 доказана. 
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Лемма 2. Пусть <р (х, у) есть k раз дифференцируемая функ¬ 
ция (£>3) в круге x 2 + y 2 *CR 2 и ф— непрерывная функция 
на окружности этого круга. Тогда существует (k+ 1) раз диф¬ 
ференцируемое решение г(х, у) уравнения (1) в указанном 
круге, принимающее на его окружности значения ф. 

Доказательство. Получим оценки максимума модуля 
решения уравнения (1) и его производных первых двух по¬ 
рядков во внутренней точке_произвольной области G, ограни¬ 
ченной выпуклым контуром у, без использования производных 
функций ф. 

При помощи тех же соображений, которые мы применили 
в случае, когда область G — круг, легко получить для \г\ сле¬ 
дующую оценку: 

ІгКЖІ + т-ІІФІІ, 

где НфН и ||ф|| — максимумы модулей функций ф и ф в области G 
и на ее границе у соответственно, а D —диаметр области G. 

Используя выпуклость поверхности г=г(х, у), без труда по¬ 
лучаем оценку модулей производных р ч q. Именно, если че¬ 
рез /По обозначить максимум модуля функции z(x, у) в обла¬ 
сти G, то в точке М, которая удалена от границы области G на 
расстояние, не меньшее б, 

■ , ^ 2 гпп I I 2 т 0 

\р\<~Г, І?К-г- 

Получим теперь_оценку модулей вторых производных в произ¬ 
вольной точке М(х, у) области G. Пусть М — точка поверхно¬ 
сти z=z(x , у), которая проектируется в точку М области G. 
Проведем плоскость z=z 0 {x, у) так, чтобы она разделяла 
точку М и границу у поверхности z=z( х, у), а притом чтобы 
в каждой точке (х, у) области, удаленной от у на расстояние, 
не большее 6/2, было z 0 (x, y)—z(x, 0. Обозначим через 

A(Af)=sup(z 0 (z, у) — z(x, у)) по всем плоскостям, обладаю¬ 
щим указанным свойством. Покажем, что для А (Af) можно ука¬ 
зать оценку снизу, зависящую только от б, т 0 — максимума 
модуля функции z( х, у) и п 0 — минимума функции ф(х, у). 

Действительно, допустим, что утверждение неверно. Тогда 
существует число_бо>0, последовательности функций z h (x, у), 
ф й (х, у) и точек Af ft , удовлетворяющие условиям: 

1. В области G имеем |г й |</п 0 , \щ\^ п 0 , 

f k t k - s 2 = q> k . 

2. Точка Ж* удалена от у на расстояние, не меньшее 6о и 

Aft (Мл) < j. 
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Не ограничивая общности, можно считать, что последова¬ 
тельность функций z h (x, у) сходится_ к некоторой функции 
г*(х, у), а последовательность точек Mh сходится_к точке М*. 
Пусть G/ б 0 \— множество точек из G, удаленных от у на расстоя- 
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ние, не меньшее бо/2. Поверхности, определяемые уравнениями 
z=z h (x, у), в — выпуклые и имеют ограниченную снизу 

удельную кривизну. Поэтому предельная поверхность z=z*(x,y) 
также обладает этим свойством. С другой стороны, ясно, что ка- 
сательная_плоскость этой поверхности в точке М*, проектирую^ 
щейся в М*, содержит точку Р поверхности, проекция которой Р 
на плоскость ху удалена от у на расстояние, не большее 6/2. 
Отсюда следует, что предельная поверхность содержит прямо¬ 
линейный отрезок, а это невозможно (теорема § 3 гл. II). Утвер¬ 
ждение доказано. 

Пусть z=z 0 (x, у)=ах+Ьу+с — уравнение плоскости,_удо- 
влетворяющей условию z 0 — в G^j^ и z 0 — z=A(M) в 

точке М. Рассмотрим функцию 

w=Xr= (z 0 — z)reP. 

В G^e^oHa достигает максимума. В точке, где достигается ма¬ 
ксимум, имеет место неравенство (4), которое после подста¬ 
новки Я= ( z 0 — z)eP и упрощений имеет вид 

е р (г 0 — z) ф г 2 + (— 2 (р — а) е р ц> + 3 (z 0 — z) е р <р х — 2е р <р) г — 

— 2ср х е р (р — а) + (z 0 — г) ^ 0. 

Отсюда следует, что w не может превзойти некоторого числа до 0 , 
зависящего только от максимума модуля функции z(x, у), 
максимума модуля_ функции ф(х, у) и ее производных и рао; 
стояния 6 точки М от границы области G. Итак, в точке М 
w=AePr^.w 0 , откуда получаем оценку для г. Оценка для t 
получается аналогично, после чего оценка для s получается из 
уравнения (1). 

Теперь, когда известна оценка верхней грани модулей функ¬ 
ции z(x, у) и ее производных до второго порядка внутри обла¬ 
сти G, могут быть получены оценки верхней грани модулей 
производных функции z(x,y) третьего и четвертого порядка в 
зависимости от верхней грани модулей производных z до вто¬ 
рого порядка, расстояния точки М от границы области G и 
верхней грани модулей функций ф, 1/ф и производных функ¬ 
ции ф до третьего порядка (§ 11 гл. II). 

Построим последовательность аналитических функций ф т , 
сходящихся равномерно вместе с их производными до третьего 
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порядка в круге х 2 +у 2 R 2 , и последовательность аналитиче¬ 

ских функций ф т , равномерно сходящихся к функции ф на ок¬ 
ружности x 2 +y 2 =R 2 . Было показано, что существует аналити¬ 
ческая функция z m , удовлетворяющая уравнению 
rt — s 2 =cp m 

в круге и принимающая значения ф т на его окружности, при¬ 
чем поверхность F m , заданная уравнением z=z m (x, у), обфа* 
щена выпуклостью в сторону z<0. 

Так как функции z m (x, у) равномерно ограничены, из по¬ 
следовательности поверхностей F m можно выбрать сходящуюся 
подпоследовательность. Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что сама последовательность поверхностей F m сходится. 
Пусть F — предельная поверхность и z=z(x, у) —ее уравнение. 

В круге х 2 + у 2 ^ R 2 < R 2 для модулей первых производных 
функций z m , очевидно, можно указать оценку, не зависящую 
от т. Отсюда следует, что гауссова кривизна поверхности F m 
в точке, проектирующейся в круг x 2 + y 2 ^R\, равная 
rt — s 2 

(l-l-p 2 + q 2 ) 2 ’ 


заключена в положительных пределах, не зависящих от т. Сле¬ 
довательно, удельная кривизна любой области GaF, проекти¬ 
рующейся внутрь круга x 2 + y 2 ^R 2 , заключена в тех же пре¬ 
делах. Тогда по теореме А. Д. Александрова поверхность F 
является гладкой и существенно выпуклой, т. е. не содержит 
прямолинейных отрезков. 

Так как предельная поверхность F существенно выпуклая, 
то для величин А т {М), которые входят в оценки для вторых 
производных функций г т (х, у), может быть указана положи¬ 
тельная нижняя грань, не зависящая от/пи положения точки М 
в круге Х 2 + у 2 ^ R 2 . А это значит, что для производных функ¬ 
ций г т (х, у) до четвертого порядка в круге х 2 + у 2 </? 2 могут 
быть даны оценки, не зависящие от т. Отсюда следует, что пре¬ 
дельная функция z(x, у) дифференцируема по крайней мере 
три раза. 

Так как функция <р(х, у) по условию k раз дифференцируема, 
то функция z(x, у) —решение уравнения rt — s 2 = <p — дифферен¬ 
цируема по крайней мере (&+1) раз. Лемма 2 доказана. 

Теорема 1. Если гауссова кривизна выпуклой поверхно¬ 
сти всюду положительна и как функция внешней нормали к по¬ 
верхности регулярна (ш раз дифференцируема , m > 3), то сама 
поверхность регулярна (по крайней мере (т+1) раз диффе¬ 
ренцируема). Если гауссова кривизна как функция нормали по¬ 
верхности аналитическая, то поверхность аналитическая , 
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Доказательство. Пусть F — рассматриваемая выпук¬ 
лая поверхность с регулярной гауссовой кривизной К(п). По 
теореме А. Д. Александрова (§ 3 гл. II) поверхность F гладкая 
и строго выпуклая. 

Введем в пространстве прямоугольные декартовы коорди¬ 
наты ж, у, z, взяв за начало какую-нибудь точку О внутри вы¬ 
пуклого тела, на границе которого расположена поверхность F. 
Пусть Я (ж, у, г) — опорная функция поверхности F. 

Как показал А. Д. Александров [7], функция Я на единич¬ 
ной сфере почти всюду имеет второй дифференциал, причем 
если в точке п единичной сферы существует второй дифферен¬ 
циал функции Я, то в точке поверхности F с нормалью п гаус¬ 
сова кривизна, определяемая как предел отношения площади 
сферического изображения к площади области, вычисляется по 
формуле 

= I Н хх Н ху \ \Нуу Ну 2 1 I Н гг Н хг \ ’ 

! Н Х у Нуу\ + \ Н уг Н 22 \ + \ Н хг Н гг I 

где производные Н ХХ} ..., H Z2 взяты в точке п на единичной 
сфере. 

Пусть Q — сферическое изображение поверхности F и п 0 — 
произвольная точка на й. Возьмем в качестве оси z прямую, j 
имеющую направление вектора п 0 , и рассмотрим конечную 
часть Fi поверхности F, сферическое изображение которой Йі 
содержится внутри сферического сегмента, меньшего полу¬ 
сферы, с полюсом «о- Введем в рассмотрение функцию h(x, у), 
определяемую условием 

Л (ж, </)=Я(ж, у, 1), 

где Н(х, у, 1)—опорная функция поверхности Fi. Функция 
А (ж, у) определена в области G it которая получается централь¬ 
ным проектированием сферического изображения поверхно¬ 
сти Fi на плоскость 2=1 и затем ортогональным проектирова¬ 
нием на плоскость ху. Из выпуклости функции Н следует вы¬ 
пуклость функции А. Если функция Н в точке (ж, у, 1) имеет 
второй дифференциал, то гауссова кривизна поверхности /ч в 
точке с внешней нормалью направления (ж, у, I) равна 

К== (1 +x> + y 2 )(h xx h yy -hl y )- 

Рассмотрим поверхность Р и заданную в прямоугольных ко¬ 
ординатах ж, у, г уравнением 

2 = Л (ж, у). 
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Поверхность F\ выпуклая. Покажем, что из ограниченности 
удельной кривизны поверхности _F t следует ограниченность 
удельной кривизны поверхности Fi. Для этого _установим то¬ 
чечное соответствие между поверхностями F і и F u сопоставляя 
точке ( х , у, г) поверхности точку поверхности Fi, в которой 
внешняя нормаль имеет направление вектора (х, у, 1). 

Допустим, что поверхность F ( дважды дифференцируемая. 
Пусть G — произвольная область на этой поверхности и G — со¬ 
ответствующая область на поверхности^. Удельные кривизны 
областей G и & на поверхностях F t и Fi соответственно равны 

Г Г h xx h yy - h % 

к = _а_ к _ J J (1 +р* + я*Р ** 


где о — площадь сферического изображения области G, а S — 
площадь поверхности G. По характеру установленного точеч¬ 
ного соответствия между поверхностями F і и F\ отношение a/S 
заключено в положительных пределах, не зависящих от вы¬ 
бора области G. Удельная кривизна Kg тоже заключена в по¬ 
ложительных пределах, не зависящих от G; производные р и q 
равномерно ограничены в области Gi, содержащей Ü, так как 
поверхность F t конечна (а р и q всегда являются абсциссой и 
ординатой некоторой точки поверхности Fj). Все это дает нам 
основание заключить, что величина Kq заключена в положи¬ 
тельных пределах, не зависящих от выбора G. Для того чтобы 
прийти к тем же выводам без предположения регулярности по¬ 
верхности Ft, надо построить последовательность аналитических 
выпуклых поверхностей, сходящуюся к Fu и, зафиксировав сфе¬ 
рическое изображение областей G на них, сделать предельный 
переход. 

Пусть п 0 — произвольная точка области Q (Q — сфериче¬ 
ское изображение поверхности F) и w — малый сегмент единич¬ 
ной сферы с полюсом п 0 , содержащийся целиком в области й. 
Введем прямоугольные координаты в пространстве, приняв 
точку О на внешней нормали п 0 за начало координат и на¬ 
правив ось z противоположно п 0 . Пусть Н — опорная функция 
поверхности F и h(x, у)=Н(х, у, 1). Спроектируем сегмент <о 
на плоскость ху. При этом получим некоторый круг x 2 +y 2 *CR 2 
в плоскости ху. Функция h(x, у) почти во всех точках указан¬ 
ного круга имеет второй дифференциал и удовлетворяет урав¬ 
нению 

rt — s 2 = 


‘ /С(М 


+ </*) ’ 


где К — гауссова кривизна поверхности F в точке с нормалью 
направления (х, у, \). 
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Построим регулярную функцию h(x, у), удовлетворяющую в 
круге этому уравнению и принимающую на его окружности зна¬ 
чения h (х, у). Как было показано выше, поверхности, опреде¬ 
ляемые уравнениями z=h(x, у) и z=h(x, у), имеют ограничен¬ 
ную удельную кривизну. 

Рассмотрим функцию Щх, y)=h(x, у) — Ъ(х, у). Эта функ¬ 
ция на окружности круга x 2 +y 2 *CR 2 обращается в нуль. По¬ 
кажем, что она равна нулю во всем круге. Допустим, утвержде¬ 
ние неверно, причем в некоторой точке круга, например, %<0. 
Так как функция h(x, у) выпуклая, то она имеет почти всюду 
второй дифференциал. Множество тех точек круга, где второй 
дифференциал не существует, обозначим через М. Это множе¬ 
ство имеет меру нуль. Обозначим через F поверхность, зада¬ 
ваемую уравнением 

z=h (х, у). 

Краем этой поверхности является окружность x 2 +y 2 =R 2 в пло¬ 
скости ху. 

Как показано в § 5 гл. II, существует выпуклая поверх¬ 
ность Ф: z =ф (лг, у) с краем в плоскости ху, содержащим вну¬ 
три окружность x 2 + y 2 = R 2 , обращенная выпуклостью в сто¬ 
рону z<0 и обладающая следующими свойствами: 

1. Поверхность Ф в каждой гладкой точке имеет положи¬ 
тельную нижнюю кривизну. 

2. Если гладкая точка X поверхности Ф проектируется в 
точку заданного множества М нулевой меры, то верхняя кри¬ 
визна поверхности в этой точке бесконечна. 

Рассмотрим поверхность Ф ъ заданную уравнением 
z=A,<p(x, у). 

Эта поверхность также обладает свойствами 1, 2. При некото¬ 
ром значении параметра X поверхности ^ и Фі имеют общую 
гладкую точку X, причем поверхность F располагается над по¬ 
верхностью Ф ѵ Обозначим Фа. поверхность, задаваемую урав¬ 
нением 

г=Ъ(х, у)+Х ф(х, у). 

Поверхность Фа, и поверхность F\, задаваемая уравнением 
z=h(x, у), также имеют общую точку Х\ которая лежит на 
одной вертикали с X, причем поверхность F\ располагается над 
поверхностью Фа. Поверхность Фа, так же как и поверхность Ф х , 
обладает свойствами 1, 2. Ввиду условий 1, 2 и указанного рас¬ 
положения поверхцостей и Фа, точка X' не может проекти¬ 
роваться в точку множества М на плоскость ху, так кай тогда 
в точке X' нижняя кривизна поверхности Fi будет положи¬ 
тельна, а верхняя равна бесконечности (§ б гл. II). Итак, 
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точка X' является точкой двукратной дифференцируемости по¬ 
верхности Fi. 

Пусть X — точка плоскости ху, в которую проектируются 
точки X и X'. В этой точке 

h xx hyy — h 2 xy = hxjiyy — h 2 xy > 0 . 

Отсюда следует, что квадратичная форма 

(hxx - h xx ) I 2 + 2 (h xy - h xy ) ІЦ + (hyy - hyy) dn 2 

либо знакопеременная либо равна нулю тождественно. С дру¬ 
гой стороны, ввиду условия 1 второй дифференциал 

d 2 (h — Л) = (h xx - h xx ) dx 2 + 2 (h xy - h xy ) dx dy + ( hy y - hyy) dy 2 

должен быть строго положительной формой. Мы пришли к про¬ 
тиворечию. Итак /і=й. Следовательно, функция h(x, у), а вме¬ 
сте с ней и Н (*, у, г) — регулярные функции. Теорема 1 дока¬ 
зана. 

Теорема 2. Пусть на единичной сфере £2 с центром в на¬ 
чале координат О задана регулярная ( k раз дифференцируе¬ 
мая, k^>3) положительная функция К(п) точки п на сфере. 
Пусть эта функция удовлетворяет условию 



где di о — элемент площади сферы £2, а интегрирование распро¬ 
страняется на всю сферу. 

Тогда существует регулярная (по крайней мере (&+1) раз 
дифференцируемая) поверхность F, которая в точке с внешней 
нормалью п имеет гауссову кривизну К(п). Поверхность F оп¬ 
ределена однозначно с точностью до параллельного переноса. 

Эта теорема является следствием теоремы § 2 и теоремы 1 
настоящего параграфа. 

§ 4. Теоремы единственности для выпуклых 
поверхностей с заданной функцией 
главных радиусов кривизны 

Пусть функция f(R lt R 2 , п) определена для единичного век¬ 
тора п и положительных значений R lt R 2 (Ri < R 2 ), и пусть она 
строго монотонна по переменным /?,, R 2 , т. е. /(#', R 2 ) > 
>/(#і. Я 2 ) при R[>Ri и /(/?,, R£)>t(R l , R' 2 ) при R' 2 >R 2 . 

В настоящем параграфе будут доказаны теоремы единствен¬ 
ности для выпуклых поверхностей, у которых значения функ¬ 
ции f от главных радиусов кривизны поверхностей и единичного 
вектора нормали п совпадают 
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Пусть F' и F" — две строго выпуклые поверхности, имеющие 
общую точку Р и общую внешнюю нормаль п 0 в этой точке. 
Пусть Н' и Н" — значения опорных функций поверхностей на 
единичной сфере. Мы скажем, что поверхности F' и F" сильно 
касаются в точке Р внутренним образом, если для всех п, до¬ 
статочно близких к «о, выполняется условие 

I Н' (п) — Н" (п)\> с\п — п 0 Р, с > 0, пфп 0 . 

Мы будем говорить, что выпуклые поверхности допускают силь¬ 
ное внутреннее касание, если одну из них параллельным пере¬ 
носом можно так расположить относительно другой, что в не¬ 
которой общей точке они будут сильно касаться внутренним 
образом. 

Теорема 1. Пусть F' и F" — строго выпуклые поверхно¬ 
сти, имеющие общее сферическое изображение со, которое вме¬ 
сте с границей расположено на единичной полусфере x 2 i + xl + 
+х|=1, лг 3 >0. 

Тогда, если на границе сферического изображения со опор¬ 
ные функции поверхностей совпадают, то поверхности либо со¬ 
впадают, либо они допускают сильное внутреннее касание. 

Доказательство. Пусть Н'(п) и Н"(п)— опорные функ¬ 
ции поверхностей F' и F". Если #'(м)=#"(п) для всех п из со, 
то поверхности F' и F", очевидно, совпадают. Если поверхно¬ 
сти F' и F" не совпадают, то найдется вектор п 0 такой, что 
Н'(по)фН"(по)-, пусть для определенности Н'(по) > Н"(по). 

Обозначим о) максимальную область на единичной сфере, 
содержащую. п 0 , в которой Н' (п) > Н"(п й ). Введем в рассмо¬ 
трение вектор-функцию 

Ф(и)= Н '(п)-Н"(п) 

в области со. Бесконечная поверхность Ф, задаваемая урав¬ 
нением г=ф(п), расположена внутри некоторого конуса 
х\ = k (х\ + хі), k > 0, в полупространстве лг 3 >0. Рассечем по¬ 
верхность Ф плоскостью a: z=c=const. Пусть Ф — часть поверх¬ 
ности, расположенная ниже плоскости а. 

При достаточно малом е параболоид, задаваемый уравне¬ 
нием х 3 = е 2 (х 2 + х$), содержит внутри поверхность Ф. Если па¬ 
раболоид аффинно прижимать к плоскости а, то в некоторый 
момент он упрется в поверхность Ф .в некоторой точке Х 0 . Про¬ 
ведем касательную плоскость о к параболоиду в точке Х 0 . Она 
является касательной плоскостью к поверхности Ф и поэтому 
не может проходить через начало координат. 

Пусть г=-ф(п)=п/(ап) —уравнение плоскости о (а — по¬ 
стоянный вектор). Если обозначить п 0 единичный вектор, на- 


§ 4. Теоремы единственности для выпуклых поверхностей 


625 


правленный в точку Х 0 , то для всех п, достаточно близких к п 0 , 
очевидно, выполняется неравенство 

|ф(п)-ф(п)|> Сі |п-п р Р, 

где сі—постоянная, большая нуля, а равенство достигается 
только при п=гіо. Подставляя в это неравенство значения <р и ф 
и замечая, что Н'(п 0 )фН"(п 0 ) и (ап 0 )ф 0, получим 

I (an) +Н"(п 0 ) — Н'(п 0 ) \> с 2 \п — п 0 \ 2 . 

Слагаемое ап можно включить в любую функцию Н' или Н", 
для чего достаточно сместить на вектор а (— а) соответствую¬ 
щую поверхность. В новом расположении поверхностей 

\Н"(п)-Н'(п)\>с г \п-п 0 \ 2 , 

т. е. поверхности F' и F" допускают сильное внутреннее касание. 
Теорема 1 доказана. 

Как следствие теоремы 1 получается следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть f(Ru Rz, п) — произвольная функция 
положительных переменных Rt, R 2 , Ri ^ Rz, и единичного век¬ 
тора n, монотонная no переменным R u R 2 . Тогда, если у дважды 
дифференцируемых выпуклых поверхностей F' и F", удовлетво¬ 
ряющих условиям теоремы 1, значения функции f для главных 
радиусов кривизны и единичного вектора внешней нормали 
равны, то поверхности совпадают. 

Действительно, если поверхности не совпадают, то по тео¬ 
реме 1 они допускают сильное внутреннее касание в некоторой 
точке с нормалью п. В этой точке второй дифференциал функ¬ 
ции Н = Н'(х 1, х 2 , x s )—H"(xt, х 2 , х 3 ) является неотрицательной 
формой, не равной тождественно нулю. Покажем, что это невоз¬ 
можно. Пусть R\, R' 2 — главные радиусы кривизны поверхно¬ 
сти F' в точке с нормалью п, а Ri , R 2 — главные радиусы кри¬ 
визны поверхности F" в точке с той же внешней нормалью. По 
свойству монотонности функции f для R\, R' 2 , R", R" выпол¬ 
няется одно из условий: 1. = R", R 2 = R". 2. R\ < R", R 2 > R". 

3. R\ > R", R' 2 <Щ. 

Так как главные радиусы кривизны поверхности являются 
собственными значениями второго дифференциала опорной 
функции (§ 1), то в любом из трех случаев форма d 2 H либо зна¬ 
копеременная, либо тождественно равна нулю. Мы пришли к 
противоречию. Теорема 2 доказана. 

Для замкнутых выпуклых поверхностей имеет место сле¬ 
дующая теорема А. Д. Александрова. 

Теорема 3. Пусть F' и F" — две замкнутые выпуклые по¬ 
верхности и f(R lt R 2 , п) — функция положительных перемен- 
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ных Ri, R 2 и единичного вектора п, строго монотонная по пере¬ 
менным R ь R 2 . Тогда, если поверхности F' и F" в точках с па¬ 
раллельными и одинаково направленными внешними нормаля¬ 
ми п удовлетворяют условию 

f {R[, R' 2 , п) = / (R", R", n), R[ < R' v R" < R", 

где R[, R' 2 и R'(, R" — главные радиусы кривизны поверхно¬ 
стей, то поверхности равны и параллельно расположены, т. е. 
могут быть совмещены параллельным переносом. 

Эта теорема была доказана А. Д. Александровым сначала 
для случая аналитических поверхностей F', F" и любой функ¬ 
ции f, удовлетворяющей только условию монотонности [13]. За¬ 
тем она была доказана им же для кусочно-аналитических по¬ 
верхностей F', F" и аналитической функции f [14]. Автор осла¬ 
бил требование аналитичности поверхностей и функции f до 
трехкратной дифференцируемости [64]. В цикле работ последнего 
времени А. Д. Александров еще дальше ослабил требования 
дифференцируемости [15]. Однако до сих пор теорема не дока¬ 
зана в естественном предположении двукратной дифференцируе¬ 
мости поверхностей и одной лишь монотонности функции f. 

Мы здесь докажем теорему 3 в случае трехкратной диффе¬ 
ренцируемости поверхностей и функции f, а требование моно¬ 
тонности f заменим несколько более сильным условием 

dfldR^ > 0, df/dR 2 > 0. 

Кроме того, чтобы упростить изложение, мы предположим, что 

f(Ru /? 2 . n)^J{R 1 + R 2 , RiR 2 , п), 

где f имеет ту же регулярность, что и f, т. е. трижды дифферен¬ 
цируема по своим аргументам. 

Лемма 1. Пусть F' и F" — дважды дифференцируемые вы¬ 
пуклые поверхности, для которых в точках с одинаковыми нор¬ 
малями п значения функции f(Ri,R 2 ,n) совпадают-, Н'(х,у,г) и 
H"(x,y,z) — опорные функции этих поверхностей. Положим 
h(x,y) = H'(x,y\)-H"(x, г/,1). 

Тогда поверхность Ф, заданная уравнением 

z=h(x, у), 

может иметь только гиперболические точки и точки уплощения. 

Доказательство. Допустим, точка Р{х°, у 0 , z°) поверх¬ 
ности Ф является эллиптической или параболической точкой. 
Пусть ах+Ьу+с =0 — уравнение касательной плоскости поверх¬ 
ности Ф в точке Р. Не ограничивая общности, можно считать, 
что в этой точке h xx > 0. А тогда существует такая положитель- 
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ная постоянная k 2 , что при любом фиксированном е 2 > 0 для 
точек Q(x,y,z) поверхности Ф, достаточно близких к Р, будет 
иметь место неравенство 

h ( х, у) — (ах + by + с) > k 2 (х — я 0 ) 2 — е 2 (у — г/ 0 ) 2 . 

Введем вместо х, у однородные переменные, полагая л: = xjx 3 , 
у = х 2 1х 3 . Тогда будем иметь 

Н'(х г , х 2 , х 3 ) - Н" (х 1( х 2 , х 3 ) - ( ах х + Ьх 2 + сх 3 ) > 

Г-* 2 №-4х 3 Т- 

Отсюда следует, что в точке (xj, х%, х§) второй дифференциал 
удовлетворяет неравенству 

d 2 (Н' - Н") > k 2 (*» dx x - х° dx 3 f - е2 (хе d x x - x° 2 dx 3 f. 

Так как e 2 произвольно мало, то в указанной точке 
d 2 (Н' - Н") > k 2 (х° 3 dx x - х\ dx 3 f, 

т. е. второй дифференциал d 2 (H' — Н") не равен нулю тожде¬ 
ственно и не является знакопеременной формой. Мы пришли 
к противоречию*) Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Если в некоторой точке Р поверхности Ф функ¬ 
ция hi=dh/dx достигает экстремума, то эта точка является точ¬ 
кой уплощения поверхности. 

Действительно, в точке Р имеем Ац = 0 и h i2 =0 по свойству 
экстремума. Точка Р не может быть гиперболической, так как 
Ah ^22 — Аі 2=0. Следовательно, она является точкой уплощения. 

Как показано в § 1, главные радиусы кривизны выпуклой 
поверхности с опорной функцией Н определяются из уравнения 

H n + R Н 12 Н 13 

Н 21 И ю + R Н 2 з =0. 

#81 #32 #зз +Я 

Отсюда для суммы и произведения главных радиусов кривизны 
получаются следующие выражения: 

Rl + R 2 = H u + #22 + #33. 


#11 

#12 

j #22 

#23 

#33 

#31 

#21 

#22 

+ 1 #32 

#33 

+ #13 

#11 • 


*) Напомним, что в конце доказательства теоремы 2 было установлено, 
что форма d 2 (H'—H") либо знакопеременная либо тождественно равна 
нулю. 
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Полагая 

Н (х, у, z) = zh{— , -|-) > Л (а, ß) = Я (а, ß, 1), 

получим для суммы и произведения главных радиусов кри¬ 
визны в точке с нормалью направления (*, у, 1) следующие 
выражения: 

Я, + *2 = (Ли (1 + * 2 ) + 2 h n xy + h 22 (l+y 2 ))(l+x 2 + у 2 )' 1 ', 

R l R 2 = (h n h 22 -h 2 2 )(l+x 2 + y 2 ). 

Индексы у А обозначают дифференцирование по соответствую¬ 
щим аргументам. 

Обозначим через ф общее значение функции f для поверх¬ 
ностей F' и F". Если в f вместо аргументов R l +R 2 и RiR 2 под¬ 
ставить найденные выражения через А, то мы получим некото¬ 
рое дифференциальное уравнение для функции А 

Ф (А„, А, 2і Ай, х, у) = «р (х, t/). («■) 

Мы утверждаем, что это уравнение эллиптического типа. 

Действительно, тип уравнения не изменится, если сделать 
замену переменных, в частности, если специализировать выбор 
системы координат х, у, г. Примем главные направления на по¬ 
верхности в рассматриваемой точке за направления осей ху. 
Тогда в этой точке 

Я] + /?2 = Ац + ^22» 



где fi и f 2 — производные функции f по аргументам Ri+R 2 и 
RiR 2 . Условие эллиптичности 


<?ф дф 
dh n dh 22 


>0 


очевидным образом выполняется в рассматриваемой точке, так 
как по наложенным условиям df/dRi > 0, df/dR 2 > 0. Утвержде¬ 


ние доказано. 
Положим 


h' = H'(x, у, 1), 


А" = Н" (х, у, 1). 
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Покажем, что разность h = h' — h" удовлетворяет линейному 
уравнению эллиптического типа вида 

Ahn+Bhiz+Ch& =0. (**) 

Действительно, 

Ф (h' n , h' l2 , A' 2 , x, г/)-ф(Л", Л", Л", л:, y) = 0. 


Применяя лемму Адамара, мы действительно получим для h 
уравнение вида (**). Покажем, что это уравнение эллиптиче¬ 
ского типа. Ограничимся окрестностью точки Р, где Лц = Лі 2 = 
= /і22=0. В этой точке 


А 


dh 22 • 


и эллиптичность уравнения (**) в точке Р, а следовательно и 
в некоторой окрестности Р, вытекает из эллиптичности уравне¬ 
ния (*). 

Доказательство теоремы 3. Пусть « (схі, а 2 , а 3 ) — 
произвольная фиксированная точка единичной сферы Q с цен¬ 
тром в начале координат. Производная Н а функции Н = Н' — Н" 
в направлении (аь а 2 , аз), рассматриваемая на сфере Й, дости¬ 
гает максимума в некоторой точке. При этом могут предста¬ 
виться два случая: 

1. Для каждого а максимум Н а достигается в точке а или 
диаметрально противоположной точке (— а); 

2. Для некоторого а максимум Н а не достигается ни в 
точке а, ни в точке — а. 

Рассмотрим первый случай. Прежде всего покажем, что если 
максимум Н а достигается в точке а (или —а), то в этой точке 
d z H = 0. Примем направление а за направление оси г. Пола¬ 
гая x/z=l, y/z= т], будем иметь H z —h — — т \h 2 . По доказан¬ 

ному поверхность Ф, задаваемая уравнением l=h(l, т)) в де¬ 
картовых координатах |, т), £, может иметь только гиперболи¬ 
ческие точки и точки уплощения. Если точка |=ті = 0 является 
точкой уплощения, то в ней А 1 і = А 1 2=А 22 =0. Нетрудно прове¬ 
рить, что вторые производные Нц линейно и однородно выра¬ 
жаются через производные hki. Отсюда следует обращение 'в 
нуль всех производных Нц, если соответствующая точка поверх¬ 
ности Ф является точкой уплощения. Покажем, что точка 
|=гі = 0 не может быть гиперболической. Действительно, в ок¬ 
рестности этой точки 

h = с + al + Ьц + Al 2 + 2Д£т] + Cif 2 + ..., 


где не выписаны члены более высокого порядка малости, и 
Н ж - с - (А? + 2ВІЦ + Ст] 2 ) + ... 


34 А. В. Погорелое 
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Так как форма в скобках знакопеременная, то в точке |=т] = 0 
Н г заведомо не достигает максимума. Итак, точка | = т] = 0 не 
может быть гиперболической точкой. Утверждение доказано. 

Определим множество N на единичной сфере й. Точку а 
отнесем к N, если в этой точке достигает максимума Н а или 
Я- а . Очевидно, ,Ѵ — замкнутое множество. Его дополнение 
Af = Q — N является открытым. Покажем, что множество N 
имеет внутренние точки. Это очевидно, если Я==й. Если же N 
не совпадает с fl, то ІИ не пусто; диаметрально противополож¬ 
ное к М множество М* сплошь состоит из внутренних точек и 
содержится в- N. 

Пусть Р — внутренняя точка множества N. Выберем оси ко¬ 
ординат так, чтобы точка Р была на полусфере г> 0. В окрест¬ 
ности точки Р имеем d 2 H = 0 и, следовательно, Н — линейная 
функция. Сдвигом одной из поверхностей можно добиться того, 
что в окрестности Р будет Я=0. Соответственно функция 
h(x, у) =Н(х, у, 1) равна нулю в окрестности некоторой точки Р 
плоскости ху. В силу теоремы единственности для уравнения 
(**) отсюда следует, что h(x, «/)== 0 на всей плоскости ху. 

Рассмотрим поверхность Ф, задаваемую уравнением z= 
= И(х, у)=Н'(х, у, —1) —Н"(х, у, —1). Так как h= 0, то при 
х 2 +у 2 —юо функция h— »-О. Отсюда, ввиду неположительности 
кривизны Ф следует h= 0. Так как h=0 и Л=0, то W — Н"=і 0, 
т. е. поверхности F' и F" совпадают. 

Рассмотрим теперь второй случай. Итак, пусть для неко¬ 
торого а максимум Н а не достигается ни в точке а, ни в 
точке —а. Введем координаты х, у, z таким образом, чтобы 
ось х соединяла точки а и — а, а в точке, где достигается ма¬ 
ксимум Н а , было бы 2>0. Снова рассматриваем поверхность Ф, 
задаваемую уравнением z=h(x,y) = Н'(х,у, 1 )—Н"(х,у, 1). Так 
как функция hi=dh/dx достигает максимума в некоторой 
точке Р, то по условию максимума в этой точке /іц = Лі 2 =0. От¬ 
сюда следует, что и /і 2 2=0 (точка не может быть гиперболиче¬ 
ской). Не ограничивая общности, можно считать, что в точке Р 
h= 0, Аі=0, h 2 =0. Этого всегда можно добиться соответствую¬ 
щим сдвигом одной из поверхностей F' или F". Если в окрест¬ 
ности точки Р все точки поверхности Ф являются точками упло¬ 
щения, то мы заключаем о равенстве поверхностей F' и F" так 
же, как и в рассмотренном случае. Если не все точки поверх¬ 
ности Ф, близкие к Р, являются точками уплощения, то най¬ 
дется последовательность гиперболических точек Р к , сходя¬ 
щаяся к Р. 

Проведем в точке Р к касательную плоскость а к к поверхно¬ 
сти Ф. При достаточно большом k она близка к касательной 
плоскости в точке Р, т. е. к плоскости ху. Не ограничивая общ- 




§ 4. Теоремы единственности для выпуклых поверхностей 531 


ности, можно считать, что угловые коэффициенты плоскости ось 
по абсолютной величине не превосходят 1/А. 

Так как точка Р к гиперболическая, то окрестность точки Ph 
на поверхности Ф плоскостью as разбивается на четыре сек¬ 
тора Ѵи Ѵ 2 , Ѵ 3 , Ѵ 4 ; два расположены над плоскостью а к , на¬ 
пример Ѵі и Ѵ 3 , а два другие — Ѵ 2 и Ѵ 4 — под ней. Секторы Ѵі, 
Ѵ 3 и Ѵ 2 . Ѵі, хотя и располагаются по одну сторону плоскости а к , 
но принадлежат различным компонентам G k разбиения поверх¬ 
ности Ф плоскостью ад. Действительно, допустим, точки Аі и А 3 
секторов Ѵі и Ѵ 3 можно соединить кривой у над плоскостью а к . 
Соединим точки Аі и А 3 кривыми уі и у 3 с точкой Р к внутри 
секторов Ѵі и Ѵ 3 . Замкнутый контур у + уі+у 3 охватывает одну 
из компонент G k , содержащую либо Ѵ 2 , либо Ѵ 4 . Но тогда пло¬ 
скость a ft отрезает горбушку от этой компоненты. А поверх¬ 
ность Ф имеет неположительную кривизну, и, следовательно, 
не допускает отрезания горбушек. 

Так как при х-*+оо и х-* —оо функция hi(x, 0) стре¬ 
мится к отрицательным пределам (нуль — максимум Аі), то все 
точки ( х , 0) поверхности Ф при достаточно большом положи¬ 
тельном х принадлежат одной компоненте разбиения поверх¬ 
ности Ф плоскостью aft. Обозначим эту компоненту G + . Точки 
(— х, 0) при достаточно большом х принадлежат компоненте G~. 
Более того, при каждом фиксированном у и большом х точки 
(х, у) принадлежат G + , а точки (— х, у) принадлежат G~. 

Пусть Gi, G 2 , G 3 , G 4 — компоненты разбиения поверхности Ф 
плоскостью а к , содержащие секторы Ѵі, Ѵ 2 , Ѵ 3 , Ѵі соответ¬ 
ственно. Среди компонент Gi, G 2 , G 3 , G 4 найдется компонента, 
отличная от G + и G~. Пусть для определенности это будет G t . 
Так как компонента G і бесконечна, то она распространяется в 
бесконечность по крайней мере в одном из двух направлений: 
у> 0 или у< 0. Пусть для определенности она уходит в бесконеч¬ 
ность в направлении у> 0. 

Проведем сечение поверхности Ф плоскостью у = const >0. 
Пересечение компонент G + , G~ и Gi с этой плоскостью обозна¬ 
чим g + , g - и gi соответственно. Так как g + и g~ содержат беско¬ 
нечные уходящие в стороны х>0 и х<0 кривые, то gi состоит 
из конечных кривых с концами в плоскости а к . Следовательно, 
на gi есть по крайней мере одна точка, где |Аі|<1/А. Переходя 
к пределу при Р к -*Р, заключаем, что в одной из полуплоско¬ 
стей, например у> 0, на каждой прямой g = const есть точка, 
где А=0 и Аі=0. 

Обозначим через АІ множество тех точек плоскости ху, где 
Л=0 и Лі=0. По доказанному в этих точках hn=hi 2 =h 22 = 0. На 
каждой прямой g = const>0 есть точки множества АІ, причем 
пересечение АІ с указанной прямой есть либо одна точка, либо 
отрезок. В противном случае в этом сечении были бы точки, 
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где дсі>0, что невозможно (нуль есть максимум hi). Если в ка¬ 
ком-нибудь сечении получается отрезок, то вдоль этого отрезка, 
ввиду равенства нулю производных h ijt функция h линейна. 
Сдвигом одной из поверхностей можно добиться того, что вдоль 
отрезка будет /і = 0, Лі=0 и Л 2 = 0. По теореме единственности 
для уравнения (**) отсюда следует, что h= 0. После этого за¬ 
ключаем о совпадении поверхностей F' и F" так же, как и в 
предыдущем рассмотрении. 

Если в каждом сечении t/ = const>0 находится только одна 
точка Р(у) множества М, то эта точка непрерывно зависит от у. 
В противном случае в некотором сечении, где нарушается не¬ 
прерывность, должны быть по крайней мере две точки множе¬ 
ства М, а следовательно, и целый отрезок. Покажем, что в ка¬ 
ждой точке Р(у) будет ft 2 = 0. Действительно, если в точке Р(уо) 
Н 2 Ф 0, то М в окрестности этой точки представляет собой глад¬ 
кую кривую, однозначно проектирующуюся на оси х и у. Ввиду 
условия Аі=0 вдоль этой кривой касательные к ней должны 
быть параллельны оси у в каждой точке, близкой к Р(уо). Сле¬ 
довательно, эта кривая содержит отрезок, параллельный оси у. 
Но это противоречит однозначности Р(у). Итак, в каждой точке 
Р(у) функция /г 2 =0. Ввиду непрерывной зависимости точки Р(у) 
от у точка Р является пределом для точек плоскости ху, в кото¬ 
рых Л = Лі = Л 2 =0. По теореме единственности для уравнения 
(**) следует, что х=0. После этого заключаем о совпадении 
поверхностей F' и F" так же, как и ранее. Теорема 3 доказана. 

Ввиду того, что теорема 3 доказана пока что в тех или иных 
предположениях о дифференцируемости функции /, не лишена 
интереса следующая теорема. 

Теорема 4. Пусть F — дважды дифференцируемая выпук¬ 
лая поверхность и f (Ri, R 2 ) — любая монотонная по обоим пе¬ 
ременным функция в области Ri>0, R 2 > 0, Ri R 2 . 

Тогда, если главные радиусы кривизны R t и R 2 поверхности F 
удовлетворяют условию 

f(Ru /? 2 )= const, 
то поверхность F — сфера. 

Доказательство. Введем произвольным образом декар¬ 
тову систему координат х, у, г. Пусть Н(х, у, г) — опорная 
функция поверхности F. Положим 

Цх, у)=Н(х, у, 1)-Н{х, у, -1). 

Подобно тому как в лемме 1, доказывается, что поверхность Ф, 
задаваемая уравнением z=h(x, у), может иметь только гипер¬ 
болические точки и точки уплощения. 

Покажем, что при х 2 +у 2 -*°° функция h(x, у) остается 
ограниченной. Допустим, утверждение неверно. Тогда суще- 
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ствует последовательность точек (дс*, y h ) таких, что х\ + у\-+ао 
и h(Xh, Ук) -*оо. Не ограничивая общности, можно считать, что 
при k -* ОО 

х * - - »S, 7 п -» Г). 

/і + 4+4 /i+4 +Л 

Этого всегда можно добиться, переходя к соответствующей под¬ 
последовательности точек ( Xh , Ун) ■ 

Положим 

Т '- * У 1 _ 

/і +* 2 + (/ 2 ’ * /l+^ + jf 2 ’ Кі +* 2 + у 2 


Пусть Р — точка единичной сферы с координатами £, rj, 0. При 

k —* ОО 


У*. 4)~ я (4 У» ~ 2 0 


Мы пришли к противоречию, и ограниченность h(x, у) доказана. 

По известной теореме С. Н. Бернштейна [20] поверхность Ф, 
содержащая только гиперболические точки и точки уплощения, 
при условии ограниченности функции А, задающей эту поверх¬ 
ность, есть плоскость z = const. 

Сдвигом системы координат х, у, г можно добиться того, 
что h(x,y) будет тождественно равна нулю. В этом случае 
плоскость ху является плоскостью симметрии поверхности F. 
Так как система координат хуг была взята произвольно, то по¬ 
верхность F имеет плоскости симметрии всех направлений. От¬ 
сюда очевидным образом следует, что она есть сфера. Теорема 
доказана. 

В заключение заметим, что теорема 3 может быть доказана 
без каких-либо предположений дифференцируемости для /, если 
функция f симметрична относительно п, т. е. если f{Ri, R 2 , п) = 
=f(Ri, R 2 , — п) (А. И. Медяник [46]). 

§ 5. Существование выпуклой поверхности 
с заданной функцией главных радиусов кривизны 

Пусть F —дважды дифференцируемая замкнутая выпуклая 
поверхность с положительной гауссовой кривизной и f(R it R 2 ) — 
некоторая функция переменных R it R 2 , определенная в области 
/?і>0, /? 2 >0, Ri>R 2 . Пусть Ri(n) и R 2 {n) (Ri(n)> R 2 (n)) — 
главные радиусы кривизны поверхности F в точке с внешней 
нормалью п. Поверхность F и функция f определяет некоторую 
функцию <p(n)=f(Ri(n), Rz(n)) единичного вектора п. Есте¬ 
ственно поставить следующую проблему: при каких условиях 
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для заданных функций f и <р существует замкнутая выпуклая 
поверхность, удовлетворяющая уравнению 

№, Я*)=ф(я). (1) 

Рассмотренные в §§ 1 и 2 проблемы Христоффеля и Минков- 
ского являются частными случаями этой более общей проблемы. 
Именно, проблема Христоффеля соответствует случаю, когда 
f(Ri, R 2 ) =Ri + R 2 , а в проблеме Минковского f(Ri, Ri)=RiR2. 

В настоящем параграфе мы будем рассматривать указанную 
проблему. В аналитическом истолковании проблема сводится 
к вопросу о разрешимости некоторого нелинейного уравнения 
для опорной функции искомой поверхности, которое получается 
из уравнения (1). Для решения этого уравнения мы применим 
метод непрерывного продолжения решения по параметру. Эф¬ 
фективность применения этого метода предполагает возмож¬ 
ность априорных оценок решения вместе с его производными до 
второго порядка. Получение таких оценок эквивалентно оценке 
главных радиусов кривизны поверхности. В связи с этим мы 
начнем наше изложение получением априорных оценок для 
главных радиусов кривизны замкнутой выпуклой поверхности, 
удовлетворяющей уравнению (1). Относительно обеих функ¬ 
ций f и ф предполагается их двукратная дифференцируемость, 
а для функции f, кроме того, строгая монотонность, т. е. 

df!dR 1 > 0, dfldRa > 0. (2) 


Теорема 1. В точке Рі поверхности F, где Ri достигает 
максимума, 

df d 2 f q>2 

( /?2_/?1 >д«7 + ~дЩ ( dUdR 2 f 


В точке Р 2 поверхности, где R 2 достигает минимума, 


(Ri-Ri) 


df d 2 f 


dR { дЩ (df/dRtf 


Дифференцирование cp выполняется по дуге s большого круга 
на единичной сфере в соответствующем главном направлении. 

Доказательство. Пусть в точке Р\ имеем Ri>R 2 . Тогда 
в окрестности этой точки 

f(Ru R 2 )=g(RiRi, Ri+Ri), 


где g — также дважды дифференцируемая функция. Таким об¬ 
разом, уравнение (1) в окрестности точки Рі можно записать 
в виде 


g{RiR 2 , Ri+R 2 )=(f(n). 


( 3 ) 
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Примем точку Рі поверхности F за начало координат, а глав¬ 
ные направления в этой точке за направления координатных 
осей хи у. Пусть для определенности ось х соответствует глав¬ 
ному направлению с радиусом кривизны R^ Обозначим 
Н(х, у, г) опорную функцию поверхности. Тогда при х=у = О, 
г=1 будем иметь 

Я = 0, Н х = 0, Ну = 0. 

Соответственно для функции h(x, у) = Н(х, у, 1) получим 
Л = 0, h x — 0, h a = 0. 

Для суммы и произведения главных радиусов кривизны по¬ 
верхности в § 4 получены следующие выражения: 

ЯіЯ 2 = (^-5 2 )(1+* 2 + «/ 2 ) 

Я, + Я 2 = ((1 + х 2 ) г + 2xys + (1 + у 2 ) t) уТ+ЛТу*, 


где г, s, / — общепринятые обозначения для вторых производ¬ 
ных функции h. Заметим, что в самой точке Р и т. е. при х=у= 0, 
ввиду специального выбора направления осей координат *, у 
производная s=0 и, следовательно, r=Ri,t=R 2 . 

Декартова координатная сеть на плоскости г=\ при проек¬ 
тировании из точки Рі на единичную сферу х 2 +у 2 +г 2 =\ пере¬ 
ходит в криволинейную сеть. Координатные линии дс = const и 
у = const на сфере суть большие круги. Проведем цилиндр Z, 
проектирующий поверхность F на плоскость большого круга 
«/=const. Радиус кривизны R этого цилиндра вдоль линии ка¬ 
сания с поверхностью заключен между главными радиусами 
кривизны поверхности, т. е. 

Rz<R<Ri. (5) 


Для радиуса кривизны R имеем известное выражение (см. 

§ О 

R=P + Pss , 


где р — значения опорной функции Н на единичной окружно¬ 
сти z/=const, а дифференцирование выполняется по дуге этой 
окружности. Обозначим радиус кривизны R как функцию коор¬ 
динат х, у через w ( х , у). Замечая, что 


Р 


Ѵ\ +х* + у* 


fi(x, у), 


находим для функции w (jc, у) следующее выражение: 
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Так как направление і/= 0 в точке (0, 0) соответствует глав¬ 
ному направлению R it то до(0, 0)=Рі и, следовательно, ввиду 
неравенства (5) функция w(x, у) в точке (0, 0) достигает ма¬ 
ксимума. Поэтому в точке (0, 0) 

w x = r x = 0 , w y = r y = 0 , 

w xx = г хх + Зг о, w vy = г у у + г <; о. 

Дифференцируя равенство (3) по х в точке (0, 0), последо¬ 
вательно получаем 

ёі ( r x t + rt x ) + g 2 (r x + t x ) = Ф*. 
gl (r xx + 2 r x t x + rt xx + Art) + g 2 (r xx + t xx + 3 r + t) + 

+ gn (r x t + rt x ) 2 + 2g 12 (r x t + rt x ) (r x + t x ) + gn {r x + t x f = <p xx . 


Из первого равенства, замечая, что в точке (0,0) имеем г ж =0, 
г=Р ь t = R 2 , находим 




Соответственно второе равенство преобразуется к виду 


j!L +{R2 - Rt) JL + 


d 2 f ф 2 

dR\ ( df/dR 2 f 


<Рхх- 


Отсюда, так как ш жж ^0, w yv -*C0, получаем неравенство 




д 2 / ф 2 

dR\ (df/dR 2 f ^* хх ' 


Нетрудно проверить, что 

dx/ds = - + г х . +у -. 

Ѵ\ + у* 

Поэтому в точке (0, 0) имеем ф*=ф 8 , ф**=фз Л и мы получаем 
неравенство, утверждаемое теоремой. 

В начале доказательства мы исключили равенство Ri=R 2 , 
потребовав в точке Р 4 условия Pi > R 2 . Но полученное нами не¬ 
равенство, очевидно, верно и при Ri=R 2 . В этом случае оно вы¬ 
ражает тривиальный факт —функция ф достигает в точке Р 4 
максимума. Доказательство второго утверждения теоремы о ми¬ 
нимуме R 2 проводится аналогично, и поэтому мы его опускаем. 

Рассмотрим два примера. Пусть f(R it R 2 )=RiR 2 . Тогда наше 
неравенство принимает вид 

(R 2 — Ri)Ri ^ фа». 
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Отсюда, замечая, что RiR 2 =<p, получаем 
Ял < ф — ф м - 


Эта оценка играет важную роль в некоторых решениях про¬ 
блемы Минковского (Миранда [50], Ниренберг [52]). 

Пусть f(Ri, R 2 )=Ri+R 2 . Тогда в точке Р 2 , где достигается 
минимум Я 2 , будем иметь 

Ri — Я 2 фвз- 

Отсюда получается оценка для Я 2 снизу 
2Я 2 > ф — ф 55 . 

Этой оценкой мы воспользовались, рассматривая проблему 
Христоффеля в § 1. 

Из теоремы 1 как следствие получается теорема § 4 о том, 
что если на замкнутой выпуклой поверхности f(Ru /? 2 )=const, 
то она есть сфера. Действительно, если эта поверхность не 
является сферой, то в точке Л будет Ri>R 2 . С другой стороны, 
по теореме 1 в этой точке (R 2 —Ri\ df/dR^O, т. е. /? 2 >/?і, что 
невозможно. Следует, однако, заметить, что это доказательство 
не может заменить доказательства, приведенного в § 4, так как 
оно предполагает четырехкратную дифференцируемость поверх¬ 
ности и двукратную дифференцируемость функции f. 

Из теоремы 1 мы получим общие условия существования 
априорных оценок для радиусов кривизны замкнутой выпуклой 
поверхнбсти, удовлетворяющей уравнению (1). Условимся гово¬ 
рить, что для функций / и ф выполняется условие (*), если 


lim 

R,-R,U(i. п ) 




ä 2 f <fl 
dR\ (d{/dR 2 f 


< Ф M 


(*) 


для любой точки n на единичной сфере и для любого напра¬ 
вления дифференцирования (по s) из этой точки. Будем гово¬ 
рить, что для этих функций выполняется условие (**), если 


lim 


df 

(Ri-R 2 )-^ + 


ä 2 f <p* 
dRf (df/dR,) 2 


>Ф ,, 


(**) 


В этих условиях Ri(R 2 , п) и R 2 (R it п) суть решения уравнения 
(1) относительно Ri и R 2 соответственно. 

Теорема 2. Если для функций f и ф выполнено условие 
(*), то для радиусов нормальной кривизны замкнутой выпук¬ 
лой поверхности F, удовлетворяющей уравнению (1), суще¬ 
ствует априорная оценка сверху. Если же для функций f и ф 
выполнено условие (**), то для радиусов нормальной кривизны 
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существует положительная оценка снизу. Эти оценки зависят 
только от функций f и ф. 

Теорема 2 непосредственно следует из теоремы 1. 

Замечание. Изложенный метод доказательства суще¬ 
ствования априорных оценок применим и к более общему слу- 
чаю, когда функция f зависит также от п и уравнение (1) имеет 
вид 

f(Ru # 2 , п) = ф(л). 

Рассмотрим вопрос о существовании замкнутой выпуклой 
поверхности F, удовлетворяющей уравнению (1). Формулиров¬ 
ка окончательного результата (теорема 3) несколько сложна, 
поэтому мы отнесем ее в конец параграфа и начнем с дока¬ 
зательства существования поверхности F, удовлетворяющей 
уравнению (1), подчиняя функции / и ср соответствующим огра¬ 
ничениям в ходе доказательства. Прежде всего мы будем пред¬ 
полагать, что функция f определена для всех положительных 
значений R lt R 2 , симметрична (/(/?i, R 2 )=f(Ri, Ri)) и строго воз¬ 
растающая, т. е. 

dfldR, > 0, dfldR 2 > 0. 

Относительно функции <р предполагаем ее четность (ф(л) = 
= ф(— п)). Обе функции / и ф в начале считаем аналитиче¬ 
скими. В конце это требование будет ослаблено до двукратной 
дифференцируемости. 

Согласно теореме § 4 условием (1) поверхность F опреде¬ 
ляется однозначно с точностью . до параллельного переноса. 
Пусть F* — поверхность, симметричная F относительно точки О. 
Так как функция ф(л) четная, то F* также удовлетворяет урав¬ 
нению (1). По указанной теореме поверхности F и F* равны и 
параллельно расположены, т. е. совмещаются параллельным 
переносом. А это значит, что поверхность F имеет центр сим¬ 
метрии. 

Пусть поверхность F испытывает бесконечно малую цен¬ 
трально-симметрическую деформацию в поверхность F t с опор¬ 
ной функцией H t =H + tZ, где Н — опорная функция F. Тогда, 
если функция f для поверхности F t стационарна при ^ = 0, т. е. 
df(Ri{t), R 2 (t))/dt= 0, то Z = 0. Доказательство этого утвер¬ 
ждения может быть построено на тех же соображениях, что и 
в теореме § 4. Но мы не будем приводить этого доказательства. 
Дело в том, что этот результат нам понадобится для случая, 
когда поверхность F и ее деформация аналитические, а в та¬ 
ком виде он по существу содержится в работе А. Д. Алексан¬ 
дрова [13]. 

Пусть Н (п) —опорная функция поверхности F, удовлетво¬ 
ряющей уравнению (1), на единичной сфере ш. Если принять 
центр поверхности F за начало координат О, то Н (л) будет 
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четной функцией ( Н(п)=Н( — п)). Она удовлетворяет уравне¬ 
нию эллиптического типа 

Ф(Я 11( Я 12 .Я, п) = О, 

которое получается из уравнения (1). Соответствующее уравне¬ 
ние в вариациях имеет вид 

!Щ7 рп + ~Щ7 р12 + • • • + Ш р — L (Р) = 0 - ( 6 ) 

Как указано выше, уравнение L(p)= 0 в классе четных функ¬ 
ций р (р(п)=р( —п)) не имеет других решений, кроме три¬ 
виального. 

Линейный оператор L индуцирует на единичной сфере ю 
рцманову метрику с линейным элементом 

где Ui, ы 2 — криволинейные координаты на сфере со. Ввиду сим¬ 
метрии поверхности F, следовательно, четности Я, отображение 
сферы и на себя по симметрии относительно ее центра являет¬ 
ся изометрическим в метрике ds 2 . 

Задача о приведении уравнения (6) на сфере и к канониче¬ 
скому виду 

Ар + Арі + Вр2 + Ср = 0, (7) 

где Д — второй дифференциальный параметр Бельтрами, как 
известно, связана с конформным отображением многообразия 
М с метрикой ds 2 на сферу. Ввиду отмеченной выше симмет¬ 
рии метрики многообразия М можно считать, что конформное 
отображение сохраняет эту симметрию. 

Задачу о построении поверхности, удовлетворяющей урав¬ 
нению (1), мы будем решать методом непрерывного продолже¬ 
ния по параметру. Для этого функцию q>(n) включим в непре¬ 
рывное семейство <р \(п), полагая 

Фя (я.) = M> + ('1-WO, 1), 0 <Я< 1 . 

Рассматриваемая задача тривиально разрешима при Л = 0. Со¬ 
ответствующая поверхность есть сфера единичного радиуса. 
Допустим, что задача разрешима для функции <р ѵ Покажем, 
что она тогда разрешима для любой функции ф Х при достаточ¬ 
ной близости \ к Äo. 

Уравнение для' опорной функции Ря(я) поверхности F x 
можно представить в виде 

L(P) + R(P) + (k-K)(<P(n)-f(l, 1)) = О, 


( 8 ) 
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где Р=Р Х — Рг 0 , L — линейный эллиптический оператор (6), от¬ 
вечающий поверхности Рх 0 , a R представляет собой квадратич¬ 
ное выражение относительно функции Р и ее производных до 
второго порядка. 

Перейдем от уравнения (8) к интегральному уравнению 
с помощью четного фундаментального решения уравнения АР= 
=0 с логарифмической особенностью в двух диаметрально про¬ 
тивоположных точках сферы. Тогда получим 


где 


Р + йР = А, 

ÜP = J К(п, п') Pda, А = J Кі (и, п') R'da. 


( 9 ) 


Ядра К и К' — четные по обеим переменным. При \п — п'\ 
имеем 


Кі ~ ln I п — п' |. 


— 0 


Для решения уравнения (9) мы применим метод последо¬ 
вательных приближений. В связи с этим обозначим С 2і о про¬ 
странство дважды дифференцируемых четных (по п) функций 
на единичной сфере, вторые производные которых удовлетво¬ 
ряют условию Гёльдера с показателем <х>0. Оператор Й, дей¬ 
ствующий в этом пространстве, вполне непрерывен. Так как 
однородное уравнение Д+ЙД=0 не имеет решения вС 2 , а, кроме 
тривиального, то уравнение (9) однозначно разрешимо в С 2 , а 
для любой правой части А, также принадлежащей С 2 , а . 

Определим теперь последовательные приближения с по¬ 
мощью рекуррентной системы 

P k + QP k = A(P k . t ), 


В качестве исходного приближения возьмем Ро(п) =0. Процесс 
последовательных приближений сходится при достаточной бли¬ 
зости Я, к Я , 0 и дает решение нашей задачи для таких Я.. Это 
решение в силу аналитичности и эллиптичности исходного урав¬ 
нения будет аналитическим. 

Покажем теперь, что при известных условиях относительно 
функций f и ф рассматриваемая задача разрешима при любом 
X. Для этого, очевидно, достаточно гарантировать существо¬ 
вание априорных оценок для функции Р\(п) и ее производных 
до второго порядка. Ввиду замкнутости и выпуклости поверх¬ 
ности Р х это равносильно существованию положительных апри¬ 
орных оценок для главных радиусов кривизны. Условия суще¬ 
ствования таких оценок дает нам теорема 2. 
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Пусть при дифференцировании функции ф по дуге боль¬ 
шого круга 

а<Ф ,2 <6 > Л < Ф" < В. 

Тогда, согласно теореме 2, для существования положительных 
априорных оценок главных радиусов кривизны поверхности Fj, 
достаточно, чтобы при любых постоянных а, ß, К таких, что 
а<а<6, Л<^-<В и 0<.Я-<1, выполнялись неравенства 


lim 

R^R, ( Ri ; п) 

lim 

Ri=Ri (Ri, n) 

Ri~+0 




d 2 f X 2 a 

dR\ (df/dR 2 f 
d 2 f Wa 

dR\ (df/ÖR{f 


}<ß>, 

} > '(Л. 


(***) 


После того как задача решена для случая аналитических 
функций f и ф, условие аналитичности можно ослабить до тре¬ 
бования двукратной дифференцируемости. Для этого достаточ¬ 
но данные функции / и ф приблизить аналитическими и, решив 
задачу, сделать предельный переход в решении. Регулярность 
предельной поверхности обеспечивается возможностью .получе¬ 
ния априорных оценок ее радиусов кривизны и регулярностью 
уравнения, которому она удовлетворяет. В итоге получается 
следующая теорема. 

Теорема 3. Пусть f(Ri, R 2 ) — дважды дифференцируемая 
строго возрастающая по обеим переменным функция. Тогда 
для любой четной дважды дифференцируемой функции ф при 
выполнении условий (***) существует замкнутая выпуклая по¬ 
верхность, удовлетворяющая уравнению 

HRu R*)=v(n). 

где Ri, Ri — главные радиусы кривизны поверхности, ап — еди¬ 
ничный вектор внешней нормали. 

В заключение отметим, что аналогичный результат можно 
получить и в более общем случае, когда функция f зависит так¬ 
же от п, являясь четной функцией этого переменного. Соответ¬ 
ствующее уравнение имеет вид 

f(Ri, Rz, n)=q>(n). 


§ 6. Выпуклые многогранники с заданными 
значениями монотонной функции на гранях 

Мы будем говорить, что на выпуклых многоугольниках про¬ 
странства задана функция о, если каждому многоугольнику Q 
сопоставлено некоторое число. Примерами таких функций 
являются площадь и периметр многоугольника. Пусть Р — вы¬ 
пуклый многогранник с внешними нормалями граней /г*. Тогда 
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каждому вектору n h сопоставлено число o Ä , равное значению 
функции <х для грани с нормалью n h . Естественно рассматри¬ 
вать следующую проблему. При каких условиях существует 
выпуклый многогранник с заданными внешними нормалями 
граней tih и значениями функции а на его гранях о&? Решению 
этой проблемы будет посвящен настоящий параграф. Она 
является аналогом соответствующей проблемы для выпуклых 
поверхностей, рассмотренной в § 5. 

Пусть Рі и Р 2 — Два бесконечных выпуклых многогранника. 
Мы будем говорить, что многогранники Рі и Р 2 совпадают на 
бесконечности, если плоскости их бесконечных граней совпа¬ 
дают, или, что то же самое, если многогранники совпадают вне 
шара достаточно большого радиуса. Если многогранники Рі и 
Р 2 совпадают на бесконечности, то они имеют одно и то же 
сферическое изображение. 

Пусть А 1 , ..., А п — любая конечная система внутренних то¬ 
чек сферического изображения и(Р) бесконечного выпуклого 
многогранника Р. Легко видеть, что можно построить, и при¬ 
том с большим произволом, многогранник Р', совпадающий с Р 
на бесконечности, для которого сферическими изображениями 
конечных граней будут точки A h . 

Пусть на некотором множестве конечных выпуклых много¬ 
угольников в пространстве определена функция о, удовлетво¬ 
ряющая условиям: 

1. Функция о — непрерывна, неотрицательна и равна нулю 
тогда и только тогда, когда многоугольник вырождается (в от¬ 
резок или точку); 

2. Если многоугольник Qi является частью многоугольника 
Qi, то o(Qi)<o(Q 2 ); 

3. Если многоугольник Q 2 получается из многоугольника Qi 
сдвигом в направлении z>0, то a(Qi) ^ a(Q 2 ). 

Примером такой функции является площадь многоуголь¬ 
ника. В дальнейшем для краткости всякую функцию о, удо¬ 
влетворяющую условиям 1, 2, 3, мы будем называть просто 
монотонной функцией. 

Теорема 1. Пусть Р — бесконечный выпуклый многогран¬ 
ник, однозначно проектирующийся на плоскость ху, обращен¬ 
ный выпуклостью в сторону 2 < 0 ; п и ..., п т — любые единич¬ 
ные векторы, направленные внутрь сферического изображения 
са(Р) многогранника Р; оі, .. ., o m — любые положительные 
числа. 

Пусть о — монотонная функция, определенная для выпуклых 
многоугольников с плоскостями направлений n h . 

Пусть, наконец, £2р — совокупность всех бесконечных вы¬ 
пуклых многогранников, совпадающих с Р на бесконечности, 
с конечными гранями a h заданных направлений n k . 
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Тогда, если среди многогранников Q P найдется такой мно¬ 
гогранник Po, что 

a(«i) Oi t= 1, ..m, 

и для каждого многогранника из Q P , расположенного над пло¬ 
скостью z=ax+by+c, 

2 о («*/)> 2 (*) 

то существует выпуклый многогранник в Q P , у которого значе¬ 
ния функции а на его конечных гранях равны заданным чис¬ 
лам 0 {. 

Доказательство. Пусть Q — произвольный многогран¬ 
ник из ß P , для конечных граней которого выполняется условие 

о(а г )< 0 , і=1, .... яг. (**) 

Множество Q q многогранников Q не пусто (ему принадлежит 
многогранник Р 0 ) и замкнуто. Последнее обеспечено непрерыв¬ 
ностью функции о. 

Пусть Сі — координата z точки пересечения грани а,- много¬ 
гранника Q с осью г. Положим 

4>(Q) = Ci + c 2 + ... +c m . 

В силу условия (*) теоремы функция <р на множестве Q q огра¬ 
ничена и, следовательно, достигает абсолютного максимума 
(множество Qq замкнуто, а функция <р непрерывна). 

Пусть Q — многогранник, для которого ф достигает макси¬ 
мума. Покажем, что для этого многогранника 
о(а г ) = о г і= 1 , .. ., яг. 

Действительно, если для какого-то i=j имеем a(a,j)<aj, то ма¬ 
лым смещением плоскости грани а ; - в направлении z> 0 мы этого 
неравенства не нйрушим. Что же касается остальных граней, 
то они при этом могут только уменьшиться и, следовательно, 
для них неравенство o(a h ) <т& сохранится независимо от ве¬ 
личины смещения плоскости грани ар 

Указанное преобразование многогранника Q, таким обра¬ 
зом, не выводит его из Qq и вместе с тем позволяет увеличить 
значение cp(Q) , что невозможно по определению Q. (На Q функ¬ 
ция ф достигает абсолютного максимума.) Теорема доказана. 

Замечание. Практически многогранник, существование 
которого утверждается теоремой 1, можно искать следующим 
образом. Смещая плоскость грани осі многогранника Р 0 в на¬ 
правлении z> 0, получим многогранник, в котором а(аі)=Оі. 
При этом значения функции а на остальных гранях не возра¬ 
стают. Затем смещаем плоскость грани аг и так до грани а т . 
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после чего снова смещаем грань аі и т. д. В результате полу¬ 
чается монотонная последовательность многогранников, имею¬ 
щая своим пределом многогранник с требуемыми свойствами. 

Рассмотрим вопрос об единственности выпуклого много¬ 
гранника, существование которого устанавливается теоремой 1. 

Допустим, существует два многогранника Р' и Р", совпадаю¬ 
щие на бесконечности, у которых значения монотонной функции 
о на конечных, одинаково направленных гранях совпадают. 

Будем обозначать а' и а" соответствующие (одинаково на¬ 
правленные) конечные грани многогранников Р' и Р". Пло¬ 
скости этих граней пересекают ось г в точках с координатами 
с\ и с" соответственно. Так как многогранники Р' и Р" раз¬ 
личны, то среди разностей с[ — с" есть отличные от нуля. Не 
ограничивая общности, можно считать, что 
шах (С; — с") = 6 > 0. 

В противном случае можно было бы поменять ролями Р' и Р". 

Обозначим S' и S" совокупность тех граней многогранников 
Р' и Р" соответственно, для которых с' — с" = Ь Сдвинем мно¬ 
гогранник Р" в направлении z>0 на расстояние б. При этом 
многогранник Р" окажется внутри многогранника Р' и пло¬ 
скости соответствующих граней из S' и S" совместятся. Таким 
образом, после сдвига для соответствующих граней из S' и S" 
будет с'—с"= 0, а для остальных соответствующих граней, в 
том числе и бесконечных, с' — с"< 0. 

Покажем, что смежными для каждой грани а' ид S' могут 
быть только грани из S'. В самом деле, пусть а' — грани, 
смежные а', на многограннике Р' и а" — соответствующие им 
грани многогранника Р". Если утверждение неверно^ то по 
крайней мере для одной пары соответствующих граней а' и а" 
имеет место неравенство с^-с'/ < 0. Так как плоскости граней 
а' и а" совпадают, а для каждой пары граней а' и а" имеет 
место неравенство с'-с"<0, причем по крайней мере в од¬ 
ном случае — строгое неравенство, то грань а" содержится 
строго внутри грани а'. А это исключается свойством монотон¬ 
ности функции а, которая по условию на соответствующих 
конечных гранях многогранников Р' и Р" принимает Одинако¬ 
вые значения. 

Так как смежными для каждой грани а из S являются 
также грани из S', то все грани многогранника Р' должны при¬ 
надлежать S'. Вместе с тем бесконечные грани заведомо не 
принадлежат S', и мы приходим к противоречию. Итак, много¬ 
гранники Р' и Р" совпадают. Тем самым доказана 
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Теорема 2. Если у двух бесконечных выпуклых много¬ 
гранников, однозначно проектирующихся на плоскость ху, об¬ 
ращенных выпуклостью в сторону z< 0, плоскости бесконечных 
граней совпадают, а значения монотонной функции на конеч¬ 
ных, одинаково направленных гранях равны, то многогранники 
совпадают. 

Рассмотрим теперь аналогичную проблему для замкнутых 
выпуклых многогранников. 

Пусть а — произвольная плоскость и со а — функция, опре¬ 
деленная на замкнутых выпуклых многоугольниках, лежащих 
в плоскостях, параллельных плоскости а, и удовлетворяющая 
условиям: 

1'. Функция <д а положительна и непрерывна. 

2'. Функция со а инвариантна относительно параллельных 
переносов. Это значит, что если многоугольники Р и Q совме¬ 
щаются параллельным переносом, то значения функции ю а на 
этих многоугольниках равны. 

3'. Функция (о а строго монотонна в том смысле, что если 
многоугольник Q является частью многоугольника Р, то 
co a (Q)<cö a (P). 

4'. Если многоугольник Р изменяется так, что его площадь 
S(P)~* оо, то сй а (Р)-*оо. Если многоугольник Р вырождается 
(в отрезок), то м а (Р) —*0. 

Теорема 3. Пусть сс 1; а 2 , ..., а„ (п > 3) — система пло¬ 
скостей, не параллельных одной прямой, ац, со 2 , .... (о„ — си¬ 
стема функций, определенных на многоугольниках, параллель¬ 
ных плоскостям аі, а 2 . а п соответственно и удовлетворяю¬ 

щих условиям 1'—4'. 

Тогда, каковы бы ни были положительные числа <рі, <р 2 , ... 
• • фп, существует замкнутый выпуклый многогранник с 2 п 
гранями, параллельными плоскостям а 1( ..., а„, и значениями 
функций со/, на этих гранях, равными фі, ф 2 . Ф„. 

Этот многогранник имеет центр симметрии и определен од¬ 
нозначно с точностью до параллельного переноса. 

Начнем с доказательства существования центра симметрии 
и единственности многогранника. Пусть Р — многогранник, су-* 
ществование которого утверждается теоремой. Так как он 
имеет 2 п граней, а у многогранника не может быть более чем 
две грани заданного направления, то у многогранника Р для 
каждого направления a& будет ровно две грани. Построим мно¬ 
гогранник Р*, симметричный многограннику Р относительно 
произвольной точки О. Поставим грани многогранников Р и 
Р* в соответствие, считая соответствующими параллельные 
грани с одинаково направленными внешними нормалями. Зна¬ 
чения функций и на соответствующих гранях многогранников Р 
и Р* равны, а следовательно, эти грани взаимно не помещаемы 
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друг в друга параллельным переносом. По известной теореме 
А. Д. Александрова [3] многогранники Р и Р* равны и парал¬ 
лельно расположены, т. е. совмещаются параллельным перено¬ 
сом. Отсюда заключаем о существовании центра симметрии 
у многогранника Р. Единственность многогранника Р доказы¬ 
вается аналогично. 

Докажем теперь существование многогранника. Назовем 
произвольную систему п положительных чисел <рь фг, .... фп 
абстрактным многогранником. Если существует замкнутый вы¬ 
пуклый многогранник с 2 п гранями, параллельными плоско- 
стям ось а 2 , ..а п , и со значениями функций ©& на гранях, 
параллельных плоскостям ock, равными ф&, то этот многогран¬ 
ник мы будем называть реализацией абстрактного многогран¬ 
ника (фі, ф 2 , ..., ф п ). Определим два многообразия. Элемен¬ 
тами первого многообразия, будем обозначать его М і, являют¬ 
ся замкнутые выпуклые симметричные многогранники с 2 п 

гранями, параллельными плоскостям аі, а 2 . а„. Каждый 

такой многогранник задается положительными числами — зна¬ 
чениями опорной функции в направлениях, перпендикулярных 
плоскостям «л. Его можно изображать точкой «-мерного евкли¬ 
дова пространства с координатами, равными указанным зна¬ 
чениям опорной функции. Второе многообразие, будем обозна¬ 
чать его М 2 , состоит из абстрактных многогранников, и его 
можно интерпретировать как внутренность первого координат¬ 
ного угла «-мерного евклидова пространства с декартовыми 
координатами ф Ь фг, ..., ф и . 

Каждому многограннику из М 1 естественным образом соот¬ 
ветствует некоторый абстрактный многогранник из М 2 . Мы ут¬ 
верждаем, что это соответствие есть гомеоморфизм, а следо¬ 
вательно, каждый абстрактный многогранник допускает гео¬ 
метрическую реализацию. Доказательство этого гомеоморфизма 
будет основано на «лемме об отображении*)» А. Д. Александ¬ 
рова [3] в применении к многообразиям Af t и М 2 . Условия этой 
леммы выполнены. Действительно, многообразия Мі и М 2 имеют 
одинаковую размерность ( п ). Многообразие М 2 связно, как вы¬ 
пуклое множество. Существуют заведомо реализуемые много¬ 
гранники. Образы различных точек из М і в М 2 различны в силу 
доказанной единственности (многогранники, совмещаемые па¬ 
раллельным переносом, отождествляются). Остается доказать, 
что если некоторый абстрактный многогранник является пре¬ 
делом реализуемых, то он сам реализуем. 

Пусть Р и Р 2 , ... — бесконечная последовательность много¬ 
гранников из Mi, Pi, Р 2 , . . . — последовательность соответствую¬ 
щих абстрактных многогранников, сходящаяся к абстрактному 

*) Формулировку леммы см. на стр. 506. 
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многограннику Р. Покажем, что многогранник Р реализуем. 
Обозначим hi, h%, . . ., h k n опорные числа многогранника Ру 
в направлениях, перпендикулярных плоскостям ось <х 2 , .. а п . 
Не ограничивая общности, можно считать, что каждая после¬ 
довательность H s (h' s , h 2 , . . .), s = 1, ... я, сходится к конеч¬ 
ному или бесконечному пределу. 

Мы утверждаем, что каждая последовательность Н 3 схо¬ 
дится к конечному, отличному от нуля пределу. Действительно, 
площади поверхностей многогранников Ру ограничены в сово¬ 
купности. Поэтому если какая-нибудь последовательность H s 
сходится к бесконечному пределу, то многогранник Ру при 
достаточно большом k заключается в цилиндр сколь угодно 
малого радиуса. При этом среди граней многогранника най¬ 
дется такая, которая имеет диаметр порядка диаметра ци¬ 
линдра и, значит, функция со для этой грани стремится к нулю 
при k—*oo, что невозможно. 

Если теперь допустить, что некоторая последовательность 
H s сходится к нулю, то многогранник Ру при достаточно боль¬ 
ших k располагается между двумя сколь угодно близкими па¬ 
раллельными плоскостями. При этом найдется грань, которая 
при k-*oo вырождается в отрезок, т. е. снова функция ю 
стремится к нулю, что невозможно. 

Итак, все последовательности H s имеют положительные 
предельные значения. А отсюда следует сходимость многогран¬ 
ников Ру к реализации предельного многогранника последова¬ 
тельности Ру. Теперь на основании упомянутой леммы 
А. Д. Александрова заключаем о гомеоморфизме многообра¬ 
зий Мі и М ь а следовательно, о реализуемости всех абстрактных 
многогранников. Теорема доказана. 

Как следствие теоремы 3 получается следующая теорема. 

Теорема 4. Пусть сц, а 2 , ..., а п ( п > 3) — система пло¬ 
скостей, не параллельных одной прямой-, f(s, р, ѵу) —функция 
положительных переменных s, р и единичных векторов \у, пер¬ 
пендикулярных плоскостям а у, удовлетворяющая условиям: 

1) функция f положительна, непрерывна, строго возрастает 
по переменным s, р и четная по х, т. е. f(s, р, x)=f(s, р, — ѵ); 

2) при s-* оо функция f(s, р, ѵ) -*оо, а при s-* 0 функция 
f{s, р, ѵ) —»0. 

Тогда, какова бы ни была четная функция у (ху), существует 
замкнутый выпуклый многогранник с 2п гранями, параллель¬ 
ными плоскостям ау, такой, что площади s h , периметры ру и 
внешние нормали ху его граней удовлетворяют условиям 
f(s k , ру, v A ) = q>(v ft ). 

Этот многогранник имеет центр симметрии и определяется 
однозначно с точностью до параллельного переноса. 
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§ 7. Выпуклые многогранники 
с вершинами на данных лучах 
и заданными значениями монотонной функции 
на многогранных углах в вершинах 

В предыдущем параграфе мы рассматривали выпуклые мно¬ 
гогранники, грани которых были сопоставлены таким образом, 
что они соответствовали друг другу по параллельности. Если 
пространство пополнить несобственными (бесконечно удален¬ 
ными) элементами, то речь идет о сопоставлении, при котором 
плоскости соответствующих граней пересекаются по прямым, 
лежащим в одной плоскости. В настоящем параграфе мы бу¬ 
дем рассматривать проблему, в некотором смысле двойственную 
той, которая рассматривалась в § 6. Теперь вершины рассмат¬ 
риваемых многогранников будут поставлены в соответствие, 
при котором прямые, соединяющие соответствующие вершины, 
проходят через одну точку, в частности параллельны. Вместо 
функции на гранях многогранника рассматривается функция 
на многогранных углах в вершинах. 

Пусть V — выпуклый многогранный угол и А — его верши¬ 
на. Если из точки А можно провести полупрямую внутрь угла 
V, параллельную оси z в направлении z> 0, то будем говорить, 
что угол V обращен выпуклостью в сторону z<0. 

На выпуклых многогранных углах, обращенных выпукло¬ 
стью в сторону z< 0, мы будем рассматривать функции ft, удо¬ 
влетворяющие условиям: 

1. Функция ft непрерывна, неотрицательна и равна нулю то¬ 
гда и только тогда, когда угол вырождается (в двугранный 
угол или плоскость); 

2. Если углы Ѵі и Ѵ 2 имеют общую вершину и угол Ѵ\ со¬ 
держится в Ѵ 2 , то ■О’(Уі) >ft(V 2 ), причем равенство имеет ме¬ 
сто только тогда, когда углы совпадают. 

3. Если угол Ѵ 2 получается из Ѵі сдвигом в направлении 
z<0, то ft(Fi) <ö(V 2 ). 

Примером функции ft является кривизна угла —площадь 
сферического изображения. В дальнейшем всякая функция О, 
удовлетворяющая условиям 1, 2, 3, называется просто моно¬ 
тонной функцией угла. 

Теорема 1. Пусть у — замкнутая ломаная в простран¬ 
стве, которая прямыми, параллельными оси г, однозначно про¬ 
ектируется на плоскость ху в выпуклую ломаную у, ограничи¬ 
вающую многоугольник G, причем вершинам ломаной у соот¬ 
ветствуют вершины у. Пусть gi, g 2 , .... g„ — любая конечная 
система прямых, параллельных оси z и пересекающих много¬ 
угольник G; •Qi, . Q n — любые положительные числа : ft — мо- 
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нотонная функция, заданная на многогранных углах, обращен¬ 
ных выпуклостью в сторону г <О и с вершинами на прямых g h . 

Обозначим Qp совокупность многогранников Р с краем у, 
однозначно проектирующихся на плоскость ху, обращенных 
выпуклостью в сторону z<0 и с вершинами на прямых g k . 

Тогда, если в Q P найдется многогранник Р 0 такой, что для 
его многогранных углов с вершинами в точках A h 

k=\ . п (•) 

и для каждого многогранника из Q P , пересекающего плоскость 
z=const, 

то в Qp существует многогранник, на многогранных углах ко¬ 
торого функция ф принимает заданные значения ■&&, т. в. 

® {A h ) ■= k=\, ..., п. 

Доказательство. Обозначим Q Q совокупность тех мно- 
гогранников Q из Q P , для каждого из которых выполняется 
условие (*). Множество Q Q не пусто, ограничено и замкнуто. 
Не пусто оно потому, что ему принадлежит по крайней мере 
Р 0 . Ограниченность Qp вытекает из условия (**) теоремы, 
а замкнутость обеспечена непрерывностью функции Ф. 

Пусть с й — координата z вершины A h многогранника Q из 
Qq. Рассмотрим функцию <p(Q) =Сі + ■ ■ ■ + с„. 

Так как множество Q 0 замкнуто и ограничено, а функция <р 
непрерывна, то она на этом множестве достигает абсолютного 
минимума для некоторого многогранника Q. Утверждается, что 
Q и есть тот многогранник, о котором идет речь в теореме. 

Допустим, утверждение неверно. Тогда для некоторой вер¬ 
шины A h многогранника Q должно быть #(Лй)<#й. Сместим 
вершину A h по прямой g k в направлении z< 0 на малое рас¬ 
стояние бив новом положении обозначим ее Л*. Построим 
теперь наименьший многогранник, содержащий ломаную у и 
точки А и ..., Ah, ..., А п . Его часть, обращенная выпуклостью 
в направлении z<0, представляет собой выпуклый многогран¬ 
ник с краем у, принадлежащий Q P ; обозначим его Q'. 

Если б достаточно мало, то каждая вершина А, многогран¬ 
ника Q при іфк совпадает с соответствующей вершиной много¬ 
гранника Q', и многогранный угол (? содержит многогранный 
угол Q. Если при вершине А{ (іфк) многогранный угол Q вы¬ 
рождается в двугранный угол или плоскость, то при соответ¬ 
ствующей вершине Q' угол также вырождается. 

По непрерывности функции ö при достаточно малом б 
ф(Л*) СО*. Что касается других вершин многогранника (?', т 9 



650 Гл. VII. Выпуклые поверхности с данным сферическим изображением 


для них условие обеспечено характером изменения 

углов при переходе от Q к Q'. 

Таким образом, при достаточно малом смещении б вершины 
A h полученный многогранник Q' также_ принадлежит Qq. Так 
как при переходе от многогранника Q к Q' вершины могут 
смещаться только в направлении г<0 и одна из них (Л*) за- 
ведомо смещается в этом направлении, то 

ф((П<ф(£), 

что невозможно по определению Q (для Q функция <р достигает 
абсолютного минимума). Мы пришли к противоречию. Теорема 
доказана. 

Пусть Р — бесконечный многогранник, не являющийся приз- 
мой. Проведем из какой-нибудь внутренней точки S многогран¬ 
ника все лучи, не пересекающие многогранник. Они заполняют 
некоторый многогранный угол, который называется предельным 
углом многогранника. Предельный угол может вырождаться 
в плоский угол или даже полупрямую. Из определения пре¬ 
дельного угла следует, что он определен с точностью до па¬ 
раллельного переноса, зависящего от выбора точки S. 

Сейчас мы докажем теорему, аналогичную теореме 1 для 
бесконечных выпуклых многогранников, заменив требование 
для многогранников проходить через заданный контур требова¬ 
нием иметь заданный предельный угол. 

Теорема 2. Пусть V — многогранный угол, однозначно 
проектирующийся на плоскость ху, обращенный выпуклостью 
в сторону z< 0, gi, ..., gn — конечная система прямых, парал¬ 
лельных оси z, ді, ..., Ъ п —любые положительные числа, ft — 
монотонная функция, определенная на многогранных углах, 
обращенных выпуклостью в сторону г<0 и с вершинами на 
прямых g k . 

Обозначим Й Р совокупность всех многогранников, имеющих 
предельные углы, равные и параллельно расположенные V, и 
вершины A h на прямых g h . 

Тогда, если среди многогранников Й Р найдется такой, для 
которого 

ft (A k ) < fl* k=\ . n, 

и для каждого многогранника из Й Р , пересекающего плоскость 
z=ax+by+c, 

Sft М*» 2 ft* 

k k 

то в Q P существует и такой многогранник, на многогранных 
углах которого функция ft принимает заданные значения ft fc . 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству 
Теоремы 1. 
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Обозначим Qq совокупность многогранников из Q P , удовле¬ 
творяющих условиям 

k=l, п. 

Множество многогранников Qq не пусто, ограничено и замк¬ 
нуто. (Ограниченность в том смысле, что все многогранники 
Qq расположены над плоскостью z=ax+by+c.) Введенная 
выше функция ф на множестве Qq достигает абсолютного мини¬ 
мума для некоторого многогранника Q. Это и есть тот много¬ 
гранник, существование которого утверждается теоремой. Дей¬ 
ствительно, допустим, в какой-нибудь вершине Л& многогранника 
Q имеем •0 , (Л Л ) <•&&. Сместим эту вершину на’ малое рас¬ 
стояние 6 в направлении г< 0. Полученную точку обозначим 
Аи • Пусть V — предельный угол многогранника Q. Обозначим 
Q' наименьший многогранник, содержащий точки А ѵ A' k , 
.. ., А п и угол V. Этот многогранник принадлежит Q P . Если 
смещение б вершины _А Н достаточно мало, то он принадлежит 
Qq. Вместе с тем ф((К), очевидно, меньше ф(@). Полученное 
противоречие и доказывает теорему. 

Теперь мы докажем теоремы единственности для много¬ 
гранников с вершинами на данных прямых с заданными зна¬ 
чениями монотонной функции многогранных углов в этих вер¬ 
шинах. 

Теорема 3. Пусть Р' и Р" — выпуклые многогранники 
с общим краем у, однозначно проектирующиеся на плоскость 
ху и обращенные выпуклостью в сторону z< 0. Пусть их вну¬ 
тренние вершины поставлены в соответствие проектированием 
прямыми, параллельными оси г, и пусть некоторая монотонная 
функция ■& принимает на многогранных углах этих многогранни¬ 
ков в соответствующих вершинах одинаковые значения. Тогда 
многогранники Р' и Р" совпадают. 

Доказательство. Пусть A' k и Л" — соответствующие 
вершины многогранников, c' k и с% — координаты z этих вершин. 
Если многогранники не совпадают, то среди разностей с* — с* 
будут отличные от нуля. Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что 

max (с' — с") = б > 0. 

(А) 4 *' 

Сместим многогранник Р" в направлении z>0 на расстояние б. 
Пусть S' и S" — совокупности вершин многогранников Р' и Р", 
которые при этом совмещаются. Будем называть две вершины 
многогранника смежными, если они принадлежат одному ребру. 
Утверждается, что все вершины многогранника Р', смежные 
вершинам из S', тоже принадлежат S', 



562 Гл. VII. Выпуклые поверхности с данным, сферическим изображением 


Действительно, пусть Л' —вершина многогранника Р' из 
S'. Если среди вершин Р', смежных А', есть хотя бы одна, не 
принадлежащая S', то в силу неравенства c' k — с £ < 0, в ко¬ 
тором равенство достигается для вершин из S' и только для 
них, многогранный угол при вершине А" после смещения мно¬ 
гогранника Р" содержится внутри многогранного угла Р' при 
вершине А', а это исключается монотонностью функции Ф. 

Так как все вершины, смежные вершинам из S', принадле¬ 
жат S', то, очевидно, у многогранника Р' нет других вершин. 
С другой стороны, вершины, принадлежащие краю многогран¬ 
ника Р', заведомо не принадлежат S', так как 6>0. Мы при¬ 
шли к противоречию. Теорема доказана. 

Теорема 4. Пусть Р' и Р" — два бесконечных выпуклых 
многогранника, однозначно проектирующиеся на плоскость ху, 
обращенные выпуклостью в сторону z < 0 и имеющие общий пре¬ 
дельный угол V. Пусть их вершины поставлены в соответствие 
проектированием, параллельным оси г, а некоторая монотон¬ 
ная функция на многогранных углах многогранников в соответ¬ 
ствующих вершинах принимает одинаковые значения. 

Тогда либо многогранники совпадают, либо один полу¬ 
чается из другого сдвигом в направлении оси г. Вторая воз¬ 
можность исключается, если функция углов строго возрастаю¬ 
щая при смещении в направлении z<0. 

Доказательство этой теоремы является буквальным повто¬ 
рением доказательства теоремы 3. Из того, что все вершины Р' 
принадлежат S', заключаем, что многогранник Р" совмещается 
с Р' некоторым сдвигом в направлении оси г. Если функция 
многогранных углов строго возрастающая при сдвиге угла в 
направлении z<0, то многогранники Р' и Р" просто совпадают, 
так как на равных, параллельно расположенных не совпа¬ 
дающих углах эта функция принимает различные зна¬ 
чения. 

Рассмотрим теперь случай замкнутых выпуклых многогран¬ 
ников. Пусть д — функция, определенная на многогранных уг¬ 
лах V, содержащих начало координат О, и удовлетворяющая 
следующим условиям: 

1. Функция #(Ѵ) непрерывна, неотрицательна и равна 
нулю тогда и только тогда, если многогранный угол выро¬ 
ждается в двугранный угол или плоскость. 

2. Если углы Ѵі и Ѵг имеют общую вершину и Ѵі содер¬ 
жится в Ѵ 2 , но не совпадает с Ѵ 2 , то ■ö’(Vi) >д(Ѵ 2 ) • 

3. Если А — вершина угла Ѵі и угол Ѵг получается смеще¬ 
нием угла Ѵі в направлении О А, то ■ö(Vi) -^^(Ѵг). Для крат¬ 
кости функцию Ф мы будем называть монотонной функцией. 
Простейшим примером монотонной функции угла является его 
кривизна — площадь сферического изображения- 
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Теорема 5. Пусть gi, g 2 . g n — система лучей, исходя¬ 

щих из начала координат О, причем не существует полупро¬ 
странства, содержащего все эти лучи, О — монотонная функ¬ 
ция, определенная для многогранных углов с вершинами на 
лучах g h , и ■&!, ..■&„ — любые положительные числа. 

Пусть существует замкнутый выпуклый многогранник с вер¬ 
шинами на лучах gh и многогранными углами 14 в этих верши¬ 
нах, удовлетворяющими неравенствам 

Ъ(Ѵ к )>\ k=l . п. 

Пусть, наконец, существует такое е>0, что у всякого замк¬ 
нутого выпуклого многогранника с вершинами на лучах gh по 
крайней мере для одного многогранного угла 14 
Ъ{Ѵ к )<Ъ к , 

при условии, что хотя бы одна вершина этого многогранника 
отстоит от точки О на расстоянии, меньшем г. 

Тогда существует замкнутый выпуклый многогранник с вер¬ 
шинами на лучах g k и значениями функции О на его много¬ 
гранных углах, равными <4, т. е. 

А(Ѵ4) = *ь ft-1 . п. 

Этот многогранник либо единственный, либо все такие мно¬ 
гогранники получаются из одного преобразованием подобия 
относительно центра О. Последняя возможность исключается, 
если функция •ö строго монотонна относительно смещения вер¬ 
шины угла по лучу, исходящему из точки О. 

Доказательство. Обозначим Q P совокупность замкну¬ 
тых выпуклых многогранников с вершинами на лучах g h и мно¬ 
гогранными углами V4 в этих вершинах, удовлетворяющими 
условиям 

Ъ{Ѵ к )>& к , k=\ . п. 

Это множество не пусто. Согласно условию теоремы ему при¬ 
надлежит по крайней мере один многогранник. 

Определим на многогранниках Р множества Q P функцию 

ф(р) = 2|ол*|, 

где А к — вершины многогранника Р. На множестве Q P она до¬ 
стигает абсолютного минимума. Это обеспечивается непрерыв¬ 
ностью функции ер и последним условием теоремы, в силу ко¬ 
торого вершины многогранников из Q P удалены от точки О на 
расстояние, не меньшее е. 
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Покажем, что у многогранника Р, для которого функция ф 
достигает минимума, при всех k 

nVk)=ük. 

Допустим, утверждение неверно и для какого-нибудь k = m 
будет , ö(V m ) >Ф т . Сместим вершину А т на малое расстояние б 
в направлении А т О и в этом положении обозначим ее А т ■ При 
малом б, по непрерывности функции Ф, неравенство &(Ѵ т )> 
>‘&т при переходе к многограннику Р' с вершиной А' т не на¬ 
рушится. А для остальных вершин неравенство $(Vh) мо¬ 
жет только усилиться, так как остальные углы при переходе 
к Р' во всяком случае не увеличиваются. Таким образом, мно¬ 
гогранник Р' принадлежит Qp. Но это невозможно, так как 
ф(Р')<ф(Р). Существование многогранника с вершинами на 
лучах gk и значениями функции Ф в углах при этих вершинах, 
равными бъ, доказано. 

Переходим к вопросу об единственности полученного мно¬ 
гогранника. Допустим, существует два многогранника. Р' и Р" 
с вершинами на лучах gk и многогранными углами при этих 
вершинах, удовлетворяющими условиям 

. п. 

Обозначим 

I о к I 

max I , = т. 

* \°к\ 

Не ограничивая общности, можно считать, что т> 1. Увеличим 
многогранник Р' подобно относительно центра О с коэффи¬ 
циентом подобия т и полученный многогранник обозначим Р’. 
Многогранник Р' содержит Р", причем по крайней мере одна 
вершина у них общая. Если многогранники^ Р' и Р" не подобны, 
то среди общих вершин многогранников Р' и Р" найдется та¬ 
кая, в которой многогранный угол V" многогранника Р" мень- 
ше_многогранного угла V многогранника Р', и следовательно, 
, ö(F / ) <'ö(V^ / ). А так как по монотонности функции О имеем 
■0(У , )< Ф(У"), что противоречит условию. Итак, 
многогранники Р' и Р" подобны с центром подобия О. 

Если функция ■б строго монотонна относительно смещения 
вершины угла по лучу, исходящему из О, то многогранники 
Р' и Р", будучи подобны, должны совпадать, так как в про¬ 
тивном случае функция ■ö принимает на углах этих многогран¬ 
ников с вершинами на одном луче, исходящем из О, различ¬ 
ные значения. Теорема доказана полностью. 

Теоремы 4 и 5 для случая, когда функция ■О'(У) есть кри¬ 
визна угла V, впервые доказаны А. Д. Александровым с по¬ 
мощью леммы об отображении [6]. 
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§ 8. Единственность выпуклой поверхности 
с данной внутренней метрикой 
и метрикой ее сферического изображения 

Как известно, в теории регулярных поверхностей важную 
роль играют три квадратичные формы 

I = dr 2 , II = —dr dn, III = dn 2 , 

где г — вектор точки поверхности, а п — единичный вектор 
внешней нормали. Первая квадратичная форма задает метрику 
поверхности. Зная ее, можно найти расстояние между любыми 
двумя точками на поверхности. Третья квадратичная форма за¬ 
дает метрику сферического изображения поверхностей. Зная 
ее, можно найти угол между нормалями поверхности в любых 
двух точках. В настоящем параграфе мы рассмотрим вопрос 
единственности выпуклой поверхности с заданной внутренней 
метрикой и метрикой сферического изображения. 

Известна теорема Бонна о том, что регулярная поверхность 
определяется однозначно с точностью до движения и зеркаль¬ 
ного отображения заданием ее первой и второй квадратичных 
форм. Если средняя кривизна поверхности нигде не обращается 
в нуль, то первая и третья квадратичные формы поверхности 
однозначно определяют вторую квадратичную форму. Таким 
образом, поверхность, средняя кривизна которой нигде не об¬ 
ращается в нуль, однозначно определяется ее первой и третьей 
квадратичными формами. Этот результат может быть обобщен 
на произвольные выпуклые поверхности без каких-либо пред¬ 
положений об их регулярности. 

Пусть Fi и Е 2 — выпуклые поверхности, между точками и 
опорными плоскостями которых установлено взаимно однознач¬ 
ное соответствие, удовлетворяющее следующим условиям: 

1) Если Рі и Qi — две произвольные точки поверхности F lt 
а Р 2 и Q 2 — соответствующие им точки поверхности F 2 , то рас¬ 
стояние между точками Рі и Qi на поверхности Fi равно рас¬ 
стоянию между точками Р 2 и Q 2 на поверхности F 2 . 

2) Если Яі — опорная плоскость поверхности Fi в точке Рі, 
я 2 -^ опорная плоскость поверхности F 2 , соответствующая щ, и 
Р 2 — точка поверхности F 2t соответствующая P it то Р 2 принад¬ 
лежит п 2 . 

3) Если лі и оі — любые две опорные плоскости поверх¬ 
ности Fi, а я 2 и о 2 — соответствующие им опорные плоскости 
поверхности F 2 , то угол между внешними нормалями опорных 
плоскостей яі и щ равен углу между внешними нормалями 
опорных плоскостей я 2 и о 2 . 

Мы предполагаем, что ни одна из поверхностей F u F 2 
не является плоской областью (случай, когда одна из этих 
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поверхностей — плоская область, неинтересен). Тогда внешнюю 
нормаль к опорной плоскости можно определить как полупря- 
мую, перпендикулярную опорной плоскости и идущую в то 
полупространство, где нет точек поверхности. Имеет место сле- 
дующая теорема. 

Теорема. Выпуклая поверхность определяется однознач¬ 
но, с точностью до движения и зеркального отображения, вну¬ 
тренним расстоянием для каждой пары ее точек и углом между 
внешними нормалями для каждой пары ее опорных плоскостей. 
Иначе говоря, две выпуклые поверхности, между точками и 
опорными плоскостями которых установлено взаимно однознач¬ 
ное соответствие, удовлетворяющее условиям 1), 2), 3), либо 
конгруэнтны, либо одна из них является зеркальным изобра¬ 
жением другой. 

Не ограничивая общности, можно считать, что ни одна из 
поверхностей не является плоской областью. Действительно, 
в этом случае вторая поверхность тоже была бы плоской об* 
ластью, и утверждение теоремы тривиальным образом следует 
из изометрии этих областей. 

Рассмотрим несколько вспомогательных предложений. 

А) Если между точками и опорными плоскостями выпук¬ 
лых поверхностей Fi и F 2 установлено соответствие, удовлетво¬ 
ряющее условиям 1), 2), 3), то движением или движением с 
зеркальным отображением поверхность F% может быть пере¬ 
ведена в такое положение относительно F u при котором внеш¬ 
ние нормали к соответствующим опорным плоскостям будут 
параллельны и одинаково направлены. 

Поверхность F і имеет по крайней мере две, а в общем слу¬ 
чае три опорные плоскости, внешние нормали которых не па¬ 
раллельны. Согласно условию 3), которому подчинено соответ¬ 
ствие опорных плоскостей, поверхность F 2 движением или 
движением с зеркальным отображением может быть приведена 
в такое положение относительно F lt при котором внешние нор¬ 
мали к этим двум, или соответственно трем, опорным плоско¬ 
стям поверхности F і будут параллельны и одинаково напра¬ 
влены с внешними нормалями соответствующих опорных пло¬ 
скостей поверхности F 2 . Так как направление внешней нормали 
любой опорной плоскости определяется однозначно углами,ко¬ 
торые она образует с отмеченными двумя, или соответственно 
тремя, внешними нормалями, то, согласно условию 3) соответ¬ 
ствия опорных плоскостей поверхностей Fi и F 2 , внешние нор¬ 
мали любой пары соответствующих опорных плоскостей па¬ 
раллельны и одинаково направлены. 

Всюду в дальнейшем мы предполагаем, что соответствую¬ 
щие опорные плоскости поверхностей Fi и F 2 параллельны и 
внешние нормали к ним одинаково направлены. 
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Пусть Рі — точка поверхности F і, уі — охватывающий ее 
малый контур, gi — направленная прямая, проходящая через 
точку Р 1 и идущая внутрь выпуклого тела, частью границы ко¬ 
торого является поверхность F 4 . Пусть, далее, Р 2 , у 2 , Si — соот¬ 
ветствующие точка, контур и прямая для поверхности Р 2 . Мы 
будем говорить, что поверхности Рі и F 2 ориентированы оди¬ 
наково или противоположно, смотря по тому, дают ли соответ¬ 
ствующие по изометрии движения вдоль контуров уі и у 2 оди¬ 
наковое направление обхода около направленных прямых gi 
и g 2 или противоположное. 

B) Касательные конусы в соответствующих точках поверх¬ 
ностей Fi и F 2 конгруэнтны и параллельно расположены. 

Утверждение это вытекает из условия параллельности и 
одинаковой направленности внешних нормалей к соответствую¬ 
щим опорным плоскостям. 

C) В ребристой точке Рі поверхности Fi направлению Ті 
вдоль ребра gi двугранного угла Ѵі (касательного конуса в 
точке Рі) соответствует направление х 2 вдоль ребра g 2 дву¬ 
гранного угла Ѵ 2 (касательного конуса в точке Р 2 поверх¬ 
ности F 2 ). Если поверхности Fi и F 2 ориентированы одинаково, 
то Ті=т 2 , если они противоположно ориентированы, то Ті=— т 2 . 

В самом деле, двугранные углы Ѵі и Ѵ 2 равны и парал¬ 
лельно расположены. Допустим, что утверждение неверно, то¬ 
гда можно провести геодезические уі и у 2 из точек Рі и Р 2 на 
поверхностях Fi и F 2 так, что полукасательные к ним в точках 
Рі и Р 2 соответственно будут лежать в непараллельных гранях 
углов Уі и Ѵ 2 . Возьмем на кривых уі и у 2 последовательности 
соответствующих одновременно гладких точек P ih и P 2h ( k = 
= 1, 2 ...), сходящихся к Рі и Р 2 соответственно. Пусть л № и 
n 2k — соответствующие опорные плоскости в точках P ih и P 2h . 
В силу непрерывности полукасательных к геодезическим уі и 
у 2 в точках Рі и Р 2 последовательности шн и я 2 & сходятся и 
притом к непараллельным граням углов Ѵі и Ѵ 2 . Но это невоз¬ 
можно, так как я^Нягл при любом k. Тем самым наше пред¬ 
ложение доказано. 

В силу утверждения В) отсюда вытекает, при одинаковой 
ориентации поверхностей А и Р 2> совпадение остальных соот¬ 
ветствующих направлений в точках Рі и Р 2 . Если поверхности 
Fi и Р 2 противоположно ориентированы, то полупрямые, пер¬ 
пендикулярные ребрам gi, g 2 двугранных углов Ѵі, Ѵ 2 и лежа¬ 
щие в параллельных гранях этих углов, дают соответствующие 
направления в точках Рі, Р 2 . 

D) Пусть Рі — гладкая точка поверхности Р ь лі — опорная 
плоскость в этой точке, причем общая часть поверхности Рі и 
плоскости яі есть отрезок Ді и точка Рі — его внутренняя точ¬ 
ка. В силу свойств соответствия точек и опорных плоскостей 
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точка Р 2 , соответствующая Рі, будет обладать теми же свой¬ 
ствами. Направлению ті вдоль отрезка Аі соответствует на¬ 
правление х 2 вдоль отрезка Д 2 . Отрезки A t и Д 2 параллельны. 
Если поверхности Рі и Р 2 одинаково ориентированы, то ті и т 2 
совпадают. Если Fi и F 2 противоположно ориентированы, то Ті 
и т 2 противоположны. 

Очевидно, что на отрезках А 4 и Д 2 лежат соответствующие 
направления поверхностей Fi и Р 2 в точках Рі и Р 2 . Остальная 
часть утверждения доказывается аналогично предложению С). 
Именно, допустим, что утверждение неверно. Проведем из то¬ 
чек Рі и Р 2 соответствующие геодезические уі и у 2 , полукаса- 
тельные к которым в точках Рі и Р 2 не совпадают с отрезками 
Ді и А 2 . Построим аналогично тому, как это делалось при до¬ 
казательстве утверждения С), последовательности опорных пло¬ 
скостей яій и я». Они пересекают плоскости яі и я 2 по парал¬ 
лельным прямым gih и g 2 h. Эти прямые при k~*oo сходятся 
к прямым gi и g 2 , на которых лежат отрезки Ді и Д 2 . Итак, 
ДіІІД 2 . Совместим параллельным переносом поверхности F і и 
F 2 точками Рі и Р 2 ; при этом совмещаются также опорные 
плоскости щ, я 2 и прямые gi, g 2 . Полукасательные к геодези¬ 
ческим уі и у 2 лежат в различных полуплоскостях плоскости 
яі=я 2 , на которые разбивает ее прямая gi==g 2 . Пусть P ih и 
Ргн — проекции точек P ih и P 2h на плоскость яі = я 2 . Соединим 
их отрезком, он пересечет отрезок Д^=_Д 2 в некоторой точке Р. 
Плоскость яіь_пересекает отрезок PihP, плоскость я 2 & пересе¬ 
кает отрезок P 2 hP ■ Поэтому точка Р лежит между параллель¬ 
ными плоскостями Яі* и я 2 й. Если точки Pik и P 2 h близки соот¬ 
ветственно к Рі _и к Р 2 , то внутренняя нормаль к плоскости 
Яі = я 2 в точке Р не пересекает плоскостей я», и n 2h . Но от¬ 
сюда следует, что плоскости яіь и я 2 й перпендикулярны к 
яі=я 2 , а это невозможно, так как точка Рі гладкая. Итак, 
мы пришли к противоречию. Предложение доказано. 

Если поверхности Рі и Р 2 ориентированы одинаково, то от¬ 
сюда следует, что любые два соответствующих направления 
в точках Рі и Р 2 совпадают. Если поверхности P t и Р 2 противо¬ 
положно ориентированы, то совпадают соответствующие на¬ 
правления, перпендикулярные отрезкам A it А 2 . 

Е) Пусть поверхности Рі и Р 2 одинаково ориентированы, 
Рі — гладкая точка поверхности Рі и Рщ, P 2 h (&=1, 2 ...) — 
последовательности соответствующих точек поверхностей P t и 
Р 2 , сходящиеся к P t и Р 2 , причем соответствующие направления 
в точках Pik и P 2h параллельны (могут и не совпадать). Тогда 
соответствующие направления в точках Рі и Р 2 также парал¬ 
лельны. 

В самом деле, соединим точки Рщ кратчайшими уіь с точ¬ 
кой Qi, близкой Рі; соединим точки Pzh соответствующими 
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кратчайшими у 2 ь с точкой Q 2 , которая соответствует Q t . Можно 
так выбрать последовательность kj значений k, чтобы сходи- 
лись кривые yihj и полукасательные к кривым y lhj и y 2 hj в точ- 
ках P ih j и Р 2 ъ } . Тогда предельные полупрямые будут полукаса¬ 
тельными к предельным кратчайшим. Они будут параллельны 
как предельные полупрямые попарно параллельных сходящихся 
последовательностей полукасательных. Так как точки Рі и 
Р 2 — гладкие и поверхности F { и F 2 одинаково ориентированы, то 
все соответствующие направления в точках Р\ и Р 2 параллельны. 

F) Пусть Pj — гладкая точка поверхности F u яі — опорная 
плоскость в точке Рі, имеющая с поверхностью Fi только одну 
общую точку Рі. Тогда, если поверхности Рі и F 2 одинаково 
ориентированы, то соответствующие направления в точках Рі 
и Р 2 (Р 2 — точка, соответствующая Рі) параллельны. 

Если есть последовательность ребристых точек на поверх¬ 
ности Рі, сходящаяся к Рі, то это утверждение следует из 
предложений С) и Е). Если в окрестности точки P t нет ребри¬ 
стых точек поверхности Р ь то проведем плоскость л', парал¬ 
лельную я 2 , близкую к ней и пересекающую поверхность Р 2 по 
кривой у', причем кривая у' проходит только через гладкие 
точки поверхности (это всегда возможно, так как ребристых 
точек в окрестности Р 2 нет, а множество конических точек не 
более чем счетно). Кривая у', соответствующая у', будет тоже 
гладкой. Пусть Qi — наиболее удаленная от плоскости Яі точка 
кривой у(. В точках Qi и Q 2 соответствующие направления па¬ 
раллельны, так как в них есть пара параллельных соответ¬ 
ствующих направлений (направления кривых у' и yQ, а поверх¬ 
ности F 1 и F 2 одинаково ориентированы. После этого достаточно 
применить утверждение Е). 

G) Пусть поверхности F l и F 2 одинаково ориентированы, 
Рі — гладкая точка, юі — плоская область, общая поверхности 
fi и плоскости яі. Тогда соответствующие направления в точ¬ 
ках Рі и Р 2 (Р 2 —точка, соответствующая Рі) параллельны. 

Если точка Рі лежит на границе соі, то существует после¬ 
довательность точек такого типа, как рассмотренные в С), D) 
и F) , сходящаяся к Р 4 . Теперь достаточно применить предложе¬ 
ние Е). Пусть Рі — внутренняя точка области со*. На границе соі 
найдётся гладкая или ребристая точка. Для этих точек утвер¬ 
ждение доказано. Так как ориентации Fi и f 2 одинаковы и юі, 
cö 2 конгруэнтны и расположены в параллельных плоскостях, 
то утверждение верно и в этом случае. 

H) Пусть существует на поверхности Fi точка Рі, удовле¬ 
творяющая двум условиям: 1) существует опорная плоскость 
в точке Рі, содержащая только эту точку поверхности F t ; 
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2) внутренняя нормаль к плоскости яі идет внутрь тела, частью 
границы которого является поверхность Рі. Тогда поверхности 
Fi и Р 2 одинаково ориентированы. 

В самом деле, совместим параллельным переносом точки 
Рі и Р 2 . Пусть yi — охватывающий точку Рі малый контур на 
поверхности Fi. Если бы ориентации поверхностей F і и F 2 были 
противоположны, то на контурах уі и у 2 (у 2 —контур, соответ¬ 
ствующий уі) была бы пара соответствующих точек Qi и Q 2 , 
проекции которых (7і и Q 2 на плоскость яі = п 2 лежали бы на 
одной прямой с точкой Рі = Р 2 , причем эта точка была бы ме¬ 
жду ними. Пусть я' и я'— соответствующие опорные плоскости 
в точках Qi и Q 2 . Они пересекают отрезки QiPi и Q 2 Pi соответ¬ 
ственно. Если контур уі мал, то внутренняя нормаль к пло¬ 
скости яі в точке Рі не пересекает плоскостей я' и я', но точ¬ 
ка Рі лежит между этими плоскостями. Поэтому плоскости 
я' и я' перпендикулярны яі, а это невозможно, если Q і и Q 2 
близки к Рі и Р 2 , т. е. если контур уі достаточно мал. 

I) Пусть поверхности Рі и Р 2 одинаково ориентированы. 
Пусть далее Рі и Qi — произвольные точки поверхности Рі и 
Yi — соединяющая их геодезическая. Так как правая полукаса¬ 
тельная к геодезической непрерывна справа, а левая — слева, 
то множества точек кривой уі (концы кривой отбрасываются), 
которым соответствуют точки поверхности Р 2 с совпадающими 
или соответственно противоположными соответствующими на¬ 
правлениями, замкнуты. Но так как уі — связное множество, то 
это возможно только тогда, когда одно из упомянутых выше 
множеств пусто. 

J) Пусть Рі и Р 2 противоположно ориентированы. Поверх¬ 
ность Рі (і=1,2) является_частью некоторой замкнутой выпук¬ 
лой поверхности Ф і=Рі+Рі. Построим минимальное выпуклое 
тело, содержащее множество Р,-. Обозначим его поверхность 
через \|)і. Так как на поверхности Рі нет точек такого типа, как 
рассмотренные в предложении Н), то Рі= грі — Поэтому ка¬ 
ждая опорная плоскость поверхности Р,- имеет с ней либо об¬ 
щую систему отрезков без концов, лежащих на одной прямой 
опорной плоскости, либо общую систему плоских областей, 
ограниченных прямолинейными отрезками. В D) было пока¬ 
зано, что в первом случае соответствующие отрезки Д 4 и Д 2 
параллельны и на них лежат соответствующие направления, 
причем эти направления противоположны. Рассуждением, по¬ 
добным проведенному в D), можно показать, что граничные 
отрезки во втором случае обладают этим свойством. Так как 
плоские области соі и со 2 , общие поверхностям Рі и Р 2 и соот¬ 
ветствующим опорным плоскостям, параллельны и одна является 
зеркальным изображением другой, и так как соответствующие 
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направления вдоль граничных отрезков областей юі и иг проти¬ 
воположны, то все граничные отрезки области о)і параллельны. 

К) Дополним семейство прямолинейных образующих по¬ 
верхностей Fi и F 2 в точках плоских областей (см. J)) пря¬ 
мыми, параллельными граничным отрезкам этих областей. Те¬ 
перь через каждую точку поверхности Fi (соответственно F 2 ) 
проходит одна прямолинейная образующая. Прямолинейные 
образующие, проходящие через соответствующие точки поверх¬ 
ностей Fi и F 2 , параллельны. Направлениям, перпендикуляр¬ 
ным образующим поверхности Fu соответствуют направления, 
перпендикулярные соответствующим образующим поверхности 
F 2 , причем эти направления совпадают (см. D) и J)). 

Покажем, что все прямолинейные образующие поверхности 
Fi параллельны. Действительно, ортогональные траектории се¬ 
мейств образующих поверхностей F і и Р 2 в соответствующих 
точках имеют параллельные полукасательные в силу предло¬ 
жений D) и J). Поэтому, если обозначить радиусы-векторы то¬ 
чек пересечения соответствующих ортогональных траекторий 
с двумя образующими g, и g{ (соответственно g 2 и g') через 
г, и г' (соответственно г 2 и г'), то будем иметь: г,—г| = г 2 —г£. 
Далее dr, = — dr 2 , dr\— — dr' 2 (см. D) и J)). Отсюда dr l = dr' l , 
dr 2 *=dr' 2 , T. e. образующие g { и g\ параллельны. Зеркальным 
отображением поверхности F 2 относительно плоскости, перпен¬ 
дикулярной ее образующим, можно изменить ориентацию по¬ 
верхности. Поэтому можно считать, что поверхности г\ и F 2 
ориентированы одинаково. 

Доказательство теоремы. Согласно предложению I) 
для единичных касательных векторов правых полукасательных 
соответствующих геодезических мы будем иметь либо ті=т 2 , 
либо ті= —Гг, причем одновременно для всех точек геодезиче¬ 
ских. Интегрируя эти равенства, получим 

|r 1 (P 1 )-r 1 (Q 1 )Hr 2 (P a )-r 2 (Q a )|, 

т. е. пространственные расстояния между соответствующими па¬ 
рами точек равны. Следовательно, исходные поверхности были 
или конгруэнтны, или одна была зеркальным изображением 
другой. 

§ 9. Выпуклые поверхности с почти 
шаровыми точками 

Подобно тому как в теории дифференциальных уравнений, в 
различных задачах геометрии часто рассматриваются три про¬ 
блемы: проблема существования, проблема единственности и 
проблема устойчивости решения. Сущность последней проблемы 
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состоит в решении вопроса о том, насколько изменится реше¬ 
ние, если данные задачи в каком-то смысле изменяются 
мало. Решение этой проблемы предполагает количественную 
оценку изменения решения в зависимости от заданного коли¬ 
чественного изменения исходных данных. Качественное реше¬ 
ние проблемы обычно дает соответствующая теорема единствен¬ 
ности. 

В настоящем и следующем параграфах мы рассмотрим не¬ 
которые вопросы, относящиеся к проблеме устойчивости. 

Как известно из дифференциальной геометрии, выпуклая 
поверхность, у которой все точки шаровые, есть сфера. Иными 
словами говоря, если в каждой точке поверхности отношение 
главных радиусов кривизны RJR 2 =\, то поверхность — сфера. 
При этом постоянство радиусов кривизны по всей поверхности 
априори не предполагается. Возникает естественный вопрос, 
можно ли утверждать, что поверхность близка к сфере, если 
точки поверхности почти шаровые? Ответ на этот вопрос дает 

Теорема. Если отношение главных радиусов кривизны в 
каждой точке замкнутой выпуклой поверхности близко к еди¬ 
нице, то поверхность близка к сфере. Точнее, если главные ра¬ 
диусы кривизны удовлетворяют условию 

‘- е< Ж <1+е ’ 

то при достаточно малом е поверхность заключена между 
двумя концентрическими сферами радиусов r t и г 2 , причем 

1 - се < < 1 + се, с < 32я. 

г 2 

Доказательству этой теоремы предпошлем три леммы. 

Лемма 1. Для угла •&, образованного двумя произволь¬ 
ными сопряженными диаметрами эллипса с полуосями а, Ь, 
имеет место оценка 

2- 

, ** <м> 7н[І) г ' (1) 

Действительно, для угловых коэффициентов k и У сопря¬ 
женных диаметров эллипса с полуосями а, b имеем соотно¬ 
шение 



Так как k и У противоположных знаков, то 
\V-kfe2 
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что и требовалось доказать. 

Пусть у — замкнутая строго выпуклая кривая, О — точка 
внутри области, ограниченной кривой. Проведем касательную t 
в произвольной точке X кривой у и обозначим через р расстоя¬ 
ние от точки О до касательной t, а через q — расстояние между 
точкой X и точкой Y — основанием перпендикуляра, опущенного 
из точки О на касательную t. Как известно (см. § 1), р и q 
связаны соотношением 

\р'\=ч> 


где дифференцирование р ведется по углу поворота касатель¬ 
ной при движении точки X вдоль кривой. 

Лемма 2. Если отношение у для всех касательных кри¬ 
вой мало, то кривая близка к некоторой окружности. Именно, 
если 



то при достаточно малом е кривая заключена между двумя 
концентрическими окружностями с центром О и радиусами рі, 
р 2 , удовлетворяющими неравенству 

1 - 2яе < < 1 + 2яе. 

г2 

Действительно, по условию леммы 

“•<£<*■ ( 2 ) 

Пусть рі и р 2 — максимум и минимум расстояний точек кривой 
от центра О. Очевидно, кривая заключена между концентри¬ 
ческими кругами с центром О и радиусами рі, р 2 . Пусть Хі и 
Х 2 — точки кривой, в которых достигаются значения рі и р 2 . По¬ 
ворот кривой на одной из дугХГ-Хгне превосходит п. Интегри¬ 
руя неравенство (2) вдоль этой дуги, получим 


Отсюда 


— ле < In < яе. 
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.При достаточно малом е получаем 

1 — 2ле < — < 1 + 2яе, 
Рг 


что и требовалось доказать. 

Пусть F — замкнутая выпуклая поверхность и а — касатель¬ 
ная плоскость kFb некоторой точке Р. Обозначим через а (А) 
плоскость, параллельную а и пересекающую поверхность F на 
расстоянии А от а. Пусть 1(h) —длина кривой у (h), получае¬ 
мой в сечении. 

Лемма 3. Если /(А) <Д(А 0 ) для всех А-<А 0 , то функ¬ 
ция 1(h) на отрезке 0 4^.h-Kh 0 является монотонно возрастаю¬ 
щей. 

Действительно, пусть p(h, ■б')—опорное расстояние кри¬ 
вой у (h) в плоскости a (h). Функция p(h, ft) при фиксирован¬ 
ном ö выпуклая. Так как 

2Я 

l(h)= J р (h, ft) dft, 

о 

то 1(h) тоже выпуклая функция. Ее максимум достигается при 
h=h 0 , а при А = 0 она равна нулю. Отсюда следует, что 1(h) яв¬ 
ляется монотонной функцией от А. Лемма доказана. 

Доказательство теоремы. Пусть а и а'— две бли¬ 
жайшие параллельные касательные плоскости поверхности F, 
Р и Р' — их точки касания с поверхностью. Очевидно, пря¬ 
мая РР' является нормалью поверхности в точках Р и Р'. Обо¬ 
значим через Н расстояние между плоскостями а и а', т. е. 
длину отрезка РР'. Мы будем рассматривать плоские сечения 
поверхности F плоскостями, параллельными а и а'. Секущую 
плоскость, отстоящую от плоскости а на расстоянии А, будем 
по-прежнему обозначать а (А), кривую пересечения плоскости 
с поверхностью — у (А), а ее длину — 1(h). 

Мы утверждаем, что каждая кривая у (А) заключена между 
двумя концентрическими окружностями с центром на пря¬ 
мой РР' и радиусами р±, р 2 , удовлетворяющими условию 

1 “ сг < р7 < 1 + се ’ (*) 

где для краткости обозначено с=16я. 

Прежде всего мы покажем, что условие (*) выполняется 
для сечений а (А), близких к а, т. е. при достаточно малом А. 
Для этого возьмем произвольную плоскость ß, проходящую че¬ 
рез прямую РР', и спроектируем поверхность F _ на эту пло¬ 
скость. При этом мы получим выпуклую область F, ограничен- 
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ную кривой у р . Обозначим I длину дуги PQ кривой у р (рис. 33). 
При достаточной близости а (А) к а будем иметь 
K20Q 

независимо от выбора плоскости ß. Это есть простое следствие 
гладкости поверхности F в точке Р. 

Обратимся теперь к сечению у (Л) поверхности F плоско¬ 
стью а (Л). В этом сечении отрезок OQ есть опорное расстоя¬ 
ние р для касательной, перпенди¬ 
кулярной плоскости ß. Оценим вели¬ 
чину соответствующего отрезка q (см. 
рис. 32). 

Пусть у р — линия на поверхности 
F, которая проектируется на плоскость 
ß в кривую ур. Направление кривой 
Ур в каждой точке сопряжено направ¬ 
лению кривой у (Л), проходящей через 
эту точку, относительно индикатрисы 
Дюпена поверхности F. Индикатриса 
Дюпена представляет собой эллипс 
с полуосями у^ , у# 2 ,где-/?і и R 2 — 
главные радиусы кривизны. По лем¬ 
ме 1 кривая ур пересекает кривые у (А) 
рого имеет место оценка 

2]/1 1 
\tgO\> - п 2 , 

Так как | I —-^-|<е, то при достаточно малом е 

|tg<>|>7. 

Теперь легко оценить величину q в зависимости от p=OQ. 
Именно, 

^ min ltg -Ѳ-І < 2ре - 

По лемме 2 отсюда заключаем, что кривая у (А) при малом е 
заключена между концентрическими окружностями с центром 
на прямой РР' и радиусами р ь р 2 , удовлетворяющими усло¬ 
вию (*). 

Пусть при Л=Л 0 достигается максимум 1(h). Обозначим Л 2 
наибольшее число, не превосходящее Л 0 , обладающее тем 
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свойством, что, каково бы ни было Л<Л 2 , для сечения а (А) вы¬ 
полняется условие (*), Мы утверждаем, что hi—ho. Допустим, ут¬ 
верждение неверно, и, следовательно, h 2 <h 0 . Тогда, ввиду стро¬ 
гого неравенства в условии (*) оно не может выполняться в 
сечении а(/і 2 ), ибо по непрерывности оно должно было бы вы¬ 
полняться и для всех достаточно близких к h 2 больших значе¬ 
ний h, что невозможно по определению h 2 . Однако мы сейчас 
покажем, что условие (*) выполняется и в сечении a (h 2 ). Тем 
самым будет доказано, что Л 2 =Ло- 

Итак, пока в сечении a{h 2 ) выполняется ослабленное усло¬ 
вие (*). Именно: 

1 — се sSC ^ 1 + се. 

Рг 


Так как кривая у(Л 2 ) содержит круг радиуса рі и содержится 
в круге радиуса р 2 с центром на прямой РР', то для опорных 
расстояний кривой р и ее длины 
l{h 2 ) выполняются неравенства 

Рі < Р < Р 2 . 

2яр! < I (h 2 ) < 2лр 2 . 

Оценим отрезок q для кривой 
у (Л 2 ) в случае произвольной плоско¬ 
сти ß. Имеем 

Рис. 34. 

где Г 2 — длина^ отрезка PQ 2 кривой у (см. Р ис - 34). Каждая 
точка кривой у на дуге PQ 2 удалена от прямой РР' на расстоя¬ 
ние, не превосходящее l{h 2 )/ 2. Действительно, каждая кривая 
у (h) при h -^.h 2 охватывает прямую РР' и имеет длину, не боль¬ 
шую /(/і 2 ) в силу монотонности l{h). Следовательно, каждая 
точка дуги PQ 2 кривой у удалена от прямой РР' на расстояние, 
не большее l{h 2 )/ 2. Ломаная РАВ0 2 _ с отрезками АВ = В0 2 = 
= /(А 2 )/2 объемлет дугу PQ 2 кривой у и поэтому имеет длину, 
не меньшую чем дуга PQ 2 . Отсюда получается оценка для 1 2 : 

J 2 <l(h 2 ) + h 2 . 

Соответственно 

q<(l(h 2 ) + h 2 )e. 



Покажем теперь, что h 2 <l(h 2 ). Для этого сначала покажем, 
что Н -< /(А 0 ). Действительно, допустим, что l(h 0 ) <Н — б, б > 0. 
Тогда каждая точка поверхности удалена от прямой РР' на рас¬ 
стояние, меньшее (Я— б)/2. Отсюда следует, что поверхность 
можно заключить между двумя параллельными плоскостями, па- 
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раллельными прямой РР' и отстоящими друг от друга на рас¬ 
стоянии, меньшем Н — б <Н. А это противоречит определе¬ 
нию Я. Итак, H^.l(h 0 ). Так как функция 1(h) выпуклая и 
монотонно возрастающая (лемма 3), то 


Отсюда h 2 <l(h 2 ) и, следовательно, 

q<2l(h 2 ). 

Так как 


Рі<Р. 

то 

Следовательно, 


I (Л 2 ) < 2яр 2 , Рг /pj < 1 + 4ле, 
/ (Л 2 ) < 2пр (1 + 4ле). 
q < 4лр (1 +4ле). 


По лемме 2 отсюда заключаем, что кривая l(h 2 ) заключена 
между концентрическими окружностями с радиусами p t и р 2 , 
для которых выполняется неравенство 


1 -8яе(1 + 4яе) < -g- < 1 + 8ле(1 + 4ле). 
Очевидно, при малом е • 

8ле(1 + 4яе) < Ібле 


и, следовательно, в сечении a(h 2 ) выполняется условие (*), во¬ 
преки предположению. 

Таким образом, условие (*) выполняется для всех Л 
Поменяв ролями касательные плоскости а и а', заключаем, что 
условие (*) выполняется для остальных сечений а (А) поверх¬ 
ности F . 

Проведем теперь две_параллельные друг другу и прямой РР' 
касательные плоскости а и а' поверхности F. Пусть ао — парал¬ 
лельная им плоскость, пересекающая поверхность F по кривой 
максимальной длины. Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что прямая РР' расположена между плоскостями а и сс 0 
или лежит в плоскости а 0 . 

Повторяя дословно приведенное выше рассмотрение плоских 
сечений, беря в качестве плоскости а плоскость а, в качестве 
прямой РР' — нормаль к F в точке касания с плоскостью а 
и в качестве плоскости а(А 0 )—плоскость а 0 , приходим к вы¬ 
воду, что сечение поверхности F плоскостью, параллельной а и 
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проходящей через прямую РР', заключено между двумя кон¬ 
центрическими окружностями с радиусами pi и р 2 , удовлетво¬ 
ряющими условию 

1 - 16ле < < 1 + 16яе. 

г2 

Соединяя полученные два результата о плоских сечениях, пер¬ 
пендикулярных прямой РР', и плоских сечениях, проходящих 
через эту прямую, приходим к выводу о том, что сама поверх¬ 
ность F оказывается заключенной между двумя концентриче¬ 
скими сферами с радиусами г 1 и г 2 , удовлетворяющими условию 

1 — 32яе < — < 1 + 32ле. 
г г 

Замечание. В данном доказательстве замкнутость по¬ 
верхности не используется по существу. Мы сделали это пред¬ 
положение только для того, чтобы упростить изложение. 

§ 10. Об устойчивости решений 
проблем Минковского и Христоффеля 

В § 2 была рассмотрена проблема Минковского о существо¬ 
вании замкнутой выпуклой поверхности с данной гауссовой кри¬ 
визной. Было доказано, что если заданная на сфере положи¬ 
тельная непрерывная функция К(п) удовлетворяет условию 

Q 

то существует замкнутая выпуклая поверхность, которая в 
точке с нормалью п имеет гауссову кривизну К{п). Эта поверх¬ 
ность определяется однозначно с точностью до параллельного 
переноса. 

Проблема устойчивости в задаче Минковского состоит в 
оценке близости поверхностей, у которых гауссовы кривизны 
в точках с параллельными и одинаково направленными внеш¬ 
ними нормалями близки. Эта проблема решена Ю. А. Волковым 
[29]. Решение Ю, А. Волкова относится к проблеме Минковского 
в более общей постановке, чем та, которую мы рассматривали 
до сих пор. 

Дело в том, что задание гауссовой кривизны К (п) регуляр¬ 
ной выпуклой поверхности эквивалентно заданию для каждого 
множества Е на сфере Q площади S(E) той части поверхности, 
которая имеет своим сферическим изображением Е. Функция 
множеств S(E) называется поверхностной функцией. Она со¬ 
храняет смысл для общих выпуклых поверхностей и является 
вполне аддитивной на кольце борелевских множеств. Общая 
проблема Минковского состоит в решении вопроса о существо- 
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вании и единственности замкнутой выпуклой поверхности, для 
которой заданная на сфере й вполне аддитивная функция мно¬ 
жеств S(E) является поверхностной функцией для этой поверх¬ 
ности. В такой общей постановке проблема решена А. Д. Але¬ 
ксандровым в работе [16]. Ю. А. Волков рассмотрел вопрос об 
устойчивости решения проблемы. Полученный им результат со¬ 
стоит в следующем. 

Теорема 1. Если поверхностные функции замкнутых вы¬ 
пуклых поверхностей Фо и Фі удовлетворяют условию 


I S(E) 

I S„ (£) ' 


то поверхность Ф 4 можно параллельным переносом поместить 
в б (е) -окрестность поверхности Фо, а поверхность Ф 0 в 6(e)- 
окрестность поверхности Фі. Иначе говоря, в некотором распо¬ 
ложении поверхностей их опорные функции на единичной сфере 
удовлетворяют неравенству 

\Н 1 (п)-Н 0 (п)\^Ь(г). 

Число 

6(e)< Co e' /s (l+c 1 (e)), 


где Со и Сі — постоянные, допускающие оценку в зависимости от 
максимума и положительного минимума площадей проекций 
поверхностей Ф 0 и Фі на плоскости всевозможных направлений. 
При е 0 постоянная с\ (е) -* 0. 

Доказательство этой теоремы, данное Ю. А. Волковым, не¬ 
сколько сложно. Поэтому мы ограничимся изложением только 
идейной стороны доказательства, опуская детали. 

Прежде всего показывается, что для радиусов описанного 
и вписанного шаров поверхностей Фі можно указать оценку 
сверху и снизу соответственно в зависимости от максимума b и 
положительного минимума а площадей проекций поверхностей 
на плоскости всевозможных направлений. Действительно, пусть 
d — диаметр поверхности. Тогда на поверхности найдутся 
точки С и D, которые удалены на расстояние d. Проекция 
поверхности на плоскость, перпендикулярную отрезку CD, 
имеет площадь, не меньшую а. Следовательно, внутри поверх¬ 
ности найдутся точки А и В, проекции которых на указанную 
плоскость отстоят на расстоянии, не меньшем Уа/п . Площадь 
проекции поверхности на плоскость, параллельную отрезкам AB 
и CD, не меньше Jj- d У а/я <1 Ь. Отсюда получается оценка 
для d и, следовательно, для радиуса описанного шара. 

Покажем, что для радиуса вписанного шара существует по¬ 
ложительная оценка снизу. Возьмем внутри поверхности две 
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точки А 1 и А 2 на расстоянии, не меньшем У а/я, Так как пло¬ 
щадь проекции поверхности на любую плоскость не меньше а, 
а диаметр поверхности уже ограничен, то внутри поверхности 
найдется точка А 3 такая, что углы Л,- треугольника ЛЙИз за¬ 
ключены в пределах г' -^.Аі^п — е', где е' оценивается снизу 
через а и Ь. Чтобы найти такую точку, достаточно рассмотреть 
проекцию поверхности на плоскость, параллельную отрезку 
А\А 2 . Далее можно указать внутри поверхности точку Л 4 такую, 
что все ребра тетраэдра АуА^АІА^ исходящие из вершины Л 4 , 
образуют с плоскостью основания АіА 2 А 3 углы, заключенные в 
пределах е", я — е", где е">0 и зависит только от а и Ь. Чтобы 
найти точку Л 4 , достаточно рассмотреть проекцию поверхности 
на плоскость, перпендикулярную плоскости треугольника 
АіА 2 А 3 . Ввиду указанных оценок для стороны АіА 2 и углов 
тетраэдра для радиуса вписанного в тетраэдр шара может бйть 
указана оценка в зависимости от указанных величин, следова¬ 
тельно, от а и Ь. 

Будем обозначать Т 0 и 7\ — выпуклые тела, ограниченные 
поверхностями Ф 0 и Ф 4 ; То и f 4 — тела, подобные Т 0 и Т и еди¬ 
ничного объема; Фо и Фі — поверхности тел То и 7Y Отклоне¬ 
ние б(е) сначала оценивается для поверхностей Фо и Фь 
Именно, доказывается существование оценки вида 

Ö<c( Ѵ 12 -1)\ (1) 

где Г 12 — смешанный объем для тел Т 0 и 7Y Напомним его оп¬ 
ределение. 

Пусть г 0 и Гі — векторы точек Р 0 и Р і выпуклых тел Т 0 и Т 4 . 
Рассмотрим вектор 

г = Х,г 0 + рг х . 

Когда точки Р 0 и Рі независимо зачерчивают тела Т 0 и Т и ко¬ 
нец вектора г зачерчивает некоторое выпуклое тело Т=кТ 0 +. 
+ рГі. Объем этого тела представляет собой однородный много¬ 
член третьей степени относительно \ и р. (см. Боннезен Т. и 
Фенхель В., [23]): 

F = 2C 3 W"V* lft -i 

(Сз — биномиальные коэффициенты). Коэффициенты V h , л-і на¬ 
зываются смешанными объемами, причем Ѵо,з=Ко, Ѵ 3 ,о—Ѵі. 

Получение оценки (1) является центральным пунктом до¬ 
казательства теоремы 1. Покажем, как она получается. Совме¬ 
стим центры тяжести тел Т 0 и Т і с началом координат О. Про¬ 
ведем опорную плоскость <хі тела Т{ с внешней нормалью п. 
Пусть а,і(ѵ) —плоскость, параллельная а< и отсекающая от 
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тела Ті объем ѵ, Fi(v) —площадь сечения тела Т { плоскостью 
а ,(и). Легко показывается, что расстояние от точки О (центра 
тяжести) до плоскости а,, т. е. опорное расстояние, равно 

Я, (n)= J(l-o)-^-. 

О 

Отсюда 

|Я 1 (я)-Я 0 (л)|< Ятг—= (2) 

о 

Таким образом, для оценки величины б отклонения поверхно¬ 
стей Фо и Фі достаточно оценить величину і|). 

В доказательстве Брунна неравенства Минковского для сме¬ 
шанных объемов получается следующее неравенство: 

f(t) = V((l-t)f 0 + tf 1 )> 

1 

> J ((1 - 1) J# + tPf) [±=±- + -j-) dv = ф {t). 

о 

Так как / (0) = qp (0), то /'(О)^ф'(О). Отсюда 

3(V 12 -1)> J[77+2(^) V, -3]do = /. (3) 

о 

Теперь для получения оценки (1) достаточно оценить вели¬ 
чину ^ через I. Положим a=^-^-j /s . Тогда 

/= J ( a2 + l~ 3 ) dü - 

о 

Возьмем число б, удовлетворяющее условиям 0 < б < -і- , и ра¬ 
зобьем промежуток интегрирования (0, 1) на три множества 
Ев, Ей Е 2 . В Ео отнесем те точки, где |а— 11 <6, в Е\ —точки, 
где а>1+6 и в Е 2 — точки, где а< 1 — б. Для интегралов по 
множествам Е 0 , Еі и Е г в выражении і|з получаются следующие 
оценки: 

< с'Ь, < с" (т£і) Ѵз , il ?2 < с'" ( тЕ 2 ) ч \ 
где тЕ х и тЕ 2 — мера множеств Е х и Е 2 . С другой стороны, 
/ > ?б 2 (тЕ х ), / > с"Ь 2 ( тЕ 2 ,). 
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Отсюда 

ч> <«.(£Г+«о»- 

Минимизируя правую часть неравенства по б, находим 

Ф<с/ Ѵ \ (4) 

Теперь с помощью неравенств (2), (3), (4) без труда полу- 
чается оценка (1). 

Для того чтобы от неравенства (1) перейти к оценке б в 
зависимости от е, доказывается, что 

Vl2 

Эта оценка получается из интегрального представления для раз¬ 
ностей Ѵі 2 — Ѵі через опорную и поверхностные функции. 

Для оценки отклонения исходных поверхностей Ф 0 и Фі по¬ 
верхность Фо подвергается преобразованию подобия с коэффи¬ 
циентом X так, чтобы поверхности А,Фо и Фі ограничивали рав¬ 
ные объемы. Доказывается, что X отличается от единицы на 
величину порядка е. После этого отклонение б(е) поверхности 
Фо от Фі оценивается суммой отклонения Фо от ІФ 0 и ХФо от 
Фі. Такова в общих чертах схема доказательства теоремы 1. 

Рассмотрим вопрос об устойчивости решения проблемы Хри- 
стоффеля. Этот вопрос решается довольно просто благодаря 
наличию явного выражения для опорной функции Н поверх¬ 
ности через сумму главных радиусов кривизны S=Ri + R 2 . Та¬ 
кое выражение получено нами в § 1. Существуют и другие ана¬ 
литические представления Н через S. Например, имеет место 
следующее представление, найденное Вейнгартеном [22, стр. 251]: 

tf(„) = 1 Lj S(v)(l — nv)ln(l — nv)d(ö v . 


где п и ѵ — единичные векторы, а интегрирование выполняется 
по площади единичной сферы Q. 

Пусть S(v) и S' (ѵ) --суммы главных радиусов кривизны 
замкнутых выпуклых поверхностей F и F' в точках с внешней 
нормалью ѵ. Тогда, согласно формуле Вейнгартена, 

Н (") = 1JT J S ^ _ лѵ ) ln 0 - ftV ) rfö) v. 

о 

H' (я) - J S' (ѵ) (1 - пу) ln (1 - nv) rfco v . 






§ 10. Устойчивость решений проблем Минковского и Христоффеля 573 


Пусть для каждого ѵ функции 5 и S' отличаются не более чем 
на е>0. Тогда 

\H(n)-H'(n)\<±j\S (ѵ) - S' (ѵ) I(1 - яѵ) ln (1 - nv)< 

J (1 -nv)|ln(l -nv)|rfö v =(ln2-j)e. 

Теорема 2. Если суммы S (v) и S' (v) главных радиусов 
кривизны замкнутых выпуклых поверхностей в точках с парал¬ 
лельными и одинаково направленными внешними нормалями 
отличаются не более чем на е, г. е. 

I S (ѵ) — S'(v) I < е, 

то в некотором расположении поверхностей их опорные функ¬ 
ции Н(п) и Н'(гі), рассматриваемые на единичной сфере, отли¬ 
чаются не более чем на ^1п 2 — е, т. е. 

I Я (я) - Я' («Ж (ln 2-1) в. 



Глава VIII 


Геометрическая теория уравнений 
Монжа — Ампера эллиптического типа 


Многие вопросы геометрии в целом в их аналитическом 
истолковании приводят к вопросам существования и единствен¬ 
ности решений дифференциальных уравнений. Примером может 
служить проблема изометрического погружения, которая сво¬ 
дится к рассмотрению уравнения Дарбу, проблема бесконечно 
малых изгибаний поверхности, где рассматривается некоторая 
линейная система уравнений, проблема существования и един¬ 
ственности выпуклой поверхности с заданной функцией главных 
радиусов кривизны и др. Многие геометрические вопросы в их 
аналитической трактовке приводят к уравнениям Монжа —Ам¬ 
пера. При этом геометрические результаты о существовании и 
единственности решения соответствующих задач можно толко¬ 
вать как теоремы о разрешимости этого уравнения и единствен¬ 
ности решения. 

В §§ 6 и 7 гл. VII были доказаны весьма общего содержа¬ 
ния теоремы о существовании и единственности выпуклого мно¬ 
гогранника с заданной монотонной функцией на гранях или за¬ 
данной монотонной функцией углов в вершинах. Из этих теорем 
при специальном выборе монотонных функций и переходе к пре¬ 
делу получаются теоремы о существовании решения уравнения 
Монжа — Ампера общего вида. Эти решения возникают сна¬ 
чала как обобщенные, а затем доказывается их регулярность 
при условии достаточной регулярности коэффициентов уравне¬ 
ния. В итоге получаются общие теоремы о разрешимости крае¬ 
вых задач для уравнений Монжа — Ампера эллиптического типа 
в обычной (классической) постановке. Систематическому изло¬ 
жению результатов, которые получаются на указанном пути, и 
посвящается настоящая глава. 

§ 1. Выпуклые многогранники 
с данной условной площадью граней 
и данной условной кривизной в вершинах 

В §§ 6 и 7 гл. VII были доказаны общие теоремы существо¬ 
вания выпуклых многогранников с заданной монотонной функ¬ 
цией на гранях и заданной монотонной функцией многогранных 
углов в вершинах. Простейшими такими функциями являются 
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площадь грани и кривизна в вершине. В настоящем параграфе 
эти две функции естественным образом обобщаются и теоремы 
существования для многогранников конкретизируются примени¬ 
тельно к этим функциям. 

Пусть о'( х, у, £, р, q ) —любая положительная, не убываю¬ 
щая по £ непрерывная функция и ос —любой многоугольник, 
плоскость которого задается уравнением 

z = px + qy + l. 

Положим 

°((z)= J J о'(х, у, £, р, q)dxdy. 

(а) 

Определяемую таким образом функцию о на многоугольниках 
будем называть условной площадью. Она совпадает с обычной 
площадью при 

o'=Vl+P 2 + d 2 . 

Положительность функции а' и неубывание ее по £, очевидно, 
гарантируют монотонность условной площади а в смысле опре¬ 
деления, данного в § 6 гл. VII. 

Нашей ближайшей задачей является доказательство теорем 
существования для случая, когда заданная на гранях много¬ 
гранника функция является условной площадью. Мы хотим 
придать условиям этой теоремы форму некоторых требований, 
относящихся только к функции о', задающей условную пло¬ 
щадь. В связи с этим сделаем несколько замечаний. 

Пусть в плоскости переменных р, q задан произвольный 
выпуклый многоугольник G. Поставим в соответствие каждой 
точке (р, q) многоугольника единичный вектор п с координа¬ 
тами 

p/Vl+p 2 + q 2 , q/Vl+p 2 + q 2 , - l//l + р 2 + q 2 . 

Концы векторов п заполнят на единичной сфере также выпук¬ 
лый многоугольник, вершины которого соответствуют верши¬ 
нам G. Геометрически это отображение плоскости pq на еди¬ 
ничную сферу получается простым проектированием плоскости 
£= — 1 пространства pqt, на единичную сферу p 2 +q 2 +g= 1 из 
центра сферы. 

До сих пор положение плоскости грани многогранника 
z=px+qy+l 

мы характеризовали внешней нормалью п и опорным числом Л. 
Теперь мы будем ее характеризовать угловыми коэффициен¬ 
тами р, q, задающими направление плоскости, и свободным 
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членом £, который будем называть возвышением (или сниже¬ 
нием) плоскости. 

В терминах новых величин, определяющих положение пло¬ 
скости, вопрос о существовании многогранника с бесконечными 
гранями, лежащими в заданных плоскостях, решается следую¬ 
щим образом. Если точки ( p h , qu) плоскости pq являются вер¬ 
шинами выпуклого многоугольника, то всегда существует мно¬ 
гогранник, бесконечные грани которого имеют угловые коэф¬ 
фициенты Ph, qh, а возвышения — £*, каковы бы ни были 
числа Этот многогранник представляет собой границу тела, 
определяемого пересечением полупространств 

z>p k x + q k y + Z k . 

Обратимся теперь к теореме 1 § 6 гл. VII. 

Пусть G — выпуклый многоугольник в плоскости pq, 
Äh(pk, qh) — его вершины, A h (Ph, qh ) — точки внутри много¬ 
угольника G и Oh — положительные числа. Спрашивается, ка- 
ким условиям должна удовлетворять функция о', определяю¬ 
щая условную площадь о, для того чтобы существовал выпук¬ 
лый многогранник, обращенный выпуклостью в сторону z<0, 
бесконечные грани которого лежат в плоскостях a ft : z=p h x+ 
+ qhy- ftft, конечные грани as имеют угловые коэффициенты рь, 
qh и условные площади аь- Очевидно, для этого достаточно га* 
рантировать выполнение условий теоремы 1 § 6 гл. VII. 

Пересечение полупространств 

z>phX + q h y + lh 

есть бесконечный выпуклый многогранник Р. Он не имеет ко¬ 
нечных граней, а его бесконечные грани лежат в плоскостях аь, 
причем каждая такая плоскость содержит одну из граней. 
Можно считать, что у многогранника Р есть и конечные грани 
ось (направлений рь, qh), только они вырождены. А так как при 
вырождении грани условная площадь обращается в нуль, то 
для многогранника Р выполняется условие 

o(a h )<o h k = \ 

Пусть теперь многогранник Р совпадает с Р на бесконечно¬ 
сти, т. е. имеет те же плоскости бесконечных граней, что и Р, и 
пусть он расположен над плоскостью z=poX+q 0 y+c, где 
(Po, qo) — точка внутри многоугольника G. Тогда условная пло¬ 
щадь его конечных граней аь равна 

= J о'(х, у, Ik, р к , q k )dxdy. 

* (“а) 
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Задача состоит в том, чтобы наложить на функцию o' такие 
требования, при выполнении которых о Р была бы больше 2 о*, 
если достаточно велико с. 

Положим 


Тогда 


о'(х, у)= lim о'(х, у, С, р, q). 

J J ( х > y)dxdy. 
( 24 ) 


Если с —♦ оо, то все Zh °°, а область интегрирования 
(по х, у) переходит во всю плоскость ху. Поэтому 

limop^ J J о'(х, y)dxdy, 

с ->°° (ху) 


где интегрирование в правой части неравенства распростра¬ 
няется на всю плоскость ху. 

Отсюда мы заключаем, что для выполнения второго условия 
теоремы 1 § 6 гл. VII достаточно, чтобы 

J J ö'ix, y)dxdy> 2 а *- 

(ху) k 


И мы приходим к следующей теореме. 

Теорема 1. Пусть G — выпуклый многоугольник в пло¬ 
скости pq, ри, qk — координаты его вершин, t,h — любые числа, 
( p h , qh) — любые точки внутри многоугольника G, Oh — любые 
положительные числа, а — условная площадь, определяемая 
функцией о', удовлетворяющей условию 


где 


J J о'(х, y)dxdy>'2 i o lt , 

(ху) k 

о'(х, у)= lim о'(х, у, £, р, q). 


Тогда существует и притом единственный выпуклый много¬ 
гранник, обращенный выпуклостью в сторону г<0, бесконечные 
грани которого лежат в плоскостях z=p h x+q h y+£ h , конечные 
грани имеют направления p h , q h и условные площади o ft . 

Пусть ö'(x, у, z, р, q) —любая положительная, не возрас¬ 
тающая по z непрерывная функция, V — произвольный много¬ 
гранный угол, обращенный выпуклостью в сторону z< 0, с вер¬ 
шиной (х, у, г), и а — его произвольная опорная плоскость 


37 А. В- Погорелое 
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с угловыми коэффициентами р, q. Положим 

ö{V)= J J tf'U, y, z, p, q)dpdq, 

( v ) 

где интегрирование выполняется по всем опорным плоскостям 
угла а. Положительность функции У и ее невозрастание по г 
обеспечивают монотонность функции •& угла V в смысле опре- 
деления § 7 гл. VII. Эту функцию мы будем называть условной 
кривизной. Обычная кривизна получается, если положить 

<К-= 1//1 +p 2 + q 2 . 

Рассмотрим вопрос существования многогранника с данным 
краем, вершинами на данных прямых и заданными условными 
кривизнами в вершинах, т. е. сформулируем условия теоремы 1 
§ 7 гл. VII в форме эффективно проверяемых требований, от¬ 
носящихся к функции д', задающей условную кривизну. 

Итак, пусть замкнутая ломаная у однозначно проектируется 
на плоскость ху в выпуклую ломаную, ограничивающую много¬ 
угольник О; gi, .... gn — прямые, параллельные оси г, пересе¬ 
кающие многоугольник G; Оь ..., О« — положительные числа. 
Спрашивается, какова должна быть функция О' для того, чтобы 
существовал многогранник с краем у> однозначно проектирую¬ 
щийся на плоскость ху, обращенный выпуклостью в сторону 
z< 0, с вершинами на прямых gh и условными кривизнами 
в этих вершинах. 

Возьмем выпуклую оболочку ломаной у (наименьший вы¬ 
пуклый многогранник, содержащий у). Та ее часть, которая об¬ 
ращена выпуклостью в сторону z<0, представляет собой много¬ 
гранник с краем у, не содержащий внутренних вершин. Можно 
считать, однако, что этот многогранник имеет вершины Ah на 
прямых gh, но вырожденные. Для этого многогранника, следо¬ 
вательно, 

*=1 . п, 

и первое условие теоремы 1 § 7 гл. VII всегда выполнено, ка¬ 
кова бы ни была функция <К. 

Обратимся теперь ко второму условию. Сумма условных 
кривизн во всех вершинах многогранника Р с краем у и вер¬ 
шинами на прямых gh равна 

= 2 J J ^(х к , У k, Z*. р, q)dpdq. 

k ( л к) 

&(р, q)= Hm <K(*. у, z, p, q). 

(x.y)ea 


Положим 
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Тогда 

®р> J J q)dpdq. 

( 2 »*) 

Пусть многогранник Р пересекает плоскость z= — с. Тогда 
при с —► оо область интегрирования по р, q в неравенстве для öp 
неограниченно растет и переходит во всю плоскость pq. Отсюда 
мы и заключаем, что 

J 1Y(p t q)dpdq, 

C " >0 ° (РЧ) 

где интегрирование в правой части неравенства распростра- 
няется на всю плоскость pq. 

Следовательно, для того чтобы удовлетворить второму усло¬ 
вию теоремы 1 § 7 гл. VII, достаточно потребовать, чтобы 

J J Ъ(р, q) dp dq > 

(pq) k 

и мы приходим к следующей теореме. 

Теорема 2. Пусть замкнутая ломаная у однозначно проек¬ 
тируется на плоскость ху в выпуклую ломаную, ограничиваю¬ 
щую многоугольник G, g it g 2 , ■ ■ ., gn — прямые, параллельные 
оси г, пересекающие многоугольник G, бі, ..., Ь п — любые по¬ 
ложительные числа, ■& — условная кривизна, определяемая 
функцией ■&', удовлетворяющей условию 

{ J ^'(р, q)dp dq > 

(pq) k 

где 

(p, q)= lim &(x, y, z, p, q). 

(x. у)<= в 

Тогда существует и притом единственный выпуклый много¬ 
гранник с краем у, однозначно проектирующийся на пло¬ 
скость ху, обращенный выпуклостью в сторону z< 0, с верши¬ 
нами на прямых g h и условными кривизнами в этих вер¬ 
шинах. 

Выясним теперь, каким условиям надо подчинить функ¬ 
цию О', для того чтобы существовал бесконечный многогран¬ 
ник с данным предельным углом V, проектирующимся на всю 
плоскость ху и обращенным выпуклостью в сторону z<0, с вер¬ 
шинами на прямых gh, параллельных оси г, и условными кри 
визнами в этих вершинах, равными 


37* 
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Для выполнимости второго условия теоремы 4 § 7 гл. VII 
достаточно, чтобы 


J J &(Р, q)dpdq>^b k , 

( ѵ ) к 

где интегрирование выполняется по области условного сфериче¬ 
ского изображения угла V, т. е. по множеству тех значений р, 
q, которые являются угловыми коэффициентами в уравнениях 
его опорных плоскостей. 

Рассмотрим первое условие теоремы 4 § 7 гл. VII. Оно тре¬ 
бует существования такого выпуклого многогранника с предель¬ 
ным углом V и вершинами Ak на прямых gu, для которого 

G Ш<А=1, .... п. 

Введем функцию 

&{p, q)= lim ft'Cxr, у, z, р, q). 

(*. у) е е к 

Пусть 

J /«'(Р. 4)dpdq<Y i b k - (*) 

(К) к 

Покажем, что тогда может быть построен многогранник с пре¬ 
дельным углом V, вершинами Аь на прямых gk, удовлетворяю¬ 
щий условиям 

k=\ 

Не ограничивая общности, можно считать, что вершина 
угла V находится в начале координат и ось z является одной из 
прямых gk‘, обозначим ее g 0 . 

Сколь угодно малым увеличением функции Ъ' можно сде¬ 
лать ее положительной и продолжить на всю плоскость р, q по¬ 
ложительной функцией, удовлетворяющей условию (*). Эту 
функцию мы будем обозначать по прежнему Ъ'. Пусть число 
|л< 1 определяется условием 

J J = 

( РЧ ) 

Пересечем угол V какой-нибудь плоскостью ос так, чтобы в 
сечении получился многоугольник у, охватывающий все пря¬ 
мые g h . По теореме 2 существует многогранник Р е с краем у» 
вершинами на прямых g h и условными кривизнами в них, опре¬ 
деляемыми функцией Ф', равными (1 — е)^*. 
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Допустим, при некотором е вершина А 0 (на оси г) не выше 
точки О. Построим многогранник Р, представляющий собой вы¬ 
пуклую оболочку вершин Ah многогранника Р е и угла V. Этот 
многогранник имеет своими вершинами только точки Ah, при¬ 
чем многогранный угол Р с вершиной A h содержит многогран¬ 
ный угол Р е с той же вершиной. Отсюда, принимая во внима¬ 
ние монотонность функции ■Ѳ / , заключаем, что для многогран¬ 
ника Р 

в(Л*)<(1-е)цд*<0*. 

Итак, если при каком-нибудь е>0 существует многогранник Р е 
с вершиной Ао на отрицательной полуоси г, то может быть по¬ 
строен и многогранник Р с предельным углом V, вершинами A k 
на прямых g h , удовлетворяющий условию 

Допустим теперь, что при е—»• 0 вершина А 0 многогранника 
Р е остается на положительной полуоси г. Тогда в пределе при 
е-+ 0 мы получим многогранник Р 0 с краем у, вершинами на 
прямых gh и условными кривизнами в этих вершинах, опреде¬ 
ляемыми функцией Ъ' и равными рф*. Отсюда 

J J S'dpdf-iiJjG*, 

(Pol k 

что невозможно, так как 

J J b'dpdq< J J h'dpdq = \y'^ i \. 

(Ро) (РЧ) k 

(Интегрирование в левой части неравенства выполняется по ус¬ 
ловному сферическому изображению многогранника Р 0 ) 

Теорема 3. Пусть V — многогранный угол, проектирую¬ 
щийся на всю плоскость ху и обращенный выпуклостью в сто¬ 
рону 2 < 0 ; gi, ..., g n — прямые, параллельные оси г, Ьі , ..., — 

положительные числа, ё — условная кривизна, определяемая 
функцией удовлетворяющей условиям: 

1. { J^(P. q)dpdq>^\, 

(Ю k 

Ъ'ір, q)= lim ft'(*, у, z, р, q). 
t X , у) e g k 

2. J J &(p, q)dpdq<Yi®k, 

(V) k 

<У(р, q)= lim ft'Oc, у, z, p, q). 

(x,V)agh 
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Тогда существует бесконечный выпуклый многогранник, од¬ 
нозначно проектирующийся на плоскость ху, обращенный вы¬ 
пуклостью в сторону г< О, с предельным углом V, вершинами 
на прямых g h и условными кривизнами в этих вершинах. 

Этот многогранник либо единственный, либо все они полу¬ 
чаются сдвигом одного из них в направлении оси г. Единствен¬ 
ность во всяком случае имеет место, если функция ■&' строго мо¬ 
нотонна по г. 

Теорема За. Если функция определяющая условную 
кривизну О, зависит только от р и q, то условия 1 и 2 теоремы 3 
надо заменить условием 

J J Ъ'{р, q)dp dq = 

( v ) k 

Для доказательства этой теоремы возьмем в качестве функ- 
ции О' функцию 

й'* = <1 +ef(z + c))V(p,q), 

где f(z) — убывающая по г функция, равная 1 при г= —оо и 
— 1 при z=oo. По теореме 3 существует многогранник Р* с ус¬ 
ловными кривизнами ■&* в вершинах, равными и предельным 
углом V. Выбором параметра с можно распорядиться так, что¬ 
бы Р* проходил через начало координат. После этого достаточ¬ 
но сделать предельный переход при е —► 0. 

Рассмотрим вопрос о существовании замкнутого выпуклого 
многогранника с вершинами на данных лучах и заданными ус¬ 
ловными кривизнами в вершинах. 

Пусть в пространстве определена положительная непрерыв¬ 
ная функция Ф' точки А и единичного вектора п, монотонная 
относительно смещения точки А в направлении ОА, т. е. 
Ъ'(А,гі) <0'(Л',п), если |ОЛ|<|ОЛ'|. 

Пусть теперь V — угол с вершиной А, содержащий точку О. 
Определим функцию О угла V равенством 

Ф(Ѵ) = J J fl'W, n)dn, 

и (И) 

где dn — элемент площади сферического изображения угла V, 
а интегрирование распространяется на сферическое изображе¬ 
ние (о(Ѵ) угла V. Функция Ф(Ѵ) является монотонной в смысле 
определения, данного в § 7 гл. VII. Мы будем называть ее 
условной кривизной. Она совпадает с обычной кривизной, если 
1. 

Теорема 4. Пусть из точки О исходят лучи gi, ..., g m , 
причем не существует полупространства, содержащего все эти 
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лучи, б — условная кривизна, определяемая функцией б', удо¬ 
влетворяющей условию 

О'(Л, п) -*оо при |ОЛ|-+оо, 
б ь .. O m — положительные числа, причем 
J>(0, n)dn, 

где интегрирование выполняется по единичной сфере с центром 
в точке О. 

Пусть для всякого выпуклого многогранного угла V с вер¬ 
шиной О 

о(ю<2'о*, 

где суммирование выполняется по всем лучам, расположенным 
вне угла V. 

Тогда существует замкнутый выпуклый многогранник с вер¬ 
шинами на лучах g k и условными кривизнами О в этих верши¬ 
нах, равными Oh. 

Этот многогранник либо единственный, либо все они подоб¬ 
ны с центром подобия О. Вторая возможность исключается, 
если функция О'(Л, п) строго монотонна относительно смеще¬ 
ния точки А по лучу О А. 

Доказательство. Покажем, что для условной кривиз¬ 
ны О как функции угла выполняются условия теоремы 5 § 7 
гл. VII. 

Опишем около точки О сферу достаточно большого радиу¬ 
са R. Она пересечет лучи g k в точках А к . Так как при \ОА\ —» 

-*•<», 

то при достаточно большом 7? выпуклый многогранник с верши¬ 
нами Ay имеет условные кривизны в вершинах, большие б*. 

Пусть теперь у многогранника Р хотя бы одна вершина на¬ 
ходится на расстоянии меньшем е от точки О. Покажем, что 
если е достаточно мало, то у многогранника Р найдется такая 
вершина, в которой 

0(П)<6*. 

Допустим, это неверно, тогда можно построить последова¬ 
тельность многогранников Р, удовлетворяющих условиям 

k=l , m, 

с вершинами, сколь угодно близкими к точке О. Не ограничи¬ 
вая общности, можно считать, что вершины многогранников Р. 
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сходятся, причем по крайней мере одна из них сходится к точ¬ 
ке О. Все они сходиться к точке О не могут, так как 

J J>(0, я) Л* <2 О*. 

ю 0 k 

Обозначим V выпуклую оболочку тех лучей gh, вдоль кото¬ 
рых вершины многогранников Р не сходятся к О. Очевидно, 
среди многогранников Р найдутся такие, у которых суммарная 
условная кривизна в вершинах на лучах gk, проходящих вне 
угла V, сколь угодно близка к #(Ѵ). А это противоречит усло¬ 
вию теоремы 

ООО <24. 

Итак, для функции ф выполнены условия теоремы 5 § 7 
гл. VII, и, следовательно, теорема 4 вытекает из теоремы 5 § 7 
гл. VII. 

Теорема 2а. Пусть из точки О исходят лучи g u ..., g m , не 
принадлежащие одному полупространству, $ — условная кри¬ 
визна, определяемая функцией ■О', не зависящей от точки А 
(а только от единичного вектора п), Фі, ..., — положитель¬ 

ные числа, удовлетворяющие условию 

£o*=J J V{n)dn. 


Пусть для всякого выпуклого многогранного угла V с вер¬ 
шиной О 

о 00 <24, 

где суммирование выполняется по всем лучам, расположенным 
вне угла V. 

Тогда существует и притом единственный, с точностью до 
преобразования подобия относительно точки О, замкнутый вы¬ 
пуклый многогранник с вершинами на лучах gh и условными 
кривизнами в вершинах, равными # ft . 

Доказательство. Пусть е — малое положительное чис¬ 
ло. Определим функцию Фе(-4,п) следующим образом: 


Ое(А, п) = 


+ -^-1 ОА |--|)0'(п) при I О А I < е, 

O' (и) при е<|ОЛ|<1, 

I О А ІО 7 (п) при I О А I > 1. 


Условную кривизну, определяемую этой функцией, будем обо¬ 
значать ■9 е . 

По теореме 2 существует многогранник Р е с вершинами на 
лучах gi, и условными кривизнами д е в этих вершинах, рав- 
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ными Многогранник Р е не может пересекать только одну 
из областей |СМ|<е или |ОА|>1, так как это противоречило 
бы условию теоремы 


J J O' (я) dn. 

Если допустить, что он пересекает каждую из указанных 
областей при сколь угодно малых е, то мы приходим к проти¬ 
воречию с условием теоремы: 

O(VO<2'0 ft , 

так же как и в доказательстве теоремы 2. 

Остается предположить, что при достаточно малом е мно¬ 
гогранник Р г располагается в области е< \ОА \ •< 1. А так как 
в этой области б’е = Ф , то многогранник Р е и есть тот, суще¬ 
ствование которого утверждается теоремой. 

Утверждение единственности очевидно. Теорема доказана. 

Теорема 2а для случая = 1 (ft — обычная кривизна) была 
доказана А. Д. Александровым в цитированной выше ра¬ 
боте [6]. 

§ 2. Выпуклые поверхности с заданной условной 
площадью и заданной условной кривизной 

Понятие условной площади и условной кривизны легко рас¬ 
пространяется на любые выпуклые поверхности. Подобно тому 
как для многогранников в § 1, здесь тоже можно ставить во¬ 
прос о существовании выпуклой поверхности с заданной услов¬ 
ной площадью или заданной условной кривизной. При этом по¬ 
лучаются теоремы, аналогичные теоремам существования для 
многогранников в § 1. 

Пусть F — выпуклая поверхность, однозначно проектирую¬ 
щаяся на плоскость ху. Обозначим Я произвольное множество 
точек плоскости ху, принадлежащее проекции поверхности F, 
H(F) — множество точек поверхности, которое проектируется 
в Я, и to (Я) — множество точек плоскости pq, координаты ко¬ 
торых являются угловыми коэффициентами в уравнениях опор¬ 
ных плоскостей 

z=px+qy+l 

поверхности F на множестве F(H). Сопоставление множеству 
Я плоскости ху множества со (Я) плоскости pq мы будем назы¬ 
вать условным сферическим отображением. 
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Наряду с отображением м мы будем рассматривать отобра¬ 
жение о) плоскости pq на плоскость ху. Именно, если Н — про¬ 
извольное множество, принадлежащее_ условному сферическому 
изображению поверхности F, то под ю(Я) мы будем понимать 
множество Я плоскости ху, условное сферическое изображение 
каждой точки которого пересекается с Я. 

Если поверхность F гладкая и строго выпуклая, т. е. с каж¬ 
дой опорной плоскостью имеет только одну общую точку, то ото¬ 
бражения ca и (о являются взаимно обратными гомеоморфиз¬ 
мами. В общем случае отображения со и со переводят замкну¬ 
тые множества в замкнутые, борелевские в борелевские. 

Пусть, как и в § 1, «/(х, у, £, р, q) — положительная, не убы¬ 
вающая по £ непрерывная функция. Возьмем на условном сфе¬ 
рическом изображении поверхности F (в плоскости pq) любое 
борелевское множество Я и определим функцию множеств 
а(Я) условием 

о(Я)= J I о'(х, у, С(х, у), р(х, у), q(x, y))dxdy, 

ä(H) 

где р(х, у), q(x, у), £(х, «^—коэффициенты уравнения опор¬ 
ной плоскости поверхности F в точке, которая проектируется 
в точку (х, у) плоскости ху. Подынтегральная функция опреде¬ 
лена неоднозначно в тех случаях, когда опорная плоскость не 
единственная. Однако множество таких точек (х, у) имеет меру 
нуль, и следовательно, это не сказывается на функции о. Функ¬ 
цию а мы будем называть условной площадью. 

Так как для любых двух попарно не пересекающихся боре- 
левских множеств Я t и Я 2 множества со(Яі) и со(Я 2 ) могут 
пересекаться только по множеству меры нуль, то из свойства 
аддитивности интеграла следует полная аддитивность условной 
площади на кольце борелевских множеств. 

Пусть F n — последовательность выпуклых поверхностей, 
сходящаяся к выпуклой поверхности F, а„ и о —условные пло¬ 
щади поверхностей F n и F, определяемые некоторой непрерыв¬ 
ной положительной функцией </( х , у, £, р, q). Тогда, если Я — 
замкнутое множество, то при п-* оо 

ІІпі о, (ЯК а (Я); 

если Я — открытое множество, то при п-*<х> 

Ит о„(Я)>о(Я). 

Оба эти свойства устанавливаются аналогично; мы докажем 
первое из них. Итак, пусть Я — замкнутое множество. 
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Имеем 

о(Н) = J J а '(х, У, Z, р, q)dxdy, 

а р (Я) 

°п(Ю= J J °'(*. у, Z n , рп, q n )dxdy. 

®р п (Я) 

Так как Я— замкнутое множество, то при достаточно большом 
п множество (Я) содержится в сколь угодно малой окрест¬ 
ности множества u> F (H). Отсюда, принимая во внимание огра¬ 
ниченность функции о', имеем 

°п (Я) — о (Я) = 

= J J у, Zn, Рп, q^-o'ix. У, С, р, q))dxdy+e n , 
äptm 

где lim е п ^ 0. Далее, так как множество тех точек плоскости 
ху, условное сферическое изображение которых шу неоднознач¬ 
но, имеет меру нуль; то подынтегральная функция выражения 
о„ — а при п—+оо сходится к нулю по мере. Отсюда 

Йто„(Я><о(Я). 

Из отмеченных свойств сходимости условных площадей для 
замкнутых и открытых множеств Я следует, что условные пло¬ 
щади поверхностей F n слабо сходятся к условной площади F, 
т. е. для любой непрерывной функции f, заданной на плоскости 
pq и равной нулю в окрестности границы сферического изобра¬ 
жения F, 

lim J / da n = J f da. 


Пусть в строго выпуклой области G плоскости pq задана 
вполне аддитивная неотрицательная функция множеств ’К. Мы 
хотим построить бесконечную выпуклую поверхность F, имею¬ 
щую условное сферическое изображение G и условную площадь 
о, равную К т. е. для любого борелевского множества Я из G 
должно быть 

а{Н)=ЦН). 

Для_решения этой задачи впишем в G многоугольник &. 
Пусть Ah(ph, qh) — его вершины и ^ — значения какой-нибудь 
непрерывной функции £, заданной на границе G, в вершинах 
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многоугольника G. Разобьем многоугольник G на малые об¬ 
ласти Gh и в каждой из них возьмем точку ( p k , q k ). Положим 

MG*) = Oft - 


Построим теперь бесконечный многогранник Р с бесконечными 
гранями направлений p h , q h , их возвышениями с конечными 
гранями направлений p h , q h и условными площадями этих гра¬ 
ней о*. Это построение возможно, если функция о', определяю¬ 
щая условную площадь о, удовлетворяет условию теоремы 1 
§ 1, т. е. если 

J J о' ( х, у) dxdy >h (G), 

(Х.У) 


где 


o' (х, у) = lim а'(х, у. С, р, q). 

(Р, Ч) е Q 


Пусть теперь стороны многоугольника G, вписанного в G, 
и диаметры областей Gh неограниченно убывают. При этом мно¬ 
гогранники Р остаются ограниченными (в смысле ограничен¬ 
ности возвышения £ опорных плоскостей), и из них можно 
выделить сходящуюся последовательность Р п - 

Так как условные площади многогранников Р п , очевидно, 
слабо сходятся к функции множеств I, а предел в смысле сла¬ 
бой сходимости, если он существует, определяется однозначно, 
то предельная выпуклая поверхность для последовательности 
многогранников Р п имеет условную площадь, равную ’К. Таким 
образом, получается следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть в строго выпуклой области G плоскости 
pq задана вполне аддитивная неотрицательная функция мно¬ 
жеств X. Пусть о — условная площадь, определяемая функцией 
o', удовлетворяющей условию 

J J о'(*> У) dxdy >1 (G), 

(ху) 

где 

о'{х, у) = lim о'(х, у, £,р, q). 

(р^е о 


Тогда существует бесконечная выпуклая поверхность F с ус¬ 
ловным сферическим изображением G и условной площадью X, 
т. е. для любого борелевского множества Н из G 

о(Н) = 1(Н). 

Пусть F — выпуклая поверхность, однозначно проектирую¬ 
щаяся в область G на плоскость ху, и у, z, р, q) — поло- 
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жительная, не возрастающая по г непрерывная функция. Возь¬ 
мем на плоскости ху произвольное измеримое множество Я, 
принадлежащее G, и определим функцию множеств О (Я) ра¬ 
венством 

<*(Я)- J J W(x(p, q), y(p, q), z{p, q), p, q)dpdq, 

ffl(H) 

где x(p, q), y(p, q), z(p, q) — координаты точки поверхности F, 
которая имеет опорную плоскость с угловыми коэффициентами 
р, q. Подынтегральная функция выражения Ф(Я) определена 
неоднозначно в тех случаях, когда опорная плоскость имеет с 
поверхностью более одной общей точки. Но мера множества та¬ 
ких опорных плоскостей равна нулю, и, следовательно, указан¬ 
ная неоднозначность не влияет на функцию ■0. Функцию О будем 
называть условной кривизной поверхности. 

Подобно тому как для условной площади поверхности, уста¬ 
навливаются следующие свойства условной кривизны: 

1. Условная кривизна является вполне аддитивной неотри¬ 
цательной функцией на кольце борелевских множеств. 

2. Если последовательность выпуклых поверхностей F n схо¬ 
дится к выпуклой поверхности F, то условные кривизны F n 
слабо сходятся к условной кривизне F. 

Пусть G — любая строго выпуклая область плоскости ху и 
р (Я)—вполне аддитивная, неотрицательная функция мно¬ 
жеств, определенная в G. Мы хотим построить выпуклую по¬ 
верхность F, которая однозначно проектировалась бы на об¬ 
ласть G и имела бы условную кривизну ft, равную р. 

Для решения этой задачи возьмем произвольный замкнутый 
контур у, однозначно проектирующийся в край области G, и 
впишем в него ломаную у с малыми звеньями. Эта ломаная 
проектируется на плоскость ху в выпуклую ломаную, ограничи¬ 
вающую многоугольник <7. Многоугольник G разобьем на ма¬ 
лые области ü h и возьмем в каждой из них точку A h . Обозна¬ 
чим $ ft = p(£ft). 

Построим теперь многогранник Р с краем у, вершинами на 
прямых g h , проходящих через точки A h параллельно оси z, и 
условными кривизнами в этих вершинах, равными Oft. Это воз¬ 
можно, если функция определяющая условную кривизну, 
удовлетворяет условию 

J J q) dp dq >р (G), 

(pi j) 
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Пусть звенья ломаной у и размеры областей U h неограни¬ 
ченно убывают. Так как многогранники Р равномерно ограни¬ 
чены, то, не ограничивая общности, можно считать, что они 
сходятся к некоторой выпуклой поверхности F, которая проек¬ 
тируется в область G плоскости ху. 

Так как условные кривизны многогранников Р слабо схо¬ 
дятся к функции множеств р, то предельная поверхность F 
имеет условную кривизну О, равную р. И мы приходим к сле¬ 
дующей теореме. 

Теорема 2. Пусть G — строго выпуклая область плоско¬ 
сти ху, р — вполне аддитивная, неотрицательная функция мно¬ 
жеств в области G, •& — условная кривизна, определяемая функ¬ 
цией Ь', удовлетворяющей условию 

J J^(p, q)dpdq>p{G), 

(РЧ ) 

где 

1У(р, q)— lim (К (х, у, г, р, q). 

(х, у)е а 

Тогда существует выпуклая поверхность F, которая прямыми, 
параллельными оси г, проектируется в область G, обращена 
выпуклостью в сторону 2<0 и имеет условную кривизну Ф, 
равную р, т. е. для любого борелевского множества Н из G 

0(Я)«р(Я). 

Эта теорема для случая обычной кривизны впервые дока¬ 
зана А. Д. Александровым [6], а также автором [65], для слу¬ 
чая ■0 / =0'(р, q) — И. Я. Бакельманом [19], а в общем случае 
(Ф'=д'(х, у, г, р, q)) — также А. Д. Александровым [8]. 

Замечание. Хотя поверхность F и получена как предел 
многогранников, ограниченных ломаными, сходящимися к кри¬ 
вой у. но эта кривая может не быть краем поверхности F. 
Однако имеет место следующая теорема, доказанная И. Я. Ба- 
кельманом [19]. 

Теорема 2а. Если <У=Ъ'(р, q), то среди выпуклых по¬ 
верхностей с условной кривизной Ф, равной р, и краем, распо¬ 
ложенным не выше кривой у, есть поверхность, расположенная 
над всеми остальными. 

Доказательство этой теоремы в общих чертах состоит в сле¬ 
дующем. Заменяем функцию р функцией р е , которая совпадает 
с р всюду в G, кроме е-окрестности границы G, где она равна 
нулю. С помощью конструкции, примененной в доказательстве 
теоремы 2, строим поверхность Р е с условной кривизной Ф, 
равной р е . Эта поверхность имеет краем кривую у. Можно по- 
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казать, что поверхность F e находится над поверхностью F. Пе¬ 
реходя к пределу при е-+0, получаем поверхность F 0 с указан¬ 
ными в теореме свойствами. 

Пусть г — бесконечная выпуклая поверхность, не являю¬ 
щаяся цилиндром, и S — точка внутри тела, ограниченного по¬ 
верхностью F. Совокупность лучей, исходящих из S и не пере¬ 
секающих поверхность F, заполняет некоторый конус V (он 
может вырождаться). Конус V, а также любой равный и па¬ 
раллельно расположенный ему конус называется предельным 
конусом поверхности F. 

Пусть в плоскости ху задана вполне аддитивная функция 
множеств р, неотрицательная в выпуклой области G и равная 
нулю вне этой области. Пусть V — выпуклый конус, однозначно 
проектирующийся на плоскость ху и обращенный выпуклостью 
в сторону г<0. 

Построим бесконечную выпуклую поверхность с предельным 
конусом V и условной кривизной ф, равной р. Для этого впи¬ 
шем в конус V многогранный угол V с малыми плоскими угла¬ 
ми, разобьем область G на малые области öj и в каждой из 
них возьмем точку Ah. Построим теперь выпуклый многогран¬ 
ник Р с предельным углом V, вершинами на прямых g k , прохо¬ 
дящих через точки A h параллельно оси г, и условными кривиз¬ 
нами в этих вершинах Ф й = р (Gh). 

Такой многогранник существует, если для функции опре¬ 
деляющей условную кривизну д, выполняются условия 

J J V(P, q)dpdq>\L{G ), J J V(p, q) dp dq < p(G), 

e> (V) w (V) 

где 

&{p, q)= lim ft'Cx, y, z, p, q), 

(*.й_вр 

Wip, q)~ llm W(x, y, z, p, q). 

lx, y) m Q 
z-> OO 

Ввиду условий, наложенных на функцию •&', многогранники 
Р ограничены в совокупности в том смысле, что при достаточно 
большом N все они пересекают отрезок — N ^.r^.N оси г. 

Пусть теперь плоские углы V и диаметры областей Gh не¬ 
ограниченно убывают. Тогда из многогранников Р можно по¬ 
строить последовательность, сходящуюся к некоторой выпуклой 
поверхности F. Эта поверхность имеет предельный конус V и 
условную кривизну Ф, равную р. Итак, доказана 

Теорема 3. Пусть в плоскости ху задана вполне аддитив 
ная функция множеств р, неотрицательная в выпуклой области 
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G и равная нулю вне этой области. Пусть V — выпуклый ко¬ 
нус, проектирующийся на всю плоскость д су и обращенный вы¬ 
пуклостью в сторону 2 <0. 

Тогда, если функция •&', определяющая условную кривизну 
•О, удовлетворяет условиям 

J J>(p, q)dpdq>\i(G), J J>(p, q)dpdq<»(G), (•) 

<o(W <o(V) 

то существует бесконечная выпуклая поверхность F с предель¬ 
ным конусом V и условной кривизной О, равной ц. 

Теорема За. В случае, когда функция ■&', определяющая 
условную кривизну #, зависит только от р и q, теорема 3 имеет 
место, если в ней условие (*) заменить следующим: 

J J &(р, q)dpdq = \i(G). 

о(Ѵ)' 

Эта теорема доказывается с помощью теоремы 3 так же, 
как и в случае многогранников (§1). 

Теорема 36. Теорема За имеет место и в том случае, ко¬ 
гда областью G является вся плоскость [19]. 

Теорема 36 получается предельным переходом из тео¬ 
ремы За. 

Пусть F — замкнутая выпуклая поверхность, содержащая 
внутри точку О — начало координат, а Я — любое измеримое 
множество точек на поверхности. Назовем условной кривизной 
поверхности F на множестве Я величину 

♦ (Я) - J j <К(Д, n)dn, 

Ю (Я) 

где А — точка множества Я, л — внешняя нормаль к опорной 
плоскости в этой точке, а интегрирование производится по пло¬ 
щади сферического изображения множества Я. 

Подобно тому как для условной площади поверхности в § 2, 
для определенной сейчас условной кривизны тоже устанавли¬ 
ваются следующие свойства: 

1. Условная кривизна ■б’ является неотрицательной, вполне 
аддитивной функцией на кольце борелевских множеств поверх¬ 
ности F. 

2. Если последовательность выпуклых поверхностей F n схо¬ 
дится к выпуклой поверхности F, то их условные кривизны, 
определяемые одной и той же функцией •&', слабо сходятся к 
условной кривизне поверхности F. 

Теорема 4. Пусть на единичной сфере со 0 с центром О за¬ 
дана неотрицательная, вполне аддитивная функция множеств 
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(х и пусть Ф— условная кривизна, определяемая функцией ф', 
удовлетворяющей условиям 

Ф'(Л, /г)-> °о при I О А I —> оо, 

nW> J J ^(Л, n)dn. 

Тогда, если для любого конуса V (в том числе и вырождаю¬ 
щегося) с вершиной в точке О 

где (юо — V) — множество тех точек шара о) 0 , которые лежат вне 
конуса V, то существует замкнутая выпуклая поверхность F, 
которая на произвольном борелевском мноокестве Н имеет ус¬ 
ловную кривизну ф (Н), равную р(Н), где Н — проекция мно¬ 
жества Н на сферу со 0 из ее центра (точки О). 

Доказательство. Разобьем сферу ш 0 на малые области 
G h и из центра сферы (точки О) проведем лучи g h , пересекаю¬ 
щие области Gh- Положим 

dfc = p.(Gft). 

Если диаметры областей Oh достаточно малы, то для лучей gh, 
условной кривизны Ф и чисел Фа выполнены условия теоремы 2а 
§ 1. И следовательно, существует замкнутый выпуклый много¬ 
гранник Р с вершинами на лучах g h и условными кривизнами 
в этих вершинах Фа. 

При неограниченном уменьшении максимального диаметра 
б областей G h построенный таким образом многогранник Р не 
может бесконечно расти, так как в противном случае будет не¬ 
ограниченно расти его полная условная кривизна ЕФ Й , а она 
равна ц(соо)- 

Так как при 6—>0 многогранники Р ограничены в совокуп¬ 
ности, то из них можно выделить сходящуюся последователь¬ 
ность. Предельная поверхность F для этой последовательности 
многогранников содержит внутри точку О и имеет условную 
кривизну Ф, равную ц. 

Действительно, допустим, точка О находится на поверхности 
F (вне поверхности F она быть не может^_так как ее содержит 
внутри каждый многогранник Р) . Пусть V — конус с вершиной 
О, расположенный вне поверхности F. Так как общая условная 
кривизна в тех вершинах многогранника Р, которые располо¬ 
жены внутри конуса V, при достаточно малом б больше неко¬ 
торого Со>0, то обычная общая кривизна в этих вершинах 
больше некоторого со>0. Отсюда следует, что точка О на по¬ 
верхности F является конической точкой. 


38 А. В. Погорело* 
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Пусть V — касательный конус поверхности F в точке О. 
При достаточной близости многогранника Р к поверхности F 
общая условная кривизна в тех вершинах, которые располо¬ 
жены вне конуса V, сколь угодно близка к #(Ѵ) и р((о 0 — V), 
а это невозможно, ибо по условию теоремы 
Ф(К) <р((о 0 — V). 

Мы пришли к противоречию. Итак, точка О расположена вну- 
три поверхности F. 

То, что условная кривизна Ф поверхности F совпадает с за¬ 
данной функцией множеств р, следует из свойства слабой схо¬ 
димости условных кривизн многогранников Р к условной кри¬ 
визне поверхности F. Теорема доказана. 

Теорема 4а. Пусть условная кривизна Ф определяется 
функцией ф', зависящей только от я; р — неотрицательная впол¬ 
не аддитивная функция множеств на единичной сфере ю 0 с цент¬ 
ром в начале координат О, удовлетворяющая условиям: 

1. J J «'(п)«/л-рК). 


2. Для каждого конуса V с вершиной в начале коорди¬ 
нат О 


о(Ѵ)<р(%-П 


где (шо— V’) —множество тех точек шара ©о, которые лежат вне 
конуса V. 

Тогда существует замкнутая выпуклая поверхность F, кото¬ 
рая на произвольном борелевском множестве Н имеет услов¬ 
ную кривизну Ф(Я), равную р(Я), где П — проекция множе¬ 
ства Н на сферу и 0 из ее центра О. 

Эта теорема доказывается с помощью теоремы 4 так же, 
как теорема 2а с помощью теоремы 2. Мы опустим это доказа¬ 
тельство. 


§ 3. Условные решения уравнения Монжа — Ампера 
rt — s 2 = (f( х, у, z , р, q). Краевые задачи 
для условных решений 

Теоремы существования выпуклых поверхностей с данной 
условной площадью и данной условной кривизной при извест¬ 
ной регулярности последних в аналитическом истолковании 
устанавливают существование решений уравнений Монжа — 
Ампера вида 

rt-s 2 = ф (де, у, г, р, q). 

Этим обстоятельством мы воспользуемся при решении различ¬ 
ных краевых задач для такого уравнения. 
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Пусть F — выпуклая поверхность, однозначно проектирую¬ 
щаяся в область G плоскости ху и обращенная выпуклостью 
в сторону z< О, О — условная кривизна поверхности, определяе¬ 
мая положительной непрерывной функцией ■&'( х , у, г, р, q), и 
р — вполне аддитивная функция множеств, заданная при по¬ 
мощи положительной непрерывной функции р'(д:, у) равен¬ 
ством 

Р (Я) = J JV (х, у) dx dy. 

н 

Согласно определению, поверхность F имеет условную кри¬ 
визну ■&, равную [А, если для любого борелевского множества 
Я из G 


J J Ѵ{Х, у, 2 , р, q)dpdq = J J р'(х, у) dx dy. (*) 

ш(Я) (Я) 

Аналогично поверхность F имеет условную площадь а, опре¬ 
деляемую функцией а'(х, у, £, р, q) и равную 

*■- J J *.'(/>, q)dpdq, 

если для любого борелевского множества Я точек условного 
сферического изображения поверхности 

J J <f(x, у, С, р, q) dx dy = J J k'(p, q)dpdq. 
ö(H) W 

Если F является дважды непрерывно дифференцируемой по¬ 
верхностью, то условию (*) можно придать следующую экви¬ 
валентную форму: 

У> р, q) (rt — s 2 ) = Р' (х, у), (**) 

где г, s, t обозначают вторые производные функции г. Таким 
образом, функция z(x, у), задающая поверхность F, удовлетво¬ 
ряет уравнению Монжа — Ампера (**). 

В связи с этим условным ( или обобщенным) решением урав¬ 
нения Монжа — Ампера (**) мы будем называть любую вы¬ 
пуклую функцию г(х, у ), которая задает выпуклую поверх¬ 
ность с условной кривизной •&, равной р. 

Аналогично в случае поверхности с данной условной пло¬ 
щадью мы приходим к уравнению для функции £ 

о (Ср, С, Р, q) fepp^qq — Zpq) = A. (p, q) 


за* 
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и соответственно получаем возможность определить условное 
решение этого уравнения через функцию £, задающую поверх- 
ность с данной условной площадью *). 

Поверхность F, задаваемая условным решением г(х, у) 
уравнения (**), является поверхностью положительной ограни¬ 
ченной удельной кривизны. Действительно, пусть А — произ¬ 
вольная точка области G и Н — любая окрестность этой точки. 
Так как 

J I b'dpdq= J J Wdxdy, 

<в(Я) (Я) 

то из непрерывности и положительности функций ■&', р/ сле¬ 
дует, что при Н — +А отношение 

J J dpdqj\ J dxdy 

ш(я) я 

остается в положительных пределах. А это значит, что поверх¬ 
ность F имеет положительную ограниченную удельную кри¬ 
визну. 

Выпуклая поверхность с ограниченной положительной удель¬ 
ной кривизной является гладкой и строго выпуклой (§ 3 гл. II). 
Таким образом, условное решение уравнения (**) является 
гладкой, строго выпуклой функцией. 

Выпуклая поверхность F почти всюду дважды дифферен¬ 
цируема. Так как она имеет ограниченную удельную кривизну, 
то по теореме А. Д. Александрова [5] функция rt — s 2 почти 
всюду ограничена и 

J J {rt - s 2 ) dxdy= J J dp dq. 

Я а(Я) 

Следовательно, без каких-либо априорных предположений 
о регулярности поверхности F уравнение (**) условным реше¬ 
нием удовлетворяется почти везде, и условное решение урав¬ 
нения (**) можно определить как такую функцию г(х, у), за¬ 
дающую выпуклую поверхность ограниченной удельной кри¬ 
визны, для которой это уравнение удовлетворяется почти 
всюду. 

Аналогичные выводы можно сделать, рассматривая условное 
решение уравнения Монжа — Ампера в связи с поверхностями 
с данной условной площадью. 

Сформулируем теоремы существования условных решений, 
соответствующие теоремам предыдущего параграфа. 


*); Здесь речь идет о задании поверхности F уравнением в тангенциальных 
координатах р, д, 5. 
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Теорема 1. Пусть в выпуклой области G плоскости ху 
рассматривается уравнение Монжа — Ампера 

^(л:, у, z, р, у) {rt s 2 ) = р' (х, у) 

с непрерывными коэффициентами, удовлетворяющими усло¬ 
виям: 

1. Обе функции ■&' и р' положительны, причем функция д' 
не возрастающая по г. 

2. JJ Ä'(p, q)dp dq > J J ц'(х, y)dxdy, 

(P?) а 

где 

<y{p, q)= lim W(x, y, z, p, q). 

(x, y)*a 

Z-> —° О 

Тогда в области G существует условное решение рассматри¬ 
ваемого уравнения. 

Как следствие отсюда получается следующая теорема. 

Теорема Іа. Уравнение Монжа — Ампера 

rt — s 2 = <p(x, у, г, р, q)> О 

в выпуклой области G имеет условное решение, если функция tp 
не убывающая по z и при p 2 +q 2 -*o о имеет порядок роста не 
более чем p 2 +q 2 . 

Пусть в строго выпуклой области G плоскости ху рассма- 
тривается уравнение Монжа — Ампера 

&(х, у, г, р, q){rt — s 2 )=p'{x, у). 

Пусть функции р’ и О' непрерывны, положительны и функ¬ 
ция О' — не возрастающая по г. Мы хотим построить условное 
решение z(x, у) этого уравнения в области G, которое на гра¬ 
нице области совпадало бы с заданной непрерывной функцией 
h (задача Дирихле). 

Обозначим у непрерывную кривую, проектирующуюся в гра¬ 
ницу области G и задаваемую функцией h. Условное решение, 
существование которого устанавливается теоремой 1, было по¬ 
лучено нами как предел многогранников Р, края которых схо¬ 
дятся к любой наперед заданной непрерывной кривой, одно¬ 
значно проектирующейся в границу области G. Не ограничи¬ 
вая общности, будем считать, что этой кривой является наша 
кривая у- 

Предельная поверхность F для многогранников Р может 
иметь край у, отличный от у- И можно утверждать только, что 
кривая y расположена не выше у. (Как всегда, предполагается, 
что многогранники Р обращены выпуклостью в сторону z<0.) 
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Задача заключается в том, чтобы подчинить функции ■&', р' и 
область G таким условиям, при которых несовпадение кривых 
у и у исключалось_бы. 

Пусть кривая у не совпадает с у и (?, Q — различные точки 
этих кривых, имеющие одну и ту же проекцию на плоскость ху 
(точка Q выше точки ()). Возьмем на отрезке QQ точку Q', а на 
его продолжении за точкой Q — точку Q", близкую к Q. Прове¬ 
дем через точку Q" горизонтальную плоскость ß", а через точ¬ 
ку Q' — плоскость ß', которая получается из опорной плоскости 
цилиндра Z, проектирующего область G, в точке Q' путем пово¬ 
рота ее около горизонтальной прямой на малый угол а. (Пло¬ 
скость ху мы предполагаем горизонтальной.) Цилиндр Z, пло¬ 
скости ß' и ß" ограничивают некоторое выпуклое тело К- 

При достаточной близости многогранника Р к поверхности 
F он пересекается с телом К. Обозначим Рц ту часть много¬ 
гранника, которая содержится внутри тела К. Мы хотим найти 
такие условия, налагаемые на область G и функции р', О', при 
которых равенство 


J J O' dp dq = J J p' dxdy 
( p *) ( p *) 

было бы невозможно при достаточно малом а. Эти условия 
исключают возможность несовпадения кривых у и у и, таким 
образом, являются условиями разрешимости задачи Дирихле 
для рассматриваемого уравнения. 

Пусть ß/c — общая часть плоскости ß' и тела К. Обозначим 
V конус с вершиной в точке Q, проектирующий область ß^. 
При достаточной близости многогранника Р к F условное сфе¬ 
рическое изображение его части Р к почти покрывает условное 
сферическое изображение конуса V, а в пределе при P—*F оно 
покрывает его полностью. 

Пусть ß^ —общая часть тела К и плоскости ß". Очевидно, 
проекция ß* на плоскость ху покрывает проекцию Рк- 

Предположим теперь, что область G и функции р/ та¬ 
ковы, что для любой выпуклой поверхности Ф, а следовательно 
и для многогранников Р, при достаточно малом а 

J J Wdpdq> > J J м .'dxdy. 

«W С 


Тогда точки Q и ф не могут быть различными, и мы получаем 
условие разрешимости задачи Дирихле. Полученное условие 
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трудно обозримо и трудно проверяемо. Поэтому мы заменим 
его более простыми условиями, правда, более сильными. Эти 
условия для области G будут относиться к кривизне ограничи¬ 
вающей ее кривой, а для функции Ф' — к порядку убывания 
при p 2 +q 2 — >оо. 

Пусть кривая, ограничивающая область G, имеет ограни¬ 
ченную снизу положительным числом удельную кривизну. Это 
значит, что отношение угла между опорными прямыми в любых 
двух близких точках кривой к расстоянию между этими точ¬ 
ками больше некоторого с 0 >0. Для краткости мы будем гово¬ 
рить, что такая кривая имеет положительную кривизну. 

Построим круговой _цилиндр 2, имеющий одной из своих 
образующих прямую QQ и охватывающий цилиндр Z. Если мы 
при построении конуса V возьмем не цилиндр Z, а круговой 
цилиндр 2, то получим конус V с той же вершиной, содержа¬ 
щий V. Следовательно, со(Г) см(Ѵ) и 

J J Vdpdq*^ J J Wdpdq. 

со(К) 

Нетрудно было бы исследовать условное сферическое изо¬ 
бражение со (Г) конуса V. При этом для удобства можно, не 
ограничивая общности, считать, что прямая QQ является осью 
z, а цилиндр 2 расположен в полупространстве у -<10. Соответ¬ 
ствующие выкладки показывают, что (o(F) содержит равнобед¬ 
ренный треугольник Д в плоскости pq с вершинами 



где е, с' и с" имеют положительные пределы при в-+0 а е/с' 
сколь угодно мало, если достаточно мало отношение отрезков 

Q"QIQ'Q. 

Пусть теперь функция Ь'(х, у, z, р, q) при p 2 +q 2 -*oo убы¬ 
вает не быстрее чем (p 2 +q 2 )~ h , т. е. 

У , 2, р, П Р И Р 2 + <7 2 -^°°. 

Тогда, принимая во внимание, что и (Г) содержит треугольник 
Д, заключаем, что при а—*■ 0 

ö>( V) 


где а — некоторая постоянная. 
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Так как удельная кривизна ограничивающей область кри¬ 
вой ограничена снизу положительным числом, то при а—>0 

J J р dx dy < ba'\ 

Рд 

где b — некоторая постоянная. 

Пусть теперь Тогда при достаточно малом е, что 

достигается выбором точек Q', Q", и при а-*0 будем иметь 

J J Vdpdq> J J n'dxdy. 

ß^ 

Следовательно, при асс+0 

J J O' dp dq> J J p! dx dy. 

(Рк) ( p k) 

Таким образом, для того чтобы предельная поверхность F 
последовательности многогранников Р имела краем кривую у 
(т. е. чтобы кривые у и у совпадали), достаточно выполнения 
двух условий: 

1. Граница области G должна иметь ограниченную снизу 
положительным числом удельную кривизну. 

2. При p 2 +q 2 -+ оо функция О' должна иметь порядок убы¬ 
вания не более (p 2 +q 2 )~ >lt , т. е. при p 2 +q 2 -+o о 

*'(*■»• г ' (,*+,»)•'■ • 

Теперь с помощью теоремы 1 получается следующая тео¬ 
рема о разрешимости задачи Дирихле. 

Теорема 2. Пусть в выпуклой области G плоскости ху 
задано уравнение Монжа — Ампера 

W(x, у, z, р, q)(rt-s 2 ) = \i'(x, у), 

причем выполняются следующие условия: 

1. Кривая, ограничивающая область О, имеет положитель¬ 
ную кривизну. 

2. Функции ц' и {К непрерывны и положительны. Функция 
О' не возрастающая по г и 

J J Ö(p, q)dp dq > J J \i'(x, y)dxdy, 

(p, Q) о 

#(p, q)= lim y, 2 , p, q). 


где 
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3. В каждой точке границы области G при любом конечном 
г и р 2 + < 7 2 —>оо 

fl' (*, у, г, р, q) > ( р2 (с > 0)- 

Тогда задача Дирихле для этого уравнения разрешима для 
любой непрерывной функции, заданной на границе области G. 

Как следствие теоремы Іа и теоремы 2 получается следую¬ 
щая теорема. 

Теорема 2а. Задача Дирихле для уравнения 
rt-s 2 = <р(х, у, z, р, q) 

в выпуклой области G разрешима при любых непрерывных гра¬ 
ничных значениях, если выполняются условия: 

1. Кривизна кривой, ограничивающей область G, положи¬ 
тельна. 

2. Функция ф непрерывна, положительна, не убывающая по 
z и при p 2 +q 2 — *оо имеет порядок роста не более чем p 2 +q 2 . 

Пусть в плоскости р, q уравнением ф(р,р) =0 задается выпук¬ 
лая замкнутая кривая. Рассмотрим вопрос о существовании 
решения уравнения 

А'(я, у, г, р, q)(rt-s 2 ) = \i'(x, у) 

в конечной выпуклой области G при краевом условии ф(р, q) = 
=0. Построение такого решения составляет содержание второй 
краевой задачи. 

Плоскости направлений р, q, удовлетворяющих уравнению 
ф(р, q) =0, проходящие через начало координат, огибают неко¬ 
торый выпуклый конус V. При известных условиях, относя¬ 
щихся к функциям fl' и р/, существует последовательность мно¬ 
гогранников Р, сходящихся к выпуклой поверхности F с услов¬ 
ной кривизной fl, равной р (§2). Что касается предельных 
углов этих многогранников, то их произволом можно распоря¬ 
диться так, чтобы они сходились к конусу V. 

Обозначим G* выпуклую область плоскости pq, ограничен¬ 
ную кривой ф(р, q)= 0. Пусть функции р' и fl' при (х, p)eG 
и (р, p)eG* удовлетворяют условию р7А'<оо. Тогда предель¬ 
ная поверхность F последовательности многогранников Р 
является гладкой. 

В самом деле, поверхность F имеет ограниченную удель¬ 
ную кривизну. По теореме А. Д. Александрова нарушение 
гладкости поверхности ограниченной удельной кривизны может 
происходить только по прямолинейному отрезку с концами на 
краю поверхности. Но поверхность F бесконечна. Поэтому на^ 
рушение гладкости может происходить только по целой прямой. 
А выпуклая бесконечная поверхность, содержащая хотя бы 
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одну прямую, является цилиндром. Поверхность F не может 
быть цилиндром, так как имеет отличную от нуля кривизну. 
Итак, поверхность F гладкая. 

Поверхность F состоит из двух частей — конечной, проекти¬ 
рующейся в область G плоскости ху (мы обозначим ее F і), и 
оставшейся бесконечной части F 2 . Поверхность F 2 является раз¬ 
вертывающейся поверхностью. Через каждую точку поверхности 
F 2 проходит прямолинейная образующая со стационарной ка¬ 
сательной плоскостью. Поэтому направления касательных пло¬ 
скостей р, q поверхности F 2 удовлетворяют уравнению ф(р, q) = 
= 0. По непрерывности этому уравнению удовлетворяют напра¬ 
вления р, q касательных плоскостей вдоль края поверхности F v . 
Следовательно, обобщенное решение в области G, определяе¬ 
мое поверхностью F it удовлетворяет краевому условию 
Ф(Р.?) = 0. 

Теорема 3. Пусть в конечной выпуклой области G пло¬ 
скости ху задано уравнение Монжа — Ампера 

у, z, р, q) (rt — s 2 ) = р' (х, у), 

и пусть G* — конечная выпуклая область в плоскости pq, гра¬ 
ница которой задается уравнением ф(р, q) =0. 

Пусть коэффициенты •&' и р' уравнения удовлетворяют 
условиям : 

1. Функции р'ыО' положительны и непрерывны при (x,y)^G, 
(р, p)eG*, •&' не возрастает по z и 

2. f f & dp dq> I f pfdxdy , <K = lim $'(*, у, z, p, q). 

V V 

3. f f b'dpdq< f [ p dx dy, У = fiin &(x, y, z, p, q). 

о* о {x ' y) t° 

Тогда существует условное решение уравнения &'(rt — s 2 ) = 
= р' в области G, которое удовлетворяет граничному условию 
ip (р, q) =0 и обращено выпуклостью в сторону z< 0. 

Пусть теперь функция Ф' зависит только от р и q. Покажем, 
что в этом случае теорема 3 имеет место, если условия 2 и 3 
заменить условием 

J J ^(Р, q)dp dq = J J ц'(х, у) dx dy. 

о* a 

Сместим конус V на отрезок N в направлении z> 0 и обо¬ 
значим его в этом положении W Пусть V и V N — области про¬ 
странства вне конуса V и внутри конуса Vn, соответственно- 
проектирующиеся в область G плоскости ху. Возьмем теперь 
вместо функции ft' функцию О", равную Ф' вне областей V и 
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большую У в 7 и меньшую & в W Для функции Ь" условия 
теоремы 3 выполняются. И мы получаем решение второй крае¬ 
вой задачи ддя уравнения 

Ъ"(гі — s 2 )=n'. 


Поверхность Fp», определяющая это решение, при доста¬ 
точно большом N обязательно пересекает отрезок ON оси г, 
соединяющий вершины конусов V и IV В противном случае 
она пересекает одну из областей V или V N , и равенство 

J I Ь" dp dq = J J p'dxdy 


противоречит принятому условию 

J J ft'dp dq= J J Wdxdy. 

G* G 

Так как поверхность /V пересекает отрезок ON, то, не огра¬ 
ничивая общности, можно считать, что при ■&"-* О' поверхность 
/V сходится к некоторой поверхности ВѴ Эта поверхность 
определяет решение уравнения 

&{p, q){rt-s 2 ) = [i'(x, у), 

удовлетворяющее краевому условию. 

Теорема За. В случае, когда функция ■&' зависит только 
от р и q, теорема 3 о разрешимости второй краевой задачи для 
уравнения 

&(р, q)(rt-s 2 ) = p.'(x, у) 

остается справедливой, если условия 2 и 3 запенить условием 

J / V(p, q)dpdq= J J p'(x, y)dxdy. 
g* a 

В заключение заметим, что теорема За имеет место и в том* 
случае, когда областью G является вся плоскость ху [21]. 

Пусть функция множеств р(Я) задается интегралом от по¬ 
ложительной непрерывной функции р'(п) на сфере м 0 : 

р(Я)= J J p'{n)dn. 

н 

Тогда поверхности, существование которых устанавливается 
теоремами 4, 4а § 2, представляют собой гладкие строго вы¬ 
пуклые поверхности с положительной ограниченной гауссовой 



604 Г л. VIII. Г еометрическая теория уравнений Монжа — Ампера 


кривизной, удовлетворяющие почти везде дифференциальному 
уравнению 


к{А) \_ол?П А ,п) ,/_ац 
(СМ-га) \ I О А I / 


где А — произвольная точка поверхности, п — внешняя нормаль 
и К(А) —гауссова кривизна поверхности в точке А. 

В окрестности точки А 0 , в которой поверхность пересекается 
отрицательной осью г, это уравнение имеет вид 

rt-s 2 = y(x, у, г, р, q), 
где 

ц .(“. -J ) 0 + Р 2 + q 2 )' 1 ’ (рх + qy-z) 

Ф= ф '(г’Т’ г ) (^ + ^ 2 + г2 ) Ѵа ’ 

Заметим, что в точке Ло имеем р 2 = 0, так как там х=0, у= 0 и 
в силу предполагаемой монотонности ^'(Л, п) по Л. 
Поэтому в окрестности Ло функция ф 2 > 0. 


§ 4. Теоремы единственности для решений 
уравнения rt — s 2 = (f (де, у, z, р, q) 

Наша основная задача состоит в рассмотрении уравнений 
Монжа —Ампера с регулярными коэффициентами. Дальше при 
весьма общих предположениях будет доказано, что условные 
решения таких уравнений являются регулярными функциями. 

В связи с этим теоремы единственности, которые будут до¬ 
казаны в этом параграфе, относятся к регулярным решениям 
и соответственно регулярным поверхностям. 

Теорема 1. Пусть в области G плоскости ху задано урав¬ 
нение Монжа — Ампера 

rt — s 2 = q>(x, у, z, р, q), 

где ф — регулярная функция своих аргументов, удовлетворяю¬ 
щая условиям 

ф>0, ф г >0, 

Zi{x, у) и гг(х, у) —регулярные решения этого уравнения. 

Тогда, если эти решения совпадают на границе области G 
и обращены выпуклостью в сторону z< 0 , т. е. d 2 z t >0, d 2 z 2 > 0 , 
то они совпадают в G тождественно. 

Доказательство. Имеем 

riti - si = ф(х, у, z\, ри < 7 і), 

r 2 t 2 - S2 = ф (х, у, Z2, р2, Чі). 
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Вычитая эти равенства почленно и полагая z l — z 2 = u, 
A = j(t i + y, B = ±( Sl + s 2 ), C = i-(r 1 +r 2 ), 


получим 

Au xx — 2 Ви ху + CUyy = ф р и х + Ф gU y + Ф z u, (*) 

где производные функции ф в правой части равенства берутся 
для значений z, р, q, промежуточных между z lt р и qi и z 2 , р 2 , q 2 . 
Так как формы 

- 25!ІТ] + t {< ] 2 , г 2 % 2 - 2s 2 |ti + t 2 r? 
положительно определенные, то их полусумма 
С% 2 -2В1т\ + Ат \ 2 

тоже является положительно определенной формой и, следова¬ 
тельно, 

АС — Ö 2 > 0. 

Таким образом, уравнение (*) для функции и является урав¬ 
нением эллиптического типа. А так как и= 0 на границе G и 
ф 2 0, то по известной теореме и не может иметь в G положи¬ 
тельного максимума и отрицательного минимума. Следователь¬ 
но, « = 0 в G, т. е. решения Zi и z 2 совпадают в G тождествен¬ 
но, что и требовалось доказать. 

Замечание. Теорема 1 для условных решений может быть 
доказана в любом из следующих предположений: 

1. Функция ф непрерывна, положительна и строго возра¬ 
стающая по z. 

2. Функция ф непрерывна, положительна, не убывающая по 
z и удовлетворяет по р, q условию Липшица (см. § 12). 

3. Функция ф непрерывна, положительна и имеет вид ф = 

= фі(*> г/) фг(р, q)- 

В последнем случае эта теорема доказана И. Я. Бакельма- 
ном [19]. 

Теорема 2. Пусть область G плоскости ху ограничена вы¬ 
пуклой кривой с ограниченной удельной кривизной, ■ty(p,q) = 
=0 — уравнение замкнутой выпуклой кривой в плоскости pq. 
Тогда, если решения z t и z 2 уравнения 

rt — s 2 =y(x, у, г, р, q), ф>0, ф г >0, 

на границе G удовлетворяют условию ф(р, <7)=0 и оба обра¬ 
щены выпуклостью в сторону г< 0, то они либо совпадают, либо 
отличаются на постоянную. Последняя возможность исклю¬ 
чается, если функция ф строго возрастающая по г. 
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Доказательство. Пусть а — произвольная касатель¬ 
ная плоскость поверхности Fr. z=Z\(x, у). Обозначим Е а то 
из полупространств, определяемых плоскостью а, в котором 
лежит поверхность / 4 . Так как условное сферическое изобра¬ 
жение поверхности Л является выпуклой областью, то беско¬ 
нечное тело, получаемое в пересечении полупространств Е а , 
имеет в качестве границы бесконечную выпуклую поверхность 
Fi с тем же сферическим изображением, что и /ч. 

Отсюда следует, что поверхность Fi является поверхностью 
ограниченной удельной кривизны. И так как она ^аведомо не 
является цилиндром (/ч— область на ней), то Fj. — гладкая 
поверхность. Поэтому поверхность /ч, как часть Fi, является 
гладкой вплоть до границы. Аналогичным рассуждением уста¬ 
навливается гладкость вплоть до границы поверхности F 2 : z = 
=г 2 (х, у). 

Рассмотрим разность 

u=Zi(x, y)—z 2 (x, у). 


В некоторой точке А области G или на ее границе функция и 
достигает максимума. Если точка А является внутренней точ¬ 
кой, то в ней, очевидно, du= 0 . 

Пусть точка А — на границе области G. Так как в точке А 
du= 0 в направлении края области G, то касательные к кри¬ 
вым, ограничивающим поверхности F і и F 2 , в точках, соответ¬ 
ствующих А, параллельны. А так как поверхности /ч и F 2 
имеют одно и то же условное сферическое изображение — вы¬ 
пуклую область, ограниченную кривой ф(р, < 7 )= 0 , то в этих 
точках касательные плоскости поверхностей Fi и F 2 параллель¬ 
ны и, следовательно, в точке А имеем pi=p 2 , qi—q 2 , т. е. du= 0. 
Таким образом, если точка А принадлежит границе области G, 
то в ней также du— 0 . 

Так как край области G имеет ограниченную удельную кри¬ 
визну, то независимо от того, будет ли точка А внутренней 
точкой области G или граничной точкой, существует круг, про¬ 
ходящий через точку А и целиком содержащийся в области G. 
По одной теореме А. Д. Александрова [9] решение и уравне¬ 
ния (*), достигающее максимума в точке границы круга, в ко¬ 
тором определено решение, и стационарное в этой точке, есть 
константа. Очевидно, если q> 2 >0, эта константа может быть 
только нулем. Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть Zi и г 2 — два решения уравнения 

rt-s? = <p 1 {x, у)у 2 (р, q), Фі > 0, Ф 2 >0, 

J J Ф х dx dy<oo,- 
ш 
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заданного во всей плоскости ху, причем бесконечные выпук¬ 
лые поверхности Fi. z=zy(x, у) и F 2 : z=z 2 (x, у) обращены вы¬ 
пуклостью в сторону z<0 и имеют одно и то же условное сфе¬ 
рическое изображение. Тогда решения Zi и г 2 отличаются на 
постоянную. 

Для доказательства этой теоремы мы воспользуемся прие¬ 
мом А. Д. Александрова, который применен в работе [6]. 

Не ограничивая общности, можно считать, что поверхности 
F 1 и F 2 пересекаются, так как вместе с решением z(x, у) любая 
функция z(x, у)+ const тоже будет решением. Далее, можно 
считать, что в некоторой общей точке А поверхностей Fy и F 2 
у них различные касательные плоскости, так как в противном 
случае dzi = dz 2 и, следовательно, Zy — z 2 =const. 

Пусть G — связная компонента множества точек плоскости 
ху, в которых Zi(x, y)<z 2 (x,y), содержащая на границе проек¬ 
цию точки А. Обозначим Fi и F 2 области на поверхностях Fy 
и F 2 соответственно, которые проектируются на плоскость ху 
в область G. 

Пусть Р 2 — произвольная точка поверхности F 2 . Касатель¬ 
ная плоскость в ней а 2 отсекает от^ поверхности Fi шапку. От¬ 
сюда следует, что на поверхности Fi найдется точка Ру с каса¬ 
тельной плоскостью а, параллельной а 2 . А это значит, что 
условное сферическое изображение a{F 2 ) поверхности F 2 содер¬ 
жится в условном сферическом изображении ©(/Д поверх¬ 
ности Fi. 

Проведем через точку А касательную плоскость а поверх¬ 
ности Р 2 . Она также отрезает шапку от поверхности Fi. От¬ 
сюда следует, что поверхность Ру имеет не только касатель¬ 
ную плоскость, параллельную а, но и касательные плоскости 
любых направлений, близких к а. Следовательно, образ точ¬ 
ки А при сферическом отображении поверхности F 2 является 
граничной точкой со (JF 2 ) и внутренней точкой со (^і) - Таким 
образом, со (.Fi) — со (Р 2 ) имеет положительную меру. 

Имеем 

I Ufär- J I *<*• I J шЬ- J J 

е>(Рг) 0 ш(Гі) 0 

Вычитая эти равенства почленно, получим 

Г Г d P d( i =о 

Ф 2ІР.Ч) ’ 

<o(F,)-e><F,) 

что невозможно, так как 1/ф 2 >0, а множество ©(.Fi) — с o(F 2 ) 
имеет положительную меру. Теорема доказана. 
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Заметим, что в этом доказательстве регулярность решения 
по существу не используется и оно проходит для условных ре' 
шений. Заметим также, что данный метод доказательства при¬ 
меним к теореме 1 для ф = фі(я, «/)фг(р, ?) и обобщенных ре¬ 
шений [19]. 

Построение замкнутой выпуклой поверхности с данной ус¬ 
ловной кривизной дает решение некоторого инвариантно задан¬ 
ного на сфере уравнения Монжа —Ампера (§ 4). Теорему 
единственности для этого уравнения мы сформулируем в гео¬ 
метрической форме. 

Теорема 4. Замкнутая выпуклая поверхность с заданной 
условной кривизной О определена однозначно с точностью до 
подобия относительно центра О, причем, если функция •&'(А, п) 
строго возрастающая при смещении точки А по лучу ОА, то 
поверхность определяется вполне однозначно. 

Доказательство. Пусть F t и F 2 — замкнутые выпук¬ 
лые поверхности с равными условными кривизнами на соответ¬ 
ствующих множествах. (Соответствие точек поверхностей F і и 
F 2 осуществляется проектированием из начала координат О.) 
Обозначим Лі(£) и A 2 (g) точки пересечения поверхностей /д и 
F 2 с произвольной полупрямой g, исходящей из О. Если по¬ 
верхности Fi и F 2 не совпадают, то функция (от g), равная 
|OAi(g) \/\OA 2 (g) |, достигает максимума k для некоторой полу¬ 
прямой go- Не ограничивая общности, можно считать, что k>\ 
(в противном случае можно было бы поменять ролями поверх¬ 
ности Fi и F 2 ). 

Подвергнем поверхность F 2 преобразованию подобия с коэф¬ 
фициентом подобия k и полученную поверхность обозначим 
р 2 . Поверхность Fi содержится внутри поверхности F 2r причем 
эти поверхности касаются в их общей точке А 0 на луче go. 

Введем прямоугольные декартовы координаты в простран¬ 
стве, приняв луч go за отрицательную полуось г. При этом 
в окрестности точки А 0 поверхность Fi удовлетворяет уравне¬ 
нию вида 

rt — s 2 = y(x, у, z, р, q), Ф>0, <p z >0, 
а поверхность Р 2 — неравенству 

r/-s 2 < Ф(*. у, г, р, q). 

Отсюда для разности u=Zi(x, у) — z 2 (x, у) функций Zi(x,y) и 
г 2 (х,у), задающих поверхности Fi и Р 2 в окрестности точки А 0 , 
получается неравенство 

Аи хх — 2 Ви ху + Си уу > фр«* + ф yUy + Ф г и. 

Так как в точке х=у= 0 имеем и=0, du=0ji и достигает макси¬ 
мума (поверхность F і содержится внутри Fz, причем в точке А 0 
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касается ее), то по теореме А. Д. Александрова [9] функция 
и==0 в окрестности х=у=0. А отсюда следует, что поверхности 
Fi и F 2 совпадают, т. е. поверхности Fi и F 2 подобны. 

Если функция Ф'(Л, п) строго монотонна при смещении точ¬ 
ки А по лучу ОА, то поверхности Fi и F 2 , будучи подобны, 
должны совпадать, так как в противном случае значения ус¬ 
ловных кривизн на соответствующих множествах заведомо раз¬ 
личны. Теорема доказана полностью. 

Замечание. В случае, если функция О' (А, л), задающая 
условную кривизну, не зависит от точки А, а зависит только от 
единичного вектора п, доказательство можно построить на тех 
же соображениях, что и доказательство теоремы 3, причем оно 
проходит для любой непрерывной функции Ь'(п ) без предполо¬ 
жения о регулярности поверхностей. В случае #'=1 такое до¬ 
казательство дано в работе А. Д. Александрова [6]. 

§ 5. О регулярном решении одной краевой задачи 
для уравнения rt — s 2 = ф (де, у, г, р, q) 
с регулярной правой частью 

В этом параграфе будет доказана следующая лемма. 

Лемма. Пусть в круге й: х 2 +у 2 < R 2 задано уравнение 
Монжа — Ампера 

rt — s 2 = q>(x, у, г, р, q) 


с достаточно регулярной правой частью <р, удовлетворяющей 
условиям : 1) <р>0, 2) q> z >0, 3) q>=const в г-окрестности 
окружности у круга G. Пусть h — достаточно регулярная функ¬ 
ция, заданная на окружности у и регулярно продолжаемая 
внутрь круга G выпуклой в сторону 2 <0 функцией, удовлетво¬ 
ряющей условию 

h xx hyy-h%> ф(дг, у, ш, h x , h y ), 

где m = шах h на у. 

Тогда существует регулярное решение уравнения rt — s 2 = ф 
в круге G, обращенное выпуклостью в сторону г <0 и прини¬ 
мающее на окружности у значения h. 

Эта лемма сама по себе мало интересна. Но она существен¬ 
но используется при доказательстве регулярности условных ре¬ 
шений в следующем параграфе. 

По теореме С. Н. Бернштейна [21] о разрешимости задачи 
Дирихле для нелинейных уравнений эллиптического типа и ее 
распространении на уравнения с регулярными коэффициентами 
(К. Миранда, [49]) для доказательства леммы достаточно уста¬ 
новить априорные оценки максимума модуля предполагаемого 


39 А. В. Погорелов 
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решения и его производных первых двух порядков. Получение 
таких оценок и составляет доказательство леммы. 

Так как решение z(x,y) обращено выпуклостью в сторону 
г<0, то максимум z достигается на окружности у. То же отно¬ 
сится и к функции h. Поэтому 

г max h=m. 

И оценка для решения z сверху тем самым получена. 

Для того чтобы оценить z(x, у) снизу, рассмотрим разность 
u=z-^h. Утверждается, что она неотрицательна в круге G. 
Действительно, для решения z 

rt-s 2 = <р(*, у, z, р, q), 

а для функции h 

h xx h yy — h\ y > Ф (х, у, ш, h x , h y ). 

Отсюда для функции ы= 2 — h получается неравенство 

Аи хх - 2Ви ху + Си уу <%и х + Ф д и у + ф г (2 - т), (*) 

где 

А = y ( Zyy + h yy ), В = y ( z X y + hyy), C = j (z xx + h xx ). 

Допустим, функция и принимает отрицательные значения. 
Тогда она достигает минимума внутри круга G (на окружности у 
и=0). В точке Р, где достигается этот минимум, du= 0, 0. 

Отсюда, так как форма А\ 2 — 2ßgr) + Cri 2 положительно опреде¬ 
ленная, в точке Р 

Аи хх — 2 Ви ху + Си уу ^ 0. 

Далее, так как z^tn и ф 2 >0, то в точке Р 

<Р Р и х + ф q u y + ф Z (z-m) = Ф г (2 - т)< 0. 

И мы получаем неравенство 

Аи хх - 2Ви ху + Сііуу > ф р и х + ф q u y + Ф г (2 - т), 

которое противоречит неравенству (*). Значит, в круге G 
г — А>0. Отсюда оценка для решения z(x, у) снизу: 

г^пііпЛ. 

о 

Оценим теперь первые производные решения z(x,y). Для 
этого достаточно оценить выражение p 2 +q 2 . Так как функция 
2 выпуклая, то тах(р 2 +< 7 2 ) достигается на окружности у кру¬ 
га G. Пусть М — произвольная точка окружности у. Оценим 
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p 2 +q 2 в этой точке. Введем в круге G полярные координаты 
р, #. Тогда на окружности у круга G 

р 2 + q 2 = zl + -jp- z#. 

Так как на окружности у имеем z = A, то слагаемое гЦя 2 в 
точке М оценивается через Л: 

ц 2 ^2 max h$. 

И нам остается оценить только |z p | в точке М. 

В силу выпуклости функции z в сторону z<0 

-Zp<-^(z(M)-z(M)), 

где М — точка окружности у, диаметрально противополож¬ 
ная М. Отсюда оценка для z p снизу: 

2 р ^ (min h — max h). 

Для того чтобы оценить г р сверху в точке М, заметим, что 
функция и равна нулю на окружности у (в частности, в точ¬ 
ке М), а в круге G всюду м>0. Отсюда в точке М 

— «р= — 2р + Л р >0, 

и мы получим оценку для z p сверху: 

Zp^maxAp. 

Таким образом, для решения z(x,y) установлено существо¬ 
вание априорных оценок максимума модуля решения и его про¬ 
изводных первого порядка. 

Перейдем в рассматриваемом уравнении к полярным коор¬ 
динатам р, О. Тогда получим 

z pp (^2 2 р) — ("jy Zpfl = ф. 

Так как первые производные решения оценены, то для оценки 
вторых производных г, s, t достаточно оценить z pp , Zpo, z fl9 . Сей¬ 
час мы получим такие оценки на окружности у круга G. 

Так как на окружности у имеем z=h, то оценка для z^ по¬ 
лучается тривиальным образом: 

fzeeKmaxlAeef. 

ѵ 


Оценим теперь производную z pe . 
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Дифференцируя уравнение для г по О и полагая 2 в = £, по* 
лучим 

£р Р [ji + i-Zp) - 2 (-i-Cpfl - ^ £e) (j z pfl + ^ z <>) + 

+ (j^ 0 + J ^p) z pp = ~Ж ф ' 

Обозначим поверхность, задаваемую уравнением z—t,{x,y) 
и проектирующуюся в кольцо (/? — е) 2 < х 2 +у 2 </? 2 . Пусть 
и Ye — ограничивающие ее кривые, причем — та из них, ко¬ 
торая проектируется в окружность у. Так как в кольце 
(R — е) 2 ^ х 2 + у 2 ^ R 2 по условию леммы ф = const, то из урав¬ 
нения для £ в кольце получается 

- & = £рр (£ Ем + 7^»)-(I U - £ ^) 2 < о. 

Следовательно, поверхность Fq имеет неположительную кри¬ 
визну. 

Построим конус V с краем уе и верщиной в точке 5(0,0, — N) 
оси 2 . Число N возьмем настолько большим, чтобы конус V был 
выпуклым и обращен выпуклостью в сторону г<0, а кривая ув 
была бы над конусом V. Такой конус строится без особого 
труда. Чтобы удовлетворить первому условию, надо взять 
точку 5 так, чтобы она была ниже любой из соприкасающихся 
плоскостей кривой y fl . Возможность удовлетворить второму 
условию гарантирована полученными выше оценками для пер¬ 
вых производных, а следовательно, и для £. 

Так как поверхность имеет неположительную кривизну и 
ее край у«+ув расположен над конусом V, то вся поверх¬ 
ность F^ расположена над конусом V. Пусть г=ѵ( р, ф) —урав¬ 
нение конуса V. Так как на окружности у разность £— и = 0, а в 
ее окрестности £ — ѵ 0, то 

-(5-о) р >0. 

Отсюда 

г р о = £р*Стах Dp. 

Не ограничивая общности, можно считать, что в точке, где 
достигается шах |г рв |, само 2 pfl >0 (этого всегда можно до¬ 
биться, изменяя направление отсчета углов #). Поэтому полу¬ 
ченную выше оценку для z ^ сверху можно считать оценкой по 
модулю. 

Переходим к оценке г рр . Не ограничивая общности, можно 
считать, что 2 рр достигает максимума в точке М (■& = ()). Как 
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видно из уравнения для z, для получения оценки z pp достаточно 
оценить снизу положительным числом выражение j z p . 

В цитированной выше работе С Н. Бернштейна показано, 
что существует решение 

z 0 = а п х 2 + 2 а п ху + а^у 2 + а х х + а 2 у + а 0 

уравнения 

rt — s 2 = k о = const > О, 


обращенное выпуклостью в сторону z<0, удовлетворяющее в 
точке Af(#=0) окружности у круга G условиям: 

1. z 0 — h, (z 0 ) fl = /Ц), (z,,)« = h m {г 0 ) ш = 

2. В точках окружности у, отличных от М, z 0 >h. 

3. В точке М 

j* (2 0 )ee + (z 0 )p > «о > 0. 


где а 0 — постоянная, зависящая только от k 0 и максимума мо¬ 
дулей производных h до четвертого порядка. 

Возьмем k 0 таким, чтобы для ( х , y)&G и для р, q, z в пре¬ 
делах полученных априорных оценок было 6 0 <ф- Тогда для 
функции u=z 0 — z получаем неравенство 


где 


Аи хх — 2 Ви ху + Си уу = k 0 — ф < 0, 

2 А = 2а 2 2 + 1, 2 В = 2а п + s, 2 С = 2 а п + г. 


Отсюда следует, что в круге G не существует точек, в которых 
d 2 «> 0. Поэтому функция и, будучи неотрицательной на окруж¬ 
ности круга G, должна быть неотрицательной и в самом круге. 

Так как в точке М и= 0, то в этой точке ы р =(г 0 — z) p 4*0, 
т. е. (zo) p -^ z p . А отсюда следует, что в точке М 

"р2 *~р ~р2 ( z o)*o И" ( z o)p ^ ®о 0 , 

что и позволяет оценить производную z pp в точке Af. 

Итак, существование априорных оценок вторых производ¬ 
ных решения на окружности у круга G доказано. 

Предполагая, что оценки модулей вторых производных г, s, і 
на окружности круга G получены, установим оценки для этих 
производных во всем круге G. Начнем с производной г. 

Так как решение обращено выпуклостью в сторону z<0, то 
г>0 и, следовательно, достаточно оценить максимум г. 

Рассмотрим вспомогательную функцию 

w = Ar, 
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где А, — некоторая ограниченная, положительная в замкнутом 
круге G функция, которую мы укажем позже. Функция до до¬ 
стигает максимума в замкнутом круге G. Если этот макси¬ 
мум до 0 достигается на окружности круга, то он оценивается 
с помощью известного максимума г на окружности, после чего 
получается оценка г во всем круге G: 


Пусть w достигает максимума в некоторой внутренней 
точке А круга G. Тогда в этой точке будем иметь 

w x = 0, w y = 0, 

откуда 



Соответственно получаем следующие выражения для вторых 
производных г в точке А: 



Дифференцируя рассматриваемое уравнение 
rt-s 2 = <f>(x, у, z, р, q) 


по х, получим 


rj — t x r — 2 ss x 


d(f 
dx ' 


С помощью этого равенства выражение r x t x — sl в точке А 
преобразуется к виду 




Дифференцируя теперь уравнение rt — s 2 = <f дважды по 
получим 

(r xx t - 2r xy s + r yy r) + 2 (r x t x -4 = 5- 


Подставляя сюда найденное выражение для r x t x — sl в точке Л, 
будем иметь 


С ( * ю " ~ 2sw *« + rw «^ + Xr Y UL - 2s 1т) х , + r I T)yy } + 
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Замечая, что 

преобразуем последнее равенство к виду 

1 , Л хх 2 Л ху Луу „ 2\ х d<f d 2 <p 

- 2 sw xy + rwyy) - —rt + —rs - r r 2 -^ . 

Заменяя в этом равенстве rt на ф + s 2 и замечая, что 
dty „ Л х d<p Л хх 1 d 2 ,, ч 

lF + 2 Xir + (p — = Т 

получаем 

{tw xx — 2sny w 4- rWyy) — A^s 2 + 2Я ЛГІ/ г5 — ЛууГ 2 = (Аф). 

Так как в точке А функция w достигает максимума, то 

tw xx — 2 sw X y + rwyy ^ О 


и, следовательно, 

d4hf) 


+ KxS 2 — %K y rs + ІууГ 2 < О, 


Возьмем теперь 


Тогда в точке А получим 

(а + 2а 2 * 2 ) s 2 + 4а 2 xyrs + (а + 2а 2 «/ 2 ) г 2 + 

+ (Ф р/ 2 + 2ф pq rs + ф 99 5 2 ) + ... < 0, (**) 

где не выписаны члены, содержащие г и s в первой степени. 
При достаточно большом а квадратичная форма (по г и s) 

(Ф да + а + 2а 2 * 2 ) s 2 + 2 (<р рд + 2а 2 *«/) rs + {%„ + а + 2а 2 «/ 2 ) г 2 

положительно определенная и, следовательно, г не может быть 
больше некоторого г 0 , определяемого неравенством (*). Отсюда 

ш 0 ^г 0 тахА 

а 


и, следовательно, во всем круге G 
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Оценка для производной t получается аналогично. После 
этого очевидным образом оценивается s, так как s 2 =rt — ср. 

Получив априорные оценки решения z(x, у) и его производ¬ 
ных первого и второго порядка, мы тем самым доказали лемму, 
сформулированную в начале параграфа. 

§ 6. Регулярность условных решений уравнения 
Монжа —Ампера rt — s 2 = (f( х, у, z, р, q) 
с регулярной правой частью 

В этом параграфе будет доказано, что если правая часть 
уравнения rt — s 2 =<p(jc, у, z, р, q) достаточно регулярна, то лю¬ 
бое условное решение этого уравнения является регулярным. 
Это позволяет применить теоремы § 3 при решении краевых за¬ 
дач для этого уравнения в классической постановке. 

Пусть е', в", ъ'", е — малые положительные числа, причем 

0<е'<е"<е"'<е; 

Я и (1 — две достаточно регулярные на отрезке (0, е) функции 
переменной р, удовлетворяющие условиям: 

Я = 1, р = О 

Я = 1, 0<р<1 
0<Я<1, р = 1 

Я = о, Р = 1 

Положим 

Ф = Я(р)<р + р(р), (Р = ( х - а у + (у-ь )2. 

Очевидно, 

О < ф<ф + 1, 4>г>0. 

Условимся говорить, что функция Л, заданная на окружно¬ 
сти (х — а) 2 +.(у — Ь) 2 =г 2 плоскости ху, принадлежит классу & л , 
если — R ■< h -< R и замкнутая кривая у. задаваемая этой функ¬ 
цией: 

z=h(x, у), (х — а) 2 +(у — Ь) 2 =е 2 , 

является краем некоторой выпуклой поверхности, обращенной 
выпуклостью в сторону 2 < 0 , с условным сферическим изобра¬ 
жением внутри круга p 2 +q 2 R 2 плоскости pq. 

Лемма. Пусть в некоторой области плоскости ху задано 
уравнение Монжа —Ампера rt — s 2 = ф(х, у, z, р, q) с доста¬ 
точно регулярной правой частью, удовлетворяющей условиям 
Ф>0, ф 2 >0; (а, Ь)—произвольная точка этой области. Тогда 
при достаточно малом е в круге G„: (х — а) 2 + (у — Ь) 2 < е 2 


при 0 ^ р < е' 
при е'^р^е", 
при е" ^ р ^ г'", 
при е'" < р ^ е. 
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существует регулярное решение уравнения rt — s 2 =<p, обращен¬ 
ное выпуклостью в сторону z< 0 и принимающее значения h на 
окружности круга G e , какова бы ни была функция h из Й л и 
каковы бы ни были числа в', в", в'" и функции X, ц, определяю¬ 
щие ср. 

Доказательство. Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что точка (а, Ь) является началом координат. Пусть 
z=z 0 (jc, у) — та выпуклая поверхность, которая обращена вы¬ 
пуклостью в сторону z<0, имеет краем кривую у, задаваемую 
функцией /г, и условное сферическое изображение, содержа¬ 
щееся в круге (o R : p 2 +q 2 < R 2 . Положим 

z = z° + —(х 2 + у 2 - е 2 ) (* 2 +г/ 2 <е 2 ). 

Уравнением z=z( х, у) задается некоторая выпуклая поверх¬ 
ность с краем у; и если е достаточно мало, то ее условное сфе¬ 
рическое изображение содержится в круге согн- 

Имеем 

rt-?-(rA-*8 + 7i( f .+«+7- 

Так как r Q t 0 — s§>0, г 0 -И 0 >0, то 

Возьмем е настолько малым, чтобы условное сферическое 
изображение поверхности z=z(x, у) содержалось в круге согн и 
чтобы при х 2 +у 2 К е*, p 2 +q 2 было 

ф(*> у, R, р, 9)<|-. 

Такое е можно выбрать независимо от чисел е', е", в'" и функ¬ 
ций X и р, так как 

ф<ф + 1. 

Пусть теперь г{х, у)-— решение уравнения rt — s 2 = ф в 
круге G e , обращенное выпуклостью в сторону z<0, принимаю¬ 
щее на окружности круга значения h. Мы утверждаем, что 
функция u=z(x, у) — z (х, у), равная нулю на окружности 
круга G e , неотрицательна в самом круге. 

Действительно, допустим, и принимает в круге отрицатель¬ 
ные значения. Тогда она достигает в некоторой точке Р круга 
минимума. В этой точке du= 0 и, следовательно, р—р, q=q, от¬ 
куда, так как p 2 +q 2 <4R 2 , в точке Р получаем 

Ф(х, у, R, р, q)<\ < rt-7 2 . 
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Дальше, как и в доказательстве леммы § 5, для функции и полу¬ 
чаем неравенство 

Аи хх — 2 Ви хи + Си уу < ф р и х + ф q u y + ф г (г — R), 

которое невозможно, так как в точке Р имеем Аи хх — 2 Ви ху + 
+ См та >0, и х = и у =0 , а ф 2 (г — R)*C0, и, таким образом, прихо¬ 
дим к противоречию. Итак, функция z —z неотрицательна в 
круге G. 

Теперь, рассуждая, как и в доказательстве леммы § 5, по¬ 
следовательно заключаем о существовании априорных оценок 
решения z(x, у) и его производных первого и второго порядков. 
Получив такие оценки, заключаем о существовании решения на 
основе теоремы С. Н. Бернштейна. Лемма доказана. 

Обозначим z 8 ' ( х, у) решение г(х, у) в круге х 2 + «/ 2 -<е' 2 . 
Так как в этом круге ф = ф, то г е > является решением исходного 
уравнения rt — s 2 = <р. Априорные оценки для первых производ¬ 
ных решения z(x, у) определяются функцией І(х, у), не завися¬ 
щей от г', е", г'", X, р.. Поэтому граничные значения h' реше¬ 
ния z ? ' при е' —► е сходятся к h. 

Пусть в области G плоскости ху имеем какое-нибудь услов¬ 
ное решение z(x , у) уравнения 

rt — $ 2 =ф(х, у, z, р, q) 

с достаточно регулярной правой частью <р, удовлетворяющей 
условиям: ф>0, ф г >0. Пусть это решение обращено выпук¬ 
лостью в сторону z<0. 

Построим достаточно регулярную выпуклую функцию h(x,y), 
близкую І(х, у). При достаточно малом е в круге G e : (х — а) 2 + 
+ (у — Ь) 2 ^.& 2 , содержащемся в G, существует регулярное ре¬ 
шение z(x, у) уравнения rt — s 2 =<p, обращенное выпуклостью 
в сторону г<0 и принимающее на границе этого круга значения, 
сколь угодно близкие к h. При достаточной близости h к z 
можно считать, что е не зависит от выбора h. 

Сейчас мы докажем, что при h-*z функция z(x, у) также 
сходится к z(x, у) в круге G e . Допустим, это неверно. Тогда, не 
ограничивая общности, можно считать, что для некоторой функ¬ 
ции h(x, у), близкой к z(x, у), функция ы(х, у) =z(x, y)—z(x, у) 
достигает максимума m внутри круга G e , в то время как на 
границе круга и<пг. 

Введем вспомогательную функцию w равенством u = 6w, 
где 6 — 1 — ое** — ае к У. При достаточно малом о и фиксирован¬ 
ном X она тоже достигает максимума строго внутри круга G e . 
Обозначим М множество тех точек круга G e , где этот максимум 
достигается, и пусть М' обозначает е'-окрестность множества М■ 
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При достаточно малом е' величины р — р и q — q в М' сколь 
угодно малы. 

Пусть М" — подмножество М', в котором существует dH, 
a d 2 w ^ 0. В каждой точке РеЛ4" 

d 2 u=w d 2 b+2db dw+öd 2 w<0, 

если достаточно мало е'. Отсюда заключаем, что в М" будет 
d 2 z<d 2 z и, следовательно, в силу ограниченности ft — s 2 произ¬ 
водные г, t и s в М" равномерно ограничены. 

Функция и(х, у) почти всюду в G e удовлетворяет уравне¬ 
нию 

Аи хх - 2Ви ху + Си уу = Ф р и х + %и у + Ф г и, 
где 

A=±{t+7), ß=y(s+s), C = j(r+r), 

а производные ф р , ф, и ф 2 взяты для некоторых средних зна¬ 
чений аргументов р, q, г и являются ограниченными функция¬ 
ми в М'. 

Подставляя в уравнение для и ее выражение через до, по¬ 
лучим 

до {АЬ ХХ - 2ВЬ ху + СЬ уу ) + 2 (Ab x w x - В {b x w y + w x b y ) + Cb y w y ) + 

+ б (Aw xx - 2Bw xy + Cw yy ) = 

= ДО (фрб* + ф^) + б (ф p W x + %w y ) + бдоф г . 

Распорядимся теперь выбором параметров Я, о, е следующим 
образом. Число Я возьмем настолько большим, чтобы первый 
член левой части равенства был в М" значительно больше по 
абсолютной величине, чем первый член правой части. Это воз¬ 
можно, так как форма d 2 z строго положительная. Далее возь¬ 
мем а и е настолько малыми, чтобы первый член левой части 
был в М" значительно больше по абсолютной величине второго 
члена левой части и второго члена правой части равенства. Это 
возможно благодаря равномерной ограниченности А, В, С и 
Фр, ф д в М". При этом можно считать, что первое условие не 
нарушается. 

Возьмем теперь в М" произвольную точку Р, если М" не 
пусто. Из-за указанного выбора чисел Я, <т и е' в точке Р левая 
часть равенства меньше правой. И мы приходим к противоре¬ 
чию. Остается предположить, что множество М" пусто. 

Построим выпуклую оболочку множества тех точек поверх¬ 
ности 2 =до(х, у), которые проектируются в М'. Пусть Ф' — та 
ее часть, которая обращена выпуклостью в сторону z>0, и 
Ф" — множество тех ее точек, которые принадлежат поверхно¬ 
сти 2 =до. Ф" — замкнутое множество. Оно имеет меру нуль, так 



620 Гл. VIII. Геометрическая теория уравнений Монжа — Ампера 


как М" пусто, но его условное сферическое изображение имеет 
положительную меру. 

Возьмем теперь близкую к z регулярную функцию 2. По¬ 
строим далее функцию w = -g- (z — г), поверхность Ф' и множе¬ 
ство <Ѣ" на ней подобно тому, как в случае функции I. При до¬ 
статочной близости 2 к г множество Ф" попадает в сколь угодно 
малую окрестность Ф", а следовательно, имеет сколь угодно 
малую меру. Однако при этом 


J J К А* “ <«) dx а У > Е о > °- 

(ф") 

При малом е' и достаточной близости z к I 

d 2 w = wd 2 б + 2 dw db + bd 2 w > bd 2 w. 

Отсюда 

U xx U yy — u ly > 02 К x W yy ~ W ly )• 

И, следовательно, 

Нж (“A “ <y) dx а У> & о > °- 
<$") 

Ho 

u xx u yu - u\ y < (rt s 2 ) + (77- s 2 ). 

Поэтому 

J J (rt- s 2 ) dxdy + J J (rt- s 2 ) dx dy>e 0 > 0. 

(ф*) (Ф*) 


Так как поверхности z—z(x, у) и z=z(x, у) суть поверхности 
ограниченной удельной кривизны, а множество Ф" принадле¬ 
жит сколь угодно малой окрестности замкнутого множества Ф" 
нулевой меры, то при достаточной близости г к 2 каждый из 
интегралов 

J j (rt — s 2 )dxdy и J J (rt — s 2 )dxdy 

(Ф") <Ф") 


сколь угодно мал. И мы приходим к противоречию, так как 
сумма этих интегралов больше е 0 >0. Итак, при h—*z регуляр¬ 
ное решение z(x, у) в круге G e сходится к условному реше¬ 
нию 2(х, у). 

Покажем теперь, что для вторых производных решения г, 
сходящегося к z при h— *2, на замкнутом множестве Н вну¬ 
тренних точек круга G e можно указать оценки, равномерные 
относительно предельного перехода z—*z. 
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Пусть Р — произвольная точка множества Н и Р' — точка 
поверхности F : z=z(x, у), которая проектируется в Р. Сме¬ 
стим касательную плоскость в точке Р' поверхности F в напра¬ 
влении z>0 на расстояние бо^-О. Пусть 

z=z 0 (x, у) 

— уравнение плоскости в этом положении. Так как поверхность 
F: z=z(x, у) строго выпукла, то при достаточной близости F 
к F и малом бо плоскость z=z 0 (x, у) не пересекает края поверх¬ 
ности F, какова бы ни была точка Р множества Н. 

Обозначим Ор множество тех точек круга G e , в которых 
z 0 >z. Оно расположено строго внутри круга G e , и на его гра¬ 
нице z 0 =z. 

Рассмотрим в области G P функцию w точки и направления 
в ней ( t ) 

ay (<) =6n(z,)z w> 

где ö=z 0 — z, a n(z t ) — некоторая положительная ограничен¬ 
ная функция, которая будет указана Позже. Очевидно, функ¬ 
ция w ( t) достигает абсолютного максимума в некоторой точке Р 0 
области Gp для некоторого направления t 0 в этой точке. Возь¬ 
мем это направление за направление оси х. Очевидно, функ¬ 
ция 

w = b\x{p)r 

тоже достигает абсолютного максимума в точке Р 0 . 

Оценим производную s в точке Р 0 череэ производную г. Так 
как функция от ft 

6ц (р cos ü + q sin ft) (r cos 2 ft + 2s sin ft cos ft + / sin 2 ft) 

достигает максимума при ft=0, то ее производная по ft при ft = 0 
равна нулю. Отсюда получается 

ц'(р)<7г = 2ці 


И, следовательно,в точке Р 0 

Если обозначить бц=Я, то, как показано в § 5, в точке Ро 
имеет место неравенство 

Я ж ,$ 2 - 2 k xy rs + \ у г 2 + (Щ хх < О, 

где индексами указано полное дифференцирование по соответ- 
ствующим переменным сложных функций. 
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Если в это неравенство подставить Я=6р, то после упро- 
щений, которые оказываются возможными благодаря тому, что 
в точке Р 0 w x = 0, w y = 0, оно принимает следующий вид: 

бр"г 2 + 6р (ф рр Г 2 + 2фр /S + Ф g q S 2 ) + (•) < О, 

где (*) обозначает линейное выражение относительно г и s 
с ограниченными коэффициентами, зависящими от функций 6. 
р, Ф и их производных. 

Так как в точке Р 0 по доказанному s = \i'qr/ 2р, то 

бр"г 2 + брг 2 ( Фрр + 2<p pq q (£) + % q q 2 (^) 2 ) + (•)< 0. 

Умножая это неравенство на бр 2 и вводя w = брг, получим 

Р"® 2 + {у РР + 2ф M q (у) + %„q 2 (^-) 2 ) + (•) < 0, 

где (*) линейно относительно до. 

Так как поверхность Р_гладкая и строго выпуклая, то при 
достаточной близости F к F .условное сферическое изображение 
области F P поверхности F, которая проектируется в G P , будет 
иметь сколь угодно малый диаметр при достаточно малом б 0 , 
причем это свойство равномерно относительно сходимости F 
к F (т. е. сходимости z кг). 

Если диаметр условного сферического изображения F P мал, 
то можно выбрать такие постоянные х и хо, что в G P будет 

-^!<xp+x,<jr. 


причем хи п можно считать сколь угодно большими. 
Возьмем теперь функцию р(р) вида 

р(р) = — 1п(хр + х 0 ). 

Тогда 

р" > х 2 е 2ге , л < р < л + 1, |р' I < хе л+1 . 


Отсюда следует, что если хил достаточно велики, полученное 
выше неравенство для п невозможно при больших до. Таким об¬ 
разом, в G P функция до не превосходит некоторого w P . И мы по¬ 
лучаем оценки для г, s, t в точке Р: 




1^1 W P ^ W P 
2öoPMp) ’ ^ (?) * 


Итак, при достаточной близости z кг для вторых производ¬ 
ных z(x, у) на замкнутом множестве Я внутренних точек 
круга G e можно указать оценки модулей, равномерные относи¬ 
тельно сходимости z кг. 
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Теперь, когда получены оценки для вторых производных ре¬ 
шения z(x, у), то из общей теоремы § 11 гл. II, относящейся к 
любому уравнению эллиптического типа, можно заключить 
о существовании априорных оценок для третьих и четвертых 
производных решения z(x, у). Отсюда следует, что условное ре¬ 
шение г, как предел регулярных решений z( х, у) в круге G e , 
будет по крайней мере трижды дифференцируемым и его третьи 
производные удовлетворяют условию Липшица. О дальнейшей 
регулярности решения z можно заключить на основании тео¬ 
ремы о регулярности решений уравнений эллиптического типа 
с регулярными коэффициентами. 

Теорема. Всякое условное решение уравнения 

rt-s 2 = <f>(x, у, г, р, q), Ф > О, Ф*>0, 

где ф есть k раз дифференцируемая функция (k^ -З), является 
по крайней мере (£ + 1) раз дифференцируемым. 

Если функция ф аналитическая, то решение аналитическое. 

Эта теорема была доказана автором [65] для ф=ф(х, у), и 
впоследствии И. Я. Бакельманом [19] для ф=фі(х, г/)ф 2 (р, q) 
при условии ^ 2 фг> с (dp 2 +dq 2 ), с> 0. 

Общий случай был рассмотрен автором в работе [66]. 

§ 7. Сильно эллиптические уравнения 
Монжа — Ампера 

Общее уравнение Монжа — Ампера 

rt — s 2 =ar+2bs J rct+<p 

называется сильно эллиптическим, если ф>0 и форма 
а| 2 + 2Ь\т\ + сѵ? 

неотрицательная. В этом параграфе будет доказано существо¬ 
вание условных решений такого уравнения. 

Пусть F: z=z(x, у) —выпуклая поверхность, однозначно 
проектирующаяся на плоскость ху, а(х, у, z, р, q) —произволь¬ 
ная непрерывная функция координат точки поверхности х, у, z 
и угловых коэффициентов р, q ее опорной плоскости в этой 
точке. 

Введем на плоскости ху новую систему декартовых коорди¬ 
нат х, у и преобразуем функцию а к новым переменным х, у, г, 
р, q. Интеграл Лебега — Стильтьеса 

Іг (Я) = J J а dp dy, 

Ш) 
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а также сумму таких интегралов, отвечающих различным функ¬ 
циям а и различным выборам системы координат х, у, мы бу¬ 
дем называть условной средней кривизной. 

Определяемая таким образом условная средняя кривизна 
поверхности представляет собой вполне аддитивную функцию 
на кольце борелевских множеств. 

Пусть последовательность выпуклых поверхностей F n \ г— 
= 2 „ (х, у) сходится к выпуклой поверхности F. Тогда условные 
средние кривизны F n слабо сходятся к условной средней кри¬ 
визне F, т. е. для любой нейрерывной функции f, равной нулю в 
окрестности края F, 



Чтобы доказать это свойство условной средней кривизны, 
достаточно установить, что для любого замкнутого множества Я 
на плоскости ху 

lim МЯ)<А(Я), 

F„-*F 

а для любого открытого множества Я 

Umh n {H)>h(H), 

р п -*р 

где условные кривизны h и А„ поверхностей F и F n берутся на 
тех же множествах, которые проектируются в множество Я на 
плоскость ху. Оба эти свойства доказываются аналогично. Мы 
ограничимся доказательством первого из них. 

Не ограничивая общности, можно считать, что система ко¬ 
ординат ху совпадает с ху, а условная средняя кривизна опре¬ 
деляется одним членом — 

А= J j а (х, у, z, р, q) dp dy. 

Установим соответствие между точками двух плоскостей ху 
и ур. Именно, точке (х, у) мы сопоставим все точки (у, р), 
у которых р является угловым коэффициентом Опорной плоско¬ 
сти в точке (х, у, г(х, у)) поверхности F. Такое отображение мы 
будем называть условным полусферическим отображением. 

Пусть Я* — образ замкнутого множества Я при полусфери¬ 
ческом отображении поверхности F, а Я£ — множество тех точек 
плоскости ур, каждая из которых имеет по крайней мере два 
прообраза на плоскости ху, удаленных друг от друга на рас¬ 
стояние, не меньшее б. Множество Яд состоит из образов тех 
точек, которые проектируются на прямолинейные отрезки по- 
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верхности F, параллельные плоскости у = 0, с длиной проекции 
на плоскость ху, не меньшей ö. Множество Н\ есть замкнутое 
множество меры нуль, так как на каждой прямой у = const не 
более чем счетное множество точек Н* ь . Заключим множество 
Н\ в некоторое открытое множество меры меньше е, которое 
обозначим через Н* ь е . 

Условимся писать Асж В, если величина В при некотором 
условии сколь угодно близка к А. Тогда при достаточно ма¬ 
лом е 

Л(Я)^ J J adpdy, (*) 

«Че 

К{Н)сж J J a n dpdy, 

К~ н б, в 

где Нп— образ Я„ при отображении (ху)-+(ру) с помощью 
поверхности F n . 

Так как множество Я замкнутое, то Я* тоже замкнутое мно¬ 
жество. При достаточной близости поверхности F n к F множе¬ 
ство Нп содержится в сколь угодно малой окрестности множе¬ 
ства Н*. Поэтому мера множества Я„ — Я сколь угодно мала, 
если велико п, т. е. если поверхность F n достаточно близка к F. 

Покажем, наконец, что а п как функции р, у сходятся по 
мере к функции а при п-*оо. В самом деле, на множестве 
Я — Яб, е при достаточно большом п, т. е. при достаточной бли¬ 
зости F n к F, |а„ — а | сколь угодно мало вместе с б в силу не¬ 
прерывности функции а по переменным х, у , г, р, q, а множе¬ 
ство Яб, е имеет меру, меньшую е. 

Принимая теперь во внимание соотношение (*), заключаем, 
что 

lim МЯ)<А(Я). 

Соответствующее неравенство в случае открытого множества 
устанавливается с помощью аналогичного построения. Итак, 
условная средняя кривизна поверхности F n слабо сходится 
к условной средней кривизне поверхности F. 

Пусть последовательность выпуклых поверхностей F n схо¬ 
дится к выпуклой поверхности F, а их условные средние кри¬ 
визны слабо сходятся к вполне аддитивной функции h. Тогда И 
есть условная средняя кривизна поверхности F. Это следует из 
того, что последовательность вполне аддитивных функций мно¬ 
жеств не может иметь два различных предела в смысле слабой 
сходимости. 


40 А. В. Погорелое 
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Для того чтобы отличать условную кривизну поверхности, 
с которой мы имели дело до настоящего параграфа, от услов¬ 
ной средней кривизны, мы будем называть ее в дальнейшем 
условной полной кривизной. Кроме того, условную площадь по¬ 
верхности мы будем относить не к условному сферическому 
изображению, как это делали до сих пор, а к проекции поверх¬ 
ности на плоскость ху, и определяем ее по формуле 

о(Я) = J J <р(х, у, z, р, q)dxdy , 
н 

где ер — любая непрерывная положительная функция. 

Условная площадь, очевидно, представляет собой вполне 
аддитивную функцию на кольце борелевских множеств. Оче¬ 
видно также, что если выпуклые поверхности F n сходятся к вы¬ 
пуклой поверхности F, то их условные площади слабо сходятся 
к условной площади F. 

Пусть G — выпуклая область в плоскости ху, ®'(р, q), 
ф(х, у, г, р, q) — непрерывные положительные функции для 
(ж, у) из G и для любых значений переменных z, р, q. Пусть 
йі(х, у, z, р, q) —конечная система непрерывных функций, за¬ 
данных в той же области изменения переменных, и хи уі — со¬ 
ответствующие им декартовы системы координат. 

Мы будем рассматривать выпуклые поверхности F, одно¬ 
значно проектирующиеся на область G (поверхности открытые, 
без края), обращенные выпуклостью в сторону z< 0 и располо¬ 
женные ниже плоскости z=z 0 . Этот класс поверхностей обозна¬ 
чим Q. 

Для поверхностей класса Q мы определяем условную пло¬ 
щадь о с помощью функции ф, условную полную кривизну О 
с помощью функции д' и условную среднюю кривизну h с по¬ 
мощью функций а { и координатных систем x it 

Теорема 1. Пусть для каждой выпуклой поверхности 
класса Q условная средняя кривизна h неотрицательна *) и вы¬ 
полняется условие 

h(G) + o(G)<c < j j W{p, q)dpdq. (**) 

(Р<7) 

Тогда в классе Q существует такая выпуклая поверхность, 
для которой на любом борелевском множестве Н 

О(Я)-А(Я) + 0(Я). 

Доказательство. Обозначим F класс поверхностей, со¬ 
держащий поверхность Fc=Q и все поверхности, которые полу- 


*) h ^ 0, если все а, ^ 0, но не только в этом случае. 




§ 7. Сильно эллиптические уравнения Монжа —Ампера 627 

чаются из нее сдвигом в направлении оси z^ Множество опре¬ 
деляемых таким образом классов обозначим й. 

Пусть Fi и F 2 — классы, определяемые_ поверхностями z= 
= 2 і(х, у) и z=z 2 (x, I /); тогда класс XFi + \*.F 2 , Я, и р>0, опреде¬ 
ляется поверхностью z=ÄZi(jc, у) + pz 2 (x, у). 

Чтобы определить расстояние между классами Fi и F 2 , мы 
берем в каждом из них поверхность, упирающуюся краем в 
плоскость z=Zo. Если эти поверхности задаются функциями 
Zi(x, у) и z 2 (x, у), то по определению 

Р(^і. Ё 2 ) = шах| z x {х, у) z 2 (х, у)\Ь{х, у), 
о 

где Ö (х, у ) — расстояние точки (х, у) _от границы области G. 
В дальнейшем в обозначении класса (/') мы будем указывать 
ту поверхность (F), которая упирается краем в плоскость _z=z 0 . 

Определим теперь оператор А на множестве классов й сле¬ 
дующим образом. Построим выпуклую поверхность Ф, обра¬ 
щенную выпуклостью в сторону z< 0, с условной полной кри¬ 
визной ft®, равной h F +o F , с краем не выше плоскости z=z 0 , 
расположенную над любой другой такой поверхностью. Суще¬ 
ствование поверхности Ф обеспечено условием (**) (теорема 2а 
§ 4). Она единственная и упирается краем в плоскость z=z 0 . 
Положим теперь 

Л(І?)=Ф. 

Оператор А непрерывен. В самом _деле, при F n -*F 
hp + 0 / 1 слабо сходится к h F +o F . Пусть Ф п =А(Р п )- Последо¬ 
вательность Ф„ ограничена (это обеспечено условием (**)). 
Поэтому из Ф„ можно выделить сходящуюся подпоследователь¬ 
ность. Так как условные полные кривизны Ф„ слабо сходятся 
к h F +a F , то предельная поверхность Ф имеет условную полную 
кривизну, равную h F +o F . И, следовательно, по теореме един¬ 
ственности Ф=А(¥). 

Множество А(й) ограничено. Возьмем любое замкнутое 
ограниченное множество й в й, содержащее А(й). Покажем, 
что Л(й) компактно. Действительно, пусть A(Fh) —бесконеч¬ 
ная последовательность в Л(й). Из последовательности поверх¬ 
ностей F n можно выделить подпоследовательность, сходящуюся 
к некоторой поверхности F. В силу замкнутости Й поверхность 
F<=. й. А по доказанному выше А ( F h ) —>A(F). Отсюда заклю¬ 
чаем о компактности А (й). 

Пусть все поверхности F, задающие классы А(й), располо¬ 
жены над плоскостью z=£i. Возьмем в качестве й совокуп¬ 
ность всех тех классов й, которые содержат поверхности, 


40* 



Гл. VIII. Геометрическая теория уравнений Монжа — Ампера 


расположенные между плоскостями z=z 0 и z=Zi. Множество й 
выпукло и замкнуто. 

По теореме Шаудера о существовании неподвижной точки 
при отображении выпуклого множества линейного нормирован¬ 
ного пространства в свою компактную часть, существует в й 
такой элемент F, что A(F)=F. Это значит, существует в й та¬ 
кая поверхность F , что 

Ир = hp -f- Ор. 

Теорема доказана. Эта теорема в другой форме и при других 
предположениях доказана И. Я. Бакельманом [19]. 

Пусть в выпуклой области G плоскости ху рассматривается 
сильно эллиптическое уравнение Монжа — Ампера 

И' ( rt — s 2 ) = ar + 2bs + ct + ф, (***) 

где И' зависит только от р и q, а остальные коэффициенты — от 
пяти переменных х, у, z, р, q. Все коэффициенты предпола¬ 
гаются непрерывными. 

Введем условную среднюю кривизну А, определяемую как 
сумма четырех функций hi. Именно: 

Aj = J J а dp dy, h 2 = j j cdq dx, 

h 3 = j j bdpdy, h 4 = — j j bdq dx, 

где x и у связаны с х и у равенствами 

^ = {х + у)> У = уъ(*-У)' 

Легко проверить, что определяемая таким образом условная 
средняя кривизна в случае регулярной поверхности равна 

J j (ar + 2bs + ct) dx dy, 

и, следовательно, в силу неотрицательности формы 
аі 2 + 2 Ыг) + сл 2 

неотрицательна для любой выпуклой поверхности z=z( х, у), 
обращенной выпуклостью в сторону z<0. Так как общую вы¬ 
пуклую поверхность можно представить как предел регулярных, 
то, в силу свойства слабой сходимости условных средних кри¬ 
визн, и для произвольной выпуклой поверхности А > 0 на лю¬ 
бом борелевском множестве Я. 

Пусть условная полная кривизна 0 определяется функ¬ 
цией ■0', а условная площадь а —функцией ср. Тогда под услов- 
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ным решением сильно эллиптического уравнения Монжа — Ам¬ 
пера (***) в области G мы будем понимать такую выпуклую 
функцию, которая задает выпуклую поверхность F, обращен¬ 
ную выпуклостью в сторону 2<0 и удовлетворяющую условию 

$р = hp + Ор. 

Для того чтобы получить теорему существования условного 
решения, достаточно подчинить коэффициенты уравнения (*»*) 
таким требованиям, при которых условия теоремы 1 заведомо 
выполняются. 

Положим 

а(р, у)— max а(х, у, z, р, q), 

(<?. х, г ) 

c(q, х) = max с(х, у, z, р, q), 

(Р. У, г) 

V (р, у) = max I Ь (.х, у, z, р, q) |, 

(<?. X, г) 

b"(q, х)= max | Ь(х, у, г, р, < 7 ) |, 

(р. У. х) 

Ф(х, у)= max <р(х, у, z, р, q), 

(Р. Я. z) 

где максимум берется по х, у, х, у в G, а по р, q, р, q в предв’ 
лах — оо, + оо при 2 < — N. 

Теорема 2. Сильно эллиптическое уравнение 
<К ( rt — s 2 ) = ar + 2 bs + ct + ф 

в выпуклой области G имеет условное решение, если его коэф¬ 
фициенты удовлетворяют условию 

J J & dpdq > J J* adpdy+ J J cdqdx-V 

(P<?) (РУ) (qx) 

+ J J b'dpdy+ J J b"dqdx + J J Ф dxdy, 

(py) (<jx) ° 

где интегрирование no p, q, p, q в пределах — oo, +'oo, a no x, y, 
x,y — в пределах, определяемых областью G. 

Теорема 2а. Сильно эллиптическое уравнение 
rt — s 2 = аг + 2 bs + ct + ф 

в выпуклой области G имеет условное решение, если его коэф¬ 
фициенты удовлетворяют условию 

а, I Ь\, с, Ф<Л(р, q)li(z), 


где ц(г) -т* 0 при z 
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Для доказательства теоремы 2а достаточно разделить урав¬ 
нение на A,(l +p 2 +q 2 ) и воспользоваться теоремой 2 . 

Теорема 26. Если коэффициенты сильно эллиптического 
уравнения Монжа — Ампера 

rt — s 2 = ar + 2 bs + ct + ф 

ограничены , то условное решение существует в любой выпук¬ 
лой области G. 

Теорема 2в. Если коэффициенты сильно эллиптического 
уравнения 

rt — s 1 = аг + 2 bs + ct + ф 

при (х — а) 2 + (у — ß) 2 ^e 2 и z^.N удовлетворяют условию 
а , I & I, с, 4><:f(p, q)< оо, 

то в каждой достаточно малой выпуклой области G круга 
(х — а) 2 + (у — ß ) 2 < е 2 существует условное решение уравне¬ 
ния. 

Для доказательства теоремы 2в надо разделить уравнение на 

(!+/(/>. Я))(1 +P 2 + q 2 ), 

а затем воспользоваться теоремой 2 . 

Теорема 2г. Если при p 2 +q 2 -*o о и z<N коэффициенты 
сильно эллиптического уравнения Монжа — Ампера 

(rt — s 2 ) = аг + 2 bs + ct + <p 

удовлетворяют условиям 

У > а, I 6 I, с < —===■, 4><N, 

P 2 + q 2 У Р 2 + q 2 

то в выпуклой области G диаметра D < существует услов¬ 
ное решение этого уравнения. 

Для доказательства надо разделить уравнение на (1 +p 2 +q 2 ) a 
при достаточно малом а и воспользоваться теоремой 2 . 

§ 8. Первая краевая задача 

для условных решений сильно эллиптических 

уравнений Монжа — Ампера 

Так же, как и в случае простейшего уравнения Монжа — 
Ампера rt — s 2 = ср в § 3, для сильно эллиптического уравнения 
можно рассматривать две краевые задачи. 

Первая краевая задача состоит в построении условного ре¬ 
шения уравнения в заданной области G, совпадающего с задан- 
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Г- 


ной непрерывной функцией на границе G. В этом параграфе мы 
найдем условия разрешимости этой краевой задачи и рассмо¬ 
трим вопрос об единственности решения. 

Пусть в выпуклой области G плоскости ху задано сильно 
эллиптическое уравнение Монжа — Ампера 

<К ( rt — s 2 ) = аг + 2 bs + ct + <p, (р, q), 

и ф — заданная непрерывная функция на границе G. Задача со¬ 
стоит в том, чтобы построить условное решение z(x, у) этого 
уравнения в области G, принимающее на границе области зна¬ 
чения ф. 

Решение этой задачи мы также получим с помощью теоремы 
Шаудера о существовании неподвижной точки. В связи с этим 
здесь изложение будет менее подробно, чем в предыдущем па¬ 
раграфе. 

Обозначим у кривую, которая проектируется на край обла¬ 
сти G и задается функцией ф — граничными значениями реше¬ 
ния. Рассмотрим все выпуклые поверхности z=z(x, у), кото¬ 
рые обращены выпуклостью в сторону z< О, проектируются на 
область G и имеют краем кривую у. Совокупность таких по¬ 
верхностей обозначим Q. 

Будем определять условную среднюю и полную кривизны, 
а также условную площадь с помощью коэффициентов задан¬ 
ного уравнения, как и в предыдущем параграфе. 

Возьмем произвольную поверхность F из Q и с помощью 
вполне аддитивной функции h F +a F построим выпуклую поверх¬ 
ность A(F) из Q с условной полной кривизной ф, равной h F +o F . 
Это построение мы себе представляем с помощью конструкции, 
описанной в § 2. Там такая поверхность получается как предел 
выпуклых многогранников Р, у которых ограничивающие их 
ломаные у р сходятся к у. 

При таком способе построения поверхности A(F) прежде 
всего надо обеспечить возможность построения многогранни¬ 
ков Р. А для этого достаточно выполнения неравенства 

J J Wdpdq>h P {G) + o P (G). 

С PQ ) 


а (р, у) = таха(х, у, z, р, q), 

( qxz ) 


Ь'(р, у) = max I b (x, y, z, p, <7)1, 

(qxz) 


<p(x, y) = maxq>(jc, y, z, p, q) } 
<1 P4 Z ) 


Положим 
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где max берется по х, у, х, у в G, по р, q, р, q в пределах — оо, 
оо и по 2^ max if. Тогда условие существования многогранни¬ 
ков Р будет выполнено, если 

J J ф dx dy + J J a dp dy + ... + J J b" dqdic < oo, 

O (qx) 

J J 'Vdpdq= 0 o. 

(pq) 

Но существование многогранников P еще не обеспечивает 
принадлежности предельной для них поверхности А ( F ) классу Q, 
так как эта поверхность может иметь край, отличный от у. 
Для того чтобы найти условия, при которых предельная поверх¬ 
ность имеет краем кривую у, обратимся, к конструкции, приве¬ 
денной в § 3. 

Предположим, что при p 2 +q 2 -+ о о 

■ö-'(p, q) > - pt , e 0 = const > 0. 

Тогда указанная конструкция позволяет заключить, что пре¬ 
дельная поверхность последовательности многогранников Р бу¬ 
дет иметь край у, если кривизна кривой, ограничивающей об¬ 
ласть G, строго положительна и для любого сегмента и обла¬ 
сти G 

-y={h F (y) + G F {v))<c< оо, 
где б — хорда сегмента. 

Этому условию можно удовлетворить, если потребовать, 
чтобы каждая из функций 

J а dp, j b' dp, .. j с dq и cp (*) 

была ограничена некоторой константой. 

При выполнении указанных условий все поверхности /4(F) 
ограничены ^ располагаются над некоторой плоскостью г=г 0 . 
Обозначим Q подмножество всех поверхностей из Q, которые 
расположены над плоскостью г=г 0 . Это подмножество является 
выпуклым, так как вместе с поверхностями z=Zi(x, у) и 
z=z 2 (x, у) ему принадлежит поверхность z = ’kz i +\iz 2 при 
Л+І*=1, Л>0, |*>0. 

Для того чтобы иметь возможность применить теорему Шау- 
дера, надо установить непрерывность оператора А и компакт¬ 
ность множества Л(П). 
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Непрерывность оператора А следует из теоремы единствен¬ 
ности для поверхности с заданным краем и заданной условной 
полной кривизной (случай &'=Q'(p, q)), слабой сходимости 
условных средних кривизн и площадей сходящейся последова¬ 
тельности выпуклых поверхностей. Компактность множества 
Л (£2) устанавливается при помощи условий (*). 

На основании теоремы Шаудера заключаем о существовании 
такой поверхности F с краем у, обращенной выпуклостью в сто¬ 
рону г<О, для которой 

ftp — hp + Op. 

Выпуклая функция z(x, у), задающая эту поверхность, и есть 
искомое условное решение краевой задачи. Получается следую¬ 
щая теорема. 

Теорема 1. Задача Дирихле для сильно эллиптического 
уравнения Монжа — Ампера 

ft , (rt — s 2 ) = ar + 2bs + ct + y, ft' = ft'(p, q) 

в области G с краем положительной кривизны разрешима для 
любой непрерывной функции ф, заданной в качестве граничных 
значений, если выполняются следующие условия: 

1. При p 2 + q 2 -> оо e = const>0. 

2. Функции 

j а dp, j b'dp, ..., Ф 

ограничены. 

Теорема Іа. Пусть кривая, ограничивающая выпуклую 
область G плоскости ху, имеет положительную кривизну. Тогда 
задача Дирихле для сильно эллиптического уравнения Монжа— 
Ампера 

( rt — s 2 ) = аг + 2 bs + ct + ф 

в области G разрешима при любых непрерывных граничных 
значениях, если при p 2 +q 2 —*<x> выполняются следующие усло¬ 
вия: 

ft' > p ij - gT ; а,\Ь\, с< -; ф < N, 

(p* + q*) 2+a 

где е= const > О, N=const < оо, а= const > 0. 

Теорема Іа следует из теоремы 1. 

Теорема 16. Для уравнения 

rt — s 2 = аг + 2 bs + ct + ф 



634 Гл. VIII. Геометрическая теория уравнений Монжа — Ампера 


справедливо утверждение теоремы Іа, если при p 2 +q 2 -* оо 

а, \ Ь\, с < N (р 2 + < 7 2 ) 2 Ф <N(p 2 + q 2 ), N< оо, а > 0. 

Эта теорема следует из теоремы Іа. Достаточно уравнение раз- 
делить на 1 +p 2 +q 2 . 

Теорема 1в. Теоремы Іа и 16 имеют место и при а = 0, 
если кривизна ограничивающей область G кривой достаточно 
велика (а следовательно, сама область достаточно мала). 
Теорема 1в следует непосредственно из теоремы 1. 

В § 10 будет доказано, что обобщенные решения сильно эл- 
липтических уравнений Монжа — Ампера с регулярными коэф- 
фициентами при весьма общих предположениях являются регу- 
лярными. В связи с этим теорема единственности, которая здесь 
будет доказана, относится к регулярным решениям*). 

Теорема 2. Пусть в области G плоскости ху рассматри¬ 
вается сильно эллиптическое уравнение Монжа — Ампера 

rt — s 2 — аг + 2 bs + ct + ф 

с регулярными коэффициентами, удовлетворяющими условиям: 

1) <Pz>0, 

2) квадратичная форма 

а г 1 2 + 2&Дп + с г drf 

неотрицательна. 

Тогда если решения Zi(x, у) и z 2 (x, у), обращенные выпук¬ 
лостью в сторону z< 0, совпадают на границе области G, то они 
совпадают во всей области G. 

Доказательство. Перепишем наше уравнение так: 

(г — с) (t — а) — (s + Ь ) 2 = ас — Ь 2 + ф. 

Утверждается, что для каждого решения z(x, у), обращенного 
выпуклостью в сторону z< 0, 

г — с> 0, I —а >0. 

В самом деле, г — с и t— а одного знака, так как ас — 6 2 > 0 
и ф>0. Далее, при повороте системы координат ху знаки г — с 
и t — а не изменяются, так как при этом нашлась бы система 
координат, в которой (г — с) (t — a) — (s + b) 2 <0, что невоз¬ 
можно. 

Повернем систему координат так, чтобы в данной точке было 
s -О. Если теперь г—с<0 и t — а<0, то в силу того, что r,t> 0 
и а, с>0, получим 

|r-c|<c, I / — а I < а. 


*) В указанном параграфе по существу доказана теорема единственности 
для условных решений. 



§ 9. Регулярное решение специальной краевой задачи 


635 


Отсюда 

(г — c)(t — a) — (s + b) 2 < ас — Ь 2 , 

что невозможно. 

Итак, для каждого решения, обращенного выпуклостью в 
сторону 2 < 0 , будет г — с>0 и / — а>0. 

Подставляя решения г х и г 2 в наше уравнение и вычитая 
почленно, получим 
Аи хх — 2Ви ху + Си У у = 

= \ (О + г 2 ) (а х - а 2 ) + («1 + s 2 ) (bi - Ь 2 ) + y (t x + 1 2 ) (с х - c 2 ) + Ф! - Ф 2) 


где 

A = (ti +1 2 — а г — a 2 ), В = у (s, + s 2 + b x + b 2 ), 

C = \(r x + r 2 -c x -c 2 ), 

или 

Au xx — 2Bu xy + CUyy = D p u x + D q u y + D z u, 
где 

D — у (o{r x + r 2 ) + 2b (s x + s 2 ) + c(t x + f 2 )) + Ф. 

а производные взяты для некоторых средних значений аргу¬ 
ментов р, q, г. 

Так как форма 

аЛ 2 + 2ЬЛч + с г т) 2 

неотрицательная, а решения г х и г 2 представляют собой 
выпуклые функции, то 

a z (r 1 + г 2 ) + 2 b z (sj + s 2 ) 4- с г (t x + 1 2 ) ^ 0. 
Следовательно, D z ^0. 

Уравнение для и(х, у) эллиптического типа. И так как 
£)*>■ 0, то и(х, у), будучи равным нулю на границе G, равно 
нулю всюду в G. Теорема доказана. 


§ 9. Регулярное решение специальной 
краевой задачи для сильно эллиптического 
уравнения Монжа — Ампера 

При доказательстве регулярности условных решений сильно 
эллиптических уравнений Монжа — Ампера возникает необхо¬ 
димость построить последовательность регулярных решений, 
сходящихся к данному условному решению. В связи с этим в 
настоящем параграфе будет рассмотрена специальная краевая 
задача, которая позволит выполнить указанное построение. 
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Пусть в некоторой окрестности начала координат задано 
сильно эллиптическое уравнение Монжа — Ампера 
rt — s 2 = аг + 2 6s + ct + q> 

с достаточно регулярными коэффициентами. Возьмем две до¬ 
статочно регулярные функции А(р) и р(р), определяемые усло¬ 
виями 

(і=1, Л, = 0 при е>р>е', 

(і=1, 0^А,^1 при е'^р>с", 

0<(і<1, А. = 1 при в " р > в'", 

(і = 0, А,= 1 при е'"^р>0, 

и составим уравнение 

rt — s 2 = ar + 26s + ct + Ф, (*) 

где _ 

ar + 2 bs + ct = X (p) (ar + 2 6s + ct), 
ф = Цр) ф + n (p)> p 2 = x 2 + y 2 . 

Это уравнение будет также сильно эллиптическим; мы будем 
рассматривать его в круге G e : х 2 +у 2 •< е 2 . 

Условимся говорить, что регулярная функция h, заданная 
на окружности круга G e , принадлежит классу £2 Н , если 
и через кривую, задаваемую этой функцией, можно провести 
выпуклую поверхность, обращенную выпуклостью в сторону 
2 < 0 , с условным сферическим изображением, содержащимся в 
круге ид: p 2 +q 2 <R 2 . 

Лемма. Пусть функция 

Ф = а| 2 + 261л + сл 2 + ф 

переменных |, л. х, у, z, р, q —неубывающая по z и выпуклая 
по р, q. 

Тогда, каково бы ни было R, при достаточно малом е в 
круге G e существует регулярное решение уравнения (*), обра¬ 
щенное выпуклостью в сторону г<0, принимающее на окруж¬ 
ности круга G e значения произвольной функции h класса й я . 

На в не оказывает влияния ни выбор чисел в', в", в'", ни 
функций К, ( 1 , с помощью которых определяются коэффициенты 
уравнения (*). 

При в'"-*в решение, существование которого утверждается, 
сходится к условному решению исходного уравнения 
rt — s 2 = ar + 26s + ct + ф, 

принимающему те же значения h на окружности круга G e . 

Для того чтобы доказать существование решения, о котором 
идет речь в лемме, достаточно установить существование ап- 
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риорных оценок для максимума модуля решения и его произ¬ 
водных первого и второго порядка. 

Независимость числа е от конкретного выбора чисел в', в" и 
в'", а также функций К и р, будет доказана, если указанные 
оценки могут быть установлены при малом е и любых в', в", 
в'", К р. 

Наконец, для того чтобы доказать, что решение уравне¬ 
ния (*) при в'"-* в сходится к условному решению исходного 
уравнения с теми же граничными значениями (h), достаточно 
показать, что априорные оценки для первых производных ре¬ 
шения уравнения (*) можно считать не зависящими от чисел в', 
е", в'" и функций К, р. Покажем это. 

Пусть в'" — последовательность чисел в'", сходящаяся к е, 
Zh — соответствующие решения уравнения (*). Так как все ре¬ 
шения z h совпадают на окружности круга G e , а их производ¬ 
ные равномерно ограничены, то в достаточно малой окрестности 
этой окружности любые два решения z h и z t отличаются сколь 
угодно мало. Следовательно, предельная функция для последо¬ 
вательности Zh, если она существует, на окружности круга G e 
равна h. 

Покажем теперь, что решения Zh сходятся в круге G e . Возь¬ 
мем любое е<е. Тогда при е'", в'" > е функции z h и z t будут 
решениями исходного уравнения в круге G-, а следовательно, 
максимум \z h — zi\ в круге G e достигается на границе круга G- 
(см. доказательство теоремы 2 § 8). Но при достаточно малом 
в — е по доказанному | z h — Ші | на окружности круга G- сколь 
угодно мало. Таким образом, решения z h образуют сходящуюся 
последовательность. Очевидно, предельная функция будет ус¬ 
ловным решением исходного уравнения в круге G e . Утвержде¬ 
ние доказано полностью. 

Начнем с оценки модуля решения z уравнения (*). Так как 
решение представляет собой выпуклую функцию, обращенную 
выпуклостью в сторону 2 <0, то ее максимум достигается на 
границе круга G e и, следовательно, z^CR. Оценим теперь z 
снизу. 

Введем функцию 

Ф(р, q)= max {а, \ Ь\, с, ф} *), 

(X, у, г) 

где максимум берется по (дг, y)eG ej , е<е и Тогда из 

уравнения (*) получается следующее неравенство: 

rT-s 2 <t|>(p, q)(r -W+ 1). 


*) Так как функция ф и форма а| 2 +26|г)+сц 2 неубывающие по г, то 
функция ф(р, q) конечна при любых конечных р и </. 
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Разделим это неравенство на ф(1+р 2 +<7 2 ) и усилим его сле¬ 
дующим образом: 


Интегрируя это неравенство по поверхности F, задаваемой ре¬ 
шением, и еще усиливая, получим 


/ь 


где интегрирование в левой части неравенства выполняется по 
условному сферическому изображению поверхности F. 

Теперь мы утверждаем, что при достаточно малом е будет 
|z|<2/?. Действительно, в-противном случае при в->0 область 
F* распространяется на всю плоскость pq и, следовательно, ле¬ 
вая часть неравенства ограничена снизу положительным числом, 
в то время как правая стремится к нулю, что невозможно. Итак, 
существование априорной оценки для jz| установлено. 

Нетрудно проследить и убедиться, что эту оценку можно 
считать не зависящей от чисел в', в", в'" и функций Я, ц, с по¬ 
мощью которых осуществляется переход от данного уравнения 
к уравнению (*). 

Оценим теперь первые производные решения z(x,y). Пере¬ 
пишем уравнение (*) в виде 


где 


(г - с) (t - а) - (s + ft) 2 = К, 
/С = Ф + ас — ft 2 . 


По предположению, функция h принадлежит классу £2 Д . Это 
значит, что через контур, задаваемый этой функцией, проходит 
поверхность z=h(x,y), обращенная выпуклостью в сторону 
z< 0, с условным сферическим изображением, содержащимся 
в круге cö h : p 2 +q 2 <C R 2 . Рассмотрим функцию 

z = h (х, у) + (х 2 + у 2 - е 2 ). 

Внутри круга G g она ограничена вместе с первыми производ¬ 
ными, причем равномерно относительно выбора функции h из 
£2я и е<1. На окружности круга G e функция z=h. Утверж¬ 
дается, что при достаточно малом в в круге G e будет z-^z, ка¬ 
кова бы ни была функция ft. 

Допустим, утверждение неверно. Тогда z — z достигает по¬ 
ложительного максимума в некоторой точке Р внутри круга G e . 
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Обозначим К результат подстановки z(x,y) в левую часть 
уравнения, т. е. 

K = (r-c)(t-a)-(s + b) 2 . 

Вычитая из этого равенства уравнение для z(x,y) и полагая 
u=z — z, получим 

Аи хх - 2Ви ху + Си уу = A(c-c)-2B(b-b) + C(a-a) + K-K, 
где 

А = j(t + t-a-a), В = j (s + s + b +Ъ), С = j(r + г - с - с). 
Квадратичная форма 

(г — с) I 2 — 2 (s + Ъ) |ті + (/ — а) т) 2 

положительно определенная. При достаточно малом е (неза¬ 
висимо от И) форма 

(г - с) 4 2 - 2 (s + Ь) gti + (Г- а) л 2 
тоже положительно определенная. Следовательно, форма 
Al 2 — 2ß|ri + Сл 2 
положительно определенная, и в точке Р 

Аи хх — 2 Ви ху + Си У у < 0. 

Так как квадратичная форма 

äl 2 + 2ЬЫ + Ггі 2 

не убывает по г, то в Р форма 

(а — а) I 2 + 2 (b — Ь) Іц + (с — с) т] 2 

является неотрицательной. (В точке Р имеем р=р, q=q, z>z.) 
Следовательно, 

А{с-с)-2вСЬ-Ь) + С(а-й)^0. 

Так как функция К не убывает по г, то ее значение в точке 
Р не превосходит К(х, у, z, р, q) и, следовательно, меньше не¬ 
которой константы, не зависящей от конкретной функции h из 
Он и числа е. Напротив, К сколь угодно велико при малом в 
независимо от Л. Отсюда заключаем, что при достаточно малом 
е разность К — К> 0, и, таким образом, приходим к противоре¬ 
чию, так как левая часть уравнения для и неположительна, а 
правая —больше нуля. 
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Итак, при достаточно малом е в круге G e 
z-z<0. 

Как показано в § 5, это позволяет оценить первые производ¬ 
ные z на окружности круга G e , а следовательно, и во всем 
круге, так как z(x, у) — выпуклая функция. 

Оценки вторых производных решения z(x,y) уравнения (*) 
мы получим сначала на окружности круга G e . Для этого перей¬ 
дем к полярным координатам р, ft. 

Так как на окружности круга G e имеем z=h, то г 0в =Л 09 ; 
и мы получаем оценку для Iz^l. 

Чтобы оценить производную z pfl , заметим, что поверхность 
г=£(х, у), где £=z$, над кольцом е' 2 *Сх 2 +у 2 е 2 является 
поверхностью неположительной кривизны, так как г(х,у) в 
этом кольце удовлетворяет уравнению 

rt — s 2 = 1. 

Отсюда, как и в § 5, получаем оценку для | z p0 1. 

Оценка для г^, получается буквально так же, как и в § 5 
для уравнения rt — s 2 =<p. Наличие в уравнении (*) выражения 
är+2bs + ct в этом рассуждении несущественно, так как это вы¬ 
ражение неотрицательно. 

Итак, существование априорных оценок вторых производ¬ 
ных решения на окружности круга G e установлено. 

Оценим, наконец, вторые производные решения уравне¬ 
ния (*) во всем круге G e . 

Рассмотрим вспомогательную функцию 

w=\z", Я 

где дифференцирование z выполняется по произвольному на¬ 
правлению. Эта функция в круге G e достигает абсолютного 
максимума w 0 в некоторой точке Р для некоторого направле¬ 
ния. Если оценка для до 0 получена, то мы получаем оценки для 
г и t: 

V, 

min Л ’ mm А 

после чего оценка для s получается из уравнения. 

Если максимум w достигается на окружности круга О е ,то, 
очевидно, 

w 0 < 4е ш \М, 

где М — максимум модулей вторых производных г, s, t на 
окружности G e . 

Оценим w 0 в случае, когда точка Р является внутренней 
точкой круга G e . Примем то направление в точке Р, для ко- 
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торого достигается максимум w, за направление оси х. Тогда 
в точке Р функция 

w = Xr, Х = е а <- хЧ « 2) 

тоже достигает максимума, причем в этой точке s = О, a tKr. 

Дифференцируя уравнение (#) два раза по х последовав 
тельно, получаем 

г х (*~°)~ 2s x (s + b) + t x (г — с) — а'/ — 2 b' x s — c'J — <р' *= О, 
гхх 2s X x (s + b) + t xx (г— с) — ( а"/ + 2 b xx s + c"J) — (**) 

— 2 ( a 'x r x + 2b 'x S x + С х*х) + 2 ( Г х*х - 4) - v"xx = О- 


Здесь для простоты записи черта над обозначениями коэффи¬ 
циентов уравнения (*) опущена. Во избежание недоразумений 
полное дифференцирование обозначается штрихом. 

В точке Р, где w достигает максимума, 



С помощью первого из равенств (**) выражение rj x — s 2 x 
можно преобразовать к следующему виду: 

rj x — s 2 x *= —y(r 2 x (t — а) — 2 sr x (s + b) + s 2 x (r — c )) — 

-7jr^(r 2 x(t-a)- 2r x s x (s + b) + s 2 x (r-c))+ 


где A — некоторое ограниченное выражение. 

Теперь, принимая во внимание полученные выше выраже¬ 
ния для г х , г ѵ , г хх , $хх и t xx в точке Р и замечая, что в этой 
точке s = 0, a t<r, можем второе равенство (**) преобразовать 
к следующему виду: 

X( w xx ( t-a ) - 2 w xy (s + b) + w yy ( r-c))-r 2 ( a pp r + 2b pp s + c pp t) - 
- T(r-c) ( r * ^ ~ - 2r x s x (s + b) + &x (r - c)) - 

- X - 2X xy {s + b) + Xyy (r — с) ) + Д (1 + Cte) r 2 = 0, (***) 


41 А. В. Погорелое 
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где В — некоторое выражение, которое при г — с> 1 не превос¬ 
ходит некоторой постоянной, не зависящей от вторых произ¬ 
водных Z. 

Примем а=г ~- Тогда четвертая скобка равенства (***.) при 
больших г имеет порядок г 2 /е, а пятая — порядок г 2 . Поэтому 
при достаточно малом фиксированном е и г, большем некото¬ 
рого г 0 , сумма двух последних скобок равенства (***) отрица¬ 
тельна. Отсюда следует, что в точке Р имеем г-О 0 . В противном 
случае равенство (***) невозможно. 

Действительно, 

w xx (t — a) — 2 w xy (s + b) + w yy (r — c)< 0, 
так как a> в P достигает максимума. Далее. 

- г 2 ( а рр г + 2 b pp s + c pp t) < О 

из-за выпуклости функции а| 2 + 26 |t) + ctj 2 по переменным р, q. 
И, наконец, 

- 7tf=c) ( г І (*'- а ) - 2г А (* ■+ Ь) + s* (г - с)) < 0, 

так как форма (г—с)| 2 — 2(s+b)lv\ + (t — а)ті 2 положитель¬ 
ная. Таким образом, при г>г 0 левая часть равенства (***) от¬ 
рицательна. Следовательно, г в точке Р не может быть больше 
г 0 , и мы получаем оценку для w 0 : 

w 0 ^r 0 e e . 

И существование априорных оценок для вторых производных 
тем самым доказано. 

§ 10. Регулярность условных решений сильно 
эллиптических уравнений Монжа — Ампера 
с регулярными коэффициентами 

В этом параграфе при весьма общих предположениях будет 
доказано, что всякое условное решение сильно эллиптического 
уравнения Монжа — Ампера 

rt — s 2 = аг + 2 bs + ct + ф 

с регулярными коэффициентами является регулярным. 

Пусть в области G плоскости ху задано сильно эллиптиче¬ 
ское уравнение Монжа — Ампера с регулярными коэффициен¬ 
тами, зависящими от параметра а, причем, когда а —* 0, коэф¬ 
фициенты уравнения при (*, p)eG, р 2 +<7 2 +г 2 </? 2 остаются 
равномерно ограниченными вместе с производными до третьего 
порядка и <р>с 0 >0. 
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Пусть решение этого уравнения г а при а—»0 сходится к вы¬ 
пуклой функции Zg. Очевидно, эта функция представляет собой 
условное решение предельного уравнения. 

Лемма. Пусть Н — любое замкнутое множество в области 
G. Тогда для вторых производных решений г а , сходящихся к г 0 , 
можно указать оценки в точках множества Н, равномерные от¬ 
носительно предельного перехода а-*0. 

Доказательство. Пусть Р — произвольная точка мно¬ 
жества Я. Проведем через нее прямую, параллельную оси г. 
Она пересечет поверхность F 0 : z=z 0 (x, у) в точке Р 0 , а поверх¬ 
ность F a : z=z a {x , у) — в точке Р а . Проведем в точке Р 0 какую- 
нибудь опорную плоскость и сместим ее в направлении z> 0 до 
упора в край поверхности F a (мы предполагаем, как всегда, что 
поверхность F 0 обращена выпуклостью в сторону z<0). Пло¬ 
скость в этом положении обозначим о а . 

Так как поверхность F 0 строго выпукла (ср>с 0 >0), то при 
достаточной близости а к нулю расстояние точки Р а от пло¬ 
скости о а в направлении оси z будет больше некоторого 6о>0 
независимо от точки Р. 

Пусть плоскость о а задается уравнением z=\ a (x, у). Вве¬ 
дем в рассмотрение вспомогательную функцию 

w = 6pz", 
где 

I 5- ßz' 

б = - z a , р = е °, 


а дифференцирование (указанное штрихами) выполняется по 
произвольному направлению. Эту функцию мы будем рассма¬ 
тривать в области Ор, определяемой условием £ а — z a >0. 
Функция w достигает абсолютного максимума в некоторой вну¬ 
тренней точке О области G P для некоторого направления из 
этой точки. Мы примем точку О за начало координат, а экстре¬ 
мальное направление в ней — за направление оси х. Тогда 
функция 

„ _ д !а _ _ d 2 Zg 

^ = r ° = -£F’ 


= 6рг а , где р = 


достигает максимума в начале координат, причем в этой точке 
s = %, а /< е р ( р «-*а). 


Полагая 6р=Я, в точке О, где 
имеем 

Д х 


w достигает максимума, 


m 


Wxy 


•а 


и>хх 
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Чтобы упростить запись, мы индекс а в дальнейшем будем 
опускать. 

Дифференцируя заданное уравнение два раза по х, после¬ 
довательно получим: 

(г х - с' х ) (t - а) + (г - с) (t x - а' х ) - 2 (s + b) (s x + b x ) = К' х , 
(r xx -c' xx )[t-a)-2(s xx +b^){s + b) + 

+ (t xx - а" х ) (г-с)+ 2 (г х - с' х ) (t x - а' х ) - (s x + b' x f = К" х , 

К = <р + ас — Ь 2 . 

Используя выражения для первых и вторых производных 
г в точке О, выражение для t x из первого равенства (*), а так¬ 
же оценки sh/ через г в точке О, указанные выше, можно 
привести второе равенство (*) к следующему виду: 

X i w *x У~ а )- 2w xy (s + b) + w yy (г - с)} - 
- Uw 2 + 2c P 4 rs + c gg s2 ) (t- а) -2 ( b pp r 2 + 2b pq rs + b qq S 2 ) (s + b) + 

“b "b 2 Clp q rS + ^qq^ ІГ c)} 

- r \r-l ) ~a)r 2 x + 2(s + b)r x s x + (r-c) s 2 ) - 

- -^x^ + -p- (Afiw 2 + Bfiw + C) = 0, 

где А, В, С — выражения, которые не превосходят некоторой 
постоянной М, если достаточно велико w. 

Пусть при w > w 0 величины (Л|, |5( и |С| меньше М. 
Возьмем ß настолько большим, чтобы при ш > да 0 было 

— р 2 ш 2 ф + М ((iw 2 + Роу + 1) < 0. 

Мы утверждаем, что в области G P функция w<w о. Действи¬ 
тельно, при указанном выборе w 0 и ß второе из равенств (*) в 
точке О невозможно. Именно, после указанного преобразования 
этого равенства первая строка в нем будет неположительна, так 
как w достигает максимума в точке О. Следующий член неполо¬ 
жителен из-за выпуклости формы а1 2 +2Ь1ц + сц 2 по переменным 
р, q. Предпоследняя строка неположительна из-за положитель¬ 
ности формы (/ — а)| 2 — 2(s + 6)|r|-t- (г — с) г) 2 . Наконец, по¬ 
следняя строка отрицательна по выбору чисел w 0 и ß. 

Оценив w в области G P , без труда оцениваем г, s и / в точ¬ 
ке Р. Можно было бы проследить и убедиться, что таким об¬ 
разом могут быть указаны оценки для вторых производных г, 
s, t, равномерные относительно выбора точки Р в Н и относи¬ 
тельно параметра а при достаточной близости его к нулю. 
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Теорема 1. Пусть в области G плоскости ху рассматри¬ 
вается сильно эллиптическое уравнение Монжа — Ампера 
rt — s 2 =ar+2bs + ct+(p, 

коэффициенты которого дифференцируемы по р, q, г, причем 
функция ср и форма a| 2 +2ft|r) + cr) 2 являются неубывающими 
по z. 

Тогда, если условные решения z и г' этого уравнения, обра¬ 
щенные выпуклостью в сторону г< О, совпадают на границе G, 
то они совпадают в G тождественно. 

Доказательство. Для того чтобы упростить доказа¬ 
тельство и придать наглядность нашим построениям, мы пред¬ 
положим, что одно из решений, например г', является регуляр¬ 
ным, а коэффициенты уравнения не зависят от г. Оба эти 
предположения не являются существенными и в предлагаемом 
доказательстве не используются по существу. 

Введем в рассмотрение уравнение 

rt — s 2 = (а + е) г + 2 bs + (с + е) t + ф — га — ес — е 2 . 

Оно имеет регулярное решение г' (х, у) + у (х 2 + у 2 ) и условное 
решение z ( х, у) + j (х 2 + у 2 ). Первое утверждение проверяется 
непосредственно подстановкой решения в уравнение. Чтобы 
убедиться в справедливости второго утверждения, поступим 
следующим образом. 

То, что z(x, у) является условным решением исходного урав¬ 
нения, в сущности значит, что для любой непрерывной в об¬ 
ласти G функции ф(х, у) и для любой последовательности ре¬ 
гулярных выпуклых функций z a , сходящихся К Z, 

s 2 — аг а — 2 bs a — ct a — <р )^dxdy~* 0. 
о 

Если теперь в подынтегральную функцию ввести вместо г а 
функцию z a = z a + (х 2 + у 2 ), то получим 

J ■/ (г Ja - S 2 - (а + е)7 а - 2 bs a - (с + е)7 а - Ф - 

а 

— ъа — ъс — г 2 ) \Ipdxdy - > 0. 

А это и значит, что функция І а является условным решением 
преобразованного уравнения. 

Не ограничивая общности, в дальнейшем можно считать, 
что квадратичная форма 

а| 2 + 2blr\ + ст] 2 > -j (I 2 + п 2 ) 
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и решения гиг' допускают представления 

г = г* + \(х* + у\ z' = z'4y(* 2 + f/ 2 ), 

где z* и г'* — выпуклые функции. 

Допустим, теорема неверна и рассматриваемые решения, 
совпадающие на границе G, не совпадают внутри G. Пусть для 
определенности в некоторой точке z' — z> 0. Тогда z' — z до- 
стигает в G положительного максимума т. 

Пусть F и F' — выпуклые поверхности, задаваемые функ¬ 
циями z иг' соответственно. Сместим поверхность F' в сторону 
г<0 на расстояние т'<т, близкое к т. При этом поверхности 
F и F' будут пересекаться. Всегда можно подобрать смещение 
таким образом, чтобы пересечение происходило по замкнутым 
кривым. Пусть у — одна из этих кривых. 

Построим выпуклую оболочку поверхностей F' и F (после 
смещения F') и обозначим Ф ту ее часть, которая обращена 
выпуклостью в сторону z<0. Поверхность Ф состоит из кусков 
поверхностей F, F' и развертывающихся поверхностей, отде¬ 
ляющих эти куски. При достаточной близости т' к т поверх¬ 
ность Ф прилегает к F' вдоль края. 

Обозначим F связный кусок поверхности F, расположенный 
внутри области, ограниченной кривой у. и принадлежащий обо¬ 
лочке Ф. Пусть G* ■ —сферическое изображение этого куска. 
Обозначим F' соответствующий кусок поверхности F', имеющий 
то же сферическое изображение G*. Очевидно, поверхности F 
и F' имеют вдоль границ общие опорные плоскости. 

Перейдем теперь от точечного задания поверхностей в де¬ 
картовых координатах х, у, z к тангенциальному заданию в ко¬ 
ординатах х, у, z, которые представляют собой угловые коэф¬ 
фициенты опорной плоскости (х и у) и с обратным знаком 
координату z точки пересечения опорной плоскости с осью г. 
Аналитическая связь между этими координатами устанавли¬ 
вается равенством 

z + z = xx + yy. 

Если поверхность регулярна и строго выпукла, то имеют 
место следующие формулы: 


* = У = Ч, х = р, у = q, 



Д = rt — s 2 , А = rt - s 2 . 
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Преобразуем данное уравнение к тангенциальным коорди¬ 
натам. Получим 

Ф ( rt — s 2 ) + аг + 2 bs + ct — 1 = 0. 

Функция z'(x, у), задающая поверхность F' в тангенциаль¬ 
ных координатах, очевидно, удовлетворяет этому уравнению. 
Ему удовлетворяет в обобщенном смысле также функция 
z(x, у), задающая поверхность F в тангенциальных координа¬ 
тах. Именно, каковы бы ни были непрерывная функция ф(я, у) 
и последовательность регулярных выпуклых поверхностей F, 
сходящихся к F, всегда 

I J (ф (rt — s 2 ) + аг + 2 bs + cl— 1) ф dx dy -> 0, 

G* 

где z(x, у ) — функция, задающая в тангенциальных коорди¬ 
натах F. 

Так как, по предположению, решения гиг' допускают пред¬ 
ставления 

г = г* + -~(х 2 + у 2 ), г' = г'* + \ (х 2 + у 2 ), 
то вторые производные I ' не превосходят 1/е: 



Что касается вторых производных условного решения I, то 
для него такие оценки имеют место всюду, где производные 
существуют, а первые производные удовлетворяют условию 
Липшица с постоянной 1/е. Это заключение основано на том, 
что функцию г можно представить в виде предела функций 

z = z* + ^(x 2 + y 2 ), 

где z* — регулярные выпуклые функции. 

Из условия Липшица для первых производных функции £ 
следует, что z(x, у) почти всюду удовлетворяет уравнению 

Ф (rt — s 2 ) + аг + 2 bs + ct — 1 = 0. 

По лемме Адамара построим уравнение для разности «=». 
=£' — г. Получим 

(ф tu + о) и хх + 2 (— ф5д + Ъ) и Х у + (фг а + а) и у у + Ки х + Lu y — 0, 

где в качестве аргументов берутся_ средние значения p fl => 
= Ор+(1—•&)/>', .... ?fl='öi+(l— ft)t'. Это уравнение являет¬ 
ся линейным уравнением эллиптического типа. 
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Так как смещение пг' поверхности F' в сторону z<0 было 
меньше т, то разность u=z' — г достигает внутри области G* 
отрицательного минимума. А это невозможно, в чем убеждаем¬ 
ся, рассуждая как в § 6. Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть коэффициенты сильно эллиптического 
уравнения Монжа — Ампера 

rt — s e = ar + 2 bs + ct + q> 

регулярны (k раз дифференцируемы, k > 3) и удовлетворяют 
условиям: 

1. Функция ф не убывающая по г и выпуклая по р, q. 

2. Квадратичная форма а1 2 +2Ь1ц + сг] 2 не убывающая по г 
и выпуклая по р, q. 

Тогда всякое условное решение этого уравнения является 
регулярным [k + 1 раз дифференцируемым). Если же коэффи¬ 
циенты. уравнения аналитические, то решение аналитическое. 

Доказательство. Пусть z(x, у) —условное решение 
Нашего уравнения в области G плоскости ху и О — произволь¬ 
ная точка этой области. Докажем регулярность решения 
z(x, у) в окрестности точки О. Не ограничивая общности, бу¬ 
дем считать, что точка О совпадает с началом координат. 

Пусть F — выпуклая поверхность, задаваемая функцией 
z(x, у). Построим последовательность выпуклых аналитических 
поверхностей F, сходящихся к F. Пусть Ъ — выпуклая функ¬ 
ция, задающая поверхность F. По лемме § 9 при достаточной 
близости F к F и достаточно малом е в круге G B : х 2 +у 2 <Се 2 
существует условное решение г заданного уравнения, прини¬ 
мающее на окружности круга G B значения Ъ и являющееся 
пределом регулярных решений в любом круге G? меньшего 
радиуса. 

Из теоремы единственности для условных решений (тео¬ 
рема 1) следует, что при F-*F решение z-»z. Таким образом, 
решение z в круге G e ' является пределом регулярных решений. 

По лемме из § 9 для регулярных решений, сходящихся к z 
в некоторой окрестности точки О можно указать априорные 
оценки вторых производных, равномерные относительно пере¬ 
хода к пределу при F—+F. 

После того как оценки вторых производных получены, из 
общих соображений можно оценить третьи и четвертые произ¬ 
водные регулярных решений (§ 11 гл. II). А это позволяет 
заключить о трехкратной дифференцируемости решения z. 
Дальнейшая регулярность решения z устанавливается на осно¬ 
вании общей теоремы о регулярности решений уравнений эл¬ 
липтического типа с регулярными коэффициентами. Теорема 
доказана. 



Глава IX 


Поверхности ограниченной 
внешней кривизны 


В отличие от многообразий положительной кривизны теорию 
многообразий ограниченной кривизны (§ 13 гл. I) А. Д. Алек¬ 
сандров строит без реализации их на пространственном объек¬ 
те. Вопрос о геометрической реализации этих многообразий 
поверхностями евклидова пространства с сохранением доста¬ 
точно сильных связей метрики многообразия и формы поверх¬ 
ности пока остается открытым. Известны лишь отдельные клас¬ 
сы поверхностей с метрикой ограниченной кривизны. Один из 
таких классов выделяется из совокупности всех гладких поверх¬ 
ностей требованием ограниченнее™ площади сферического изо¬ 
бражения с учетом кратности покрытия. Дело в том, что для 
построения содержательной теории поверхностей, подчинен¬ 
ных такому слабому условию регулярности, как гладкость, 
требование ограниченности площади сферического изобра¬ 
жения является естественным и в некотором смысле мини¬ 
мальным. 

Как показали Нэш и Кейпер [53, 39], риманова метрика, за¬ 
данная на двумерном многообразии, при весьма общих пред¬ 
положениях допускает реализацию на гладкой поверхности 
трехмерного евклидова пространства. Более того, эта реализа¬ 
ция осуществляется так же свободно, как топологическое по¬ 
гружение в пространство многообразия, на котором задана 
метрика. Из результатов Нэша и Кейпера следует, например, 
что в трехмерном евклидовом пространстве существует замкну¬ 
тая пойерхность без самопересечений, гомеоморфная тору и 
локально изометричная плоскости. 

Совершенно ясно, что сохранить для гладких поверхностей 
даже со сколь угодно хорошей метрикой основную в теории 
поверхностей теорему о связи между внутренней и внешней 
кривизной в ее обычной формулировке невозможно. Регуляр¬ 
ность внутренней метрики поверхности при наличии только 
гладкости поверхности не дает оснований для такого естествен¬ 
ного заключения, как ее локальная выпуклость при условии по¬ 
ложительности гауссовой кривизны. 

Все это делает необходимым наложить на поверхность 
другие ограничения, касающиеся ее внешней формы, кроме 
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гладкости. Наиболее естественным и геометричным является 
требование ограниченности площади сферического изображения, 
которое позволяет просто и непосредственно определить важ¬ 
нейшее в теории поверхностей понятие кривизны. Гладкие по¬ 
верхности, выделяемые этим дополнительным условием, мы бу¬ 
дем называть поверхностями ограниченной внешней кривизны. 
Систематическому изучению этих поверхностей и посвящается 
настоящая глава. Изложение ведется по работе автора [67]. 

§ 1. Непрерывные отображения 
ограниченной вариации 

Поверхность Ф в трехмерном евклидовом пространстве мы 
будем называть гладкой, если в окрестности каждой своей точ¬ 
ки при соответствующем выборе прямоугольных декартовых 
координат х, у, г она допускает задание уравнением 
2 = ф(х, у), 

где <p(x, у) —непрерывная функция с непрерывными первыми 
производными. Во всех случаях, если не оговорено противное, 
поверхность предполагается открытой в том смысле, что точки 
края поверхности к ней не относятся. 

Множество Н на поверхности будем называть замкнутым, 
если оно замкнуто, как множество точек пространства. Откры¬ 
тые множества на поверхности определяются как дополнения 
к замкнутым. 

Пусть Ф и Ф —гладкие поверхности и / — непрерывное ото¬ 
бражение поверхности Ф на Ф. Очевидно, каково бы ни было 
замкнутое множество F на поверхности Ф, его образ /(F) на 
поверхности Ф является также замкнутым множеством, а сле¬ 
довательно, имеет определенную площадь (лебегову меру). 

Отображение / поверхности Ф на поверхность Ф мы будем 
называть отображением ограниченной вариации, если для лю¬ 
бой конечной системы попарно не пересекающихся замкнутых 
множеств Fi, F 2 , ..., F r на поверхности Ф сумма площадей их 
образов на Ф 

*№) + !№)+ ... + Vif (F r ) 

ограничена постоянной, не зависящей от выбора множеств и их 
числа. 

Для непрерывных отображений ограниченной вариации вво¬ 
дим понятие абсолютной вариации. Пусть G — открытое мно¬ 
жество на поверхности Ф. Абсолютной вариацией отображения 
/ на G мы будем называть 

sup (ц/ (F,) + ц/ (F s ) + ... +|i/(F,)) 
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по всем системам попарно не пересекающихся множеств F it 
F 2 , ..., F r , содержащихся в G. Абсолютную вариацию отобра¬ 
жения / на любом множестве Я поверхности Ф определим как 
нижнюю грань абсолютных вариаций отображения f на откры¬ 
тых множествах, содержащих Я, и будем обозначать ѵ°(Н). 

Лемм a_ 1. Пусть f — непрерывное отображение поверхно¬ 
сти Ф на Ф и Н — множество на поверхности Ф. Тогда абсо¬ 
лютная вариация f на Н не меньше площади образа Н на Ф, 

Iх/(Я)<о“(Я). 

Предполагается, что f(H) имеет определенную площадь (из¬ 
меримо) . 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай замкну¬ 
того множества Я. Пусть G — любое открытое множество на Ф, 
содержащее Я. Из определения абсолютной вариации f на от¬ 
крытом множестве очевидным образом следует: 

р/(Я)<о°(0). 

Но абсолютная вариация f на Я равна нижней грани абсолют¬ 
ных вариаций f на открытых множествах, содержащих Я. По¬ 
этому р/ (Я)< ц° (Я). 

Теперь рассмотрим случай любого Я. Пусть Fi, F 2 , ... 
..., F n , ... — монотонно возрастающая последовательность 
замкнутых множеств на поверхности Ф, сходящаяся к Ф (как 
множеству). Пусть F — замкнутое подмножество множества 
/(Я), причем такое, что 

Pf (Я) -nF <е (е > 0). 

Обозначим Fh полный прообраз множества F в Fh. Множе¬ 
ство F h , очевидно, замкнутое. 

По доказанному 

Vf(Fk)<v 0 (F k ). 

Так как Fh er Я, то 

xP(F k )<xfi(H). 

Поэтому 

\if(F k )<v°(H). 

Так как монотонно возрастающая последовательность зам¬ 
кнутых множеств f(Fh) сходится в F, то 

tf(F„)->\iF. 


Следовательно, 


Р^<п°(Я). 
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Ввиду произвола е, которым определяется множество F, отсюда 
заключаем: 

|і/(Я)<о»(Я). 

Лемма доказана. 

Теорема L Абсолютная вариация^ непрерывного отобра¬ 
жения f поверхности Ф на поверхность Ф есть вполне аддитив¬ 
ная функция на кольце борелевских множеств поверхности Ф, 
г. е. для любых попарно не пересекающихся борелевских мно¬ 
жеств Hk 

f°(| ]я*)-2о°(я*). 

Доказательство. Для доказательства теоремы доста¬ 
точно показать, что абсолютная вариация является внешней 
мерой Каратеодори, т. е. удовлетворяет условиям: 

1) и 0 (Я) > 0 для любого Я; 

2) о 0 (Я,) + о 0 (Я 2 ) = о 0 (Я, + Я 2 ), 

если Я 4 и Я 2 находятся на положительном расстоянии друг от 
друга; 

3) для любых Н и Я 2 , Я„, ... 

а°(2я*)<2«°(я*). 

Первое условие выполняется очевидным образом. Проверим 
второе условие, причем сначала рассмотрим случай открытых 
множеств. Пусть Gi и G 2 — не пересекающиеся открытые мно¬ 
жества на поверхности Ф. Покажем, что 

ѵ° (G,) + о 0 (G 2 ) = о 0 (G, + G 2 ). 

Пусть Fi, Fi, .... F „ — любые замкнутые попарно не пересе¬ 
кающиеся множества, содержащиеся в Gi + G 2 . Каждое замкну¬ 
тое множество Fk разбивается на два замкнутых подмножества 
Fk и Fk, одно из которых принадлежит G t (например, F*), 
а другое — G 2 . 

Имеем 

2 (F' k ) <o°(G,), 2 |і /(/£)< o°(0*). 

k k 

2 и/ (f*) < 21*/ (fö+2 vf (fZ). 

k k k 

Отсюда 

2^(F ft )<o°(G 1 ) + o°(G 2 ). 

И так как множества Fi, .... F„ взяты произвольно, то 
°° (Gj + G 2 ) ^ о 0 (Gj) + о 0 (G 2 ). 
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Покажем теперь противоположное неравенство. Пусть Fi, 
Ft, .... Fn —любые замкнутые попарно не пересекающиеся мно¬ 
жества в Gi и Fi, Fi, ..., Fm— любые замкнутые попарно не 
пересекающиеся множества в G 2 . Так как замкнутые мно¬ 
жества Fk, Fk содержатся в Gi + G 2 и попарно не пересе¬ 
каются, то 

2 и/ {Fk) + 2и/ (Fk) <v°(Oi + Gi). 

Отсюда ввиду произвола множеств Fk и Fk заключаем: 

ü 0 (G 1 ) + o°(G 2 )<i> 0 (G 1 + G 2 ). 

Таким образом, для открытых не пересекающихся множеств Gi 
и G 2 на поверхности Ф 

v ° (Gi) + и 0 (G 2 ) = o° (Gj + G 2 ). 

Пусть теперь Hi и Я 2 — любые два множества на поверх¬ 
ности Ф, расстояние между которыми больше нуля. Покажем, 
что 

ѵ°(Н 1 ) + ѵ 0 (Н 2 ) = ѵ°(Н 1 + Н 2 ). 

Так как множества Hi и Н 2 находятся на положительном 
расстоянии, то существуют открытые не пересекающиеся мно¬ 
жества Gi и Gi, содержащие Яі и Я 2 соответственно. Далее, 
из определения абсолютной вариации следует, что, каково бы 
ни было е>0, всегда существуют открытые множества G", G" 
и G", содержащие Я і, Я 2 и Яі + Я 2 соответственно, такие, что 

о° (G'D — о 0 (Я і) < е, 
ѵ° (Gi) — о 0 (Hi) < е, 
v° (G") — v°(H 1 + Я 2 ) < е. 

, Определим теперь открытые множества Gi и G 2 условиями 
Gi = Gi Г) G\ П G", 

Qi = Gi П Gi П G". 

Очевидно, множества Gi и G 2 не пересекаются, содержат Hi и 
Hi соответственно и 

Vo(G 1 )-v°(H 1 )<e, 

v°(Gi)-v°{H 2 ) < е, 
о°(0 1 + 0 2 )-ц°(Я 1 + Я 2 )<е. 
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И так как по доказанному 

o 0 (G 1 )+o°(O 2 )=t»°(Ö 1 + G 2 ), 
а е произвольно, то 

ѵ°(Н 1 )+ѵ°(Н 2 ) = ѵ°(Н 1 + Н 2 ). 

Второе условие проверено полностью. 

Проверим, наконец, третье условие, причем сначала рас¬ 
смотрим случай открытых множеств. Итак, пусть G u G 2 , ... 
..., G„, ... — любые открытые множества на поверхности Ф. 
Покажем, что 

ö°(SG A )<So°(G ft ). 

Возьмем в G = 2 G* произвольную конечную систему по¬ 
парно не пересекающихся замкнутых множеств F u F 2 , ..., F r . 
Определим в каждом множестве G,- множества Fk условием 
F l k = Gt П Fk. 

Так как множества F{, содержащиеся в G it находятся на 
положительном расстоянии друг от друга, то из второго усло¬ 
вия, справедливость которого уже установлена, следует: 

Далее, очевидно. 

По лемме 1 имеем 

Суммируя это неравенство по і и сравнивая с предыдущим, 
получаем 

fif(r*X$o°(Fj). 

Суммируя теперь по k и вспоминая, что 

2-o 0 (FÖ<o°(Oi), 

получаем 

2иД^К^°(о,). 

Отсюда в силу произвола выбора попарно не пересекающихся 
множеств F k следует: 
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Покажем теперь, что третье условие выполняется для лю¬ 
бых множеств #і, Hz, ..., H n , ■ ■. Определим открытые множе¬ 
ства Gi, Gz, .. G n , ... условиями: 

H k <=G k , v° (G k ) — ѵ°(Н к ) < , *=1,2 . 

G = G! + G 2 + ... 

Так как 

IiH k cG, 

и, следовательно, 

«°(2 Я,)<о»(0), 

а по доказанному 

о 0 (ек2о°(о»), 

то 

«°(2я*)<2ц 0 (Я*) + 2е. 

Ввиду произвола е отсюда получаем 

и°(!я*)<Е« 0 (я*). 

Таким образом, для абсолютной вариации выполняются все 
условия, которыми определяется внешняя мера Каратеодори. 
Отсюда следует, что абсолютная вариация является вполне ад¬ 
дитивной функцией на кольце борелевских множеств поверх¬ 
ности Ф. 

Пусть f — непрерывное отображение поверхности Ф на по¬ 
верхность Ф и Я — любое множество на поверхности Ф. Опре¬ 
делим функцию n H (Y) точки У на поверхности Ф следующими 
условиями. Если число прообразов У в Я конечно, то полагаем 
n H (Y) равной числу прообразов, если же число прообразов У 
в Я бесконечно, то полагаем n H (Y) равной нулю. Определяе¬ 
мую этими условиями функцию n H (Y) будем называть функ¬ 
цией кратности непрерывного отображения f на множестве Я. 
Найдем выражение для абсолютной вариации отображения / 
с помощью интеграла от функции кратности по площади по¬ 
верхности Ф. 

Лемма 2. Абсолютная вариация непрерывного отображе¬ 
ния на любом борелевском множестве Я равна точной верхней 
грани абсолютных вариаций этого отображения на замкнутых 
множествах, содержащихся в Я. 
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Доказательство. Из определения абсолютной вариа¬ 
ции для любого множества Я следует существование открытого 
множества G, содержащего Я и такого, что 

o°(G) — ѵ°(Н) < е. 

По определению вариации на открытом множестве G в нем 
найдется конечное число попарно не пересекающихся замкну¬ 
тых множеств Fh таких, что 

t»°(G) —Süf (F k )< г. 

Обозначим F h ту часть множества F h , которая лежит вне Я. 
Абсолютная вариация на множестве 2 ^/і меньше е, так как 

k 

оно содержится в G — Я. Отсюда следует существование от¬ 
крытого множества G, содержащего 2 F k и такого, что абсо- 

k 

лютная вариация на нем меньше е. Обозначим F k ту часть 
множества F которая принадлежит G, a Fk = Fk — Fk- Мно¬ 
жества Fk, очевидно, замкнутые и содержатся в Я. Утвер¬ 
ждается, что 

ѵ° (G) — ѵ ° ^2 Fk^ < 2е, 

а следовательно, 

ѵ° (Я) — ѵ° ^2 F'k^j < 2е. 

Действительно, 

« 0 (2п) = «°(2^) + ^(2К'). 

Но левая часть равенства отличается от v°(G) не более, чем 
на е, так как 

о°(о)-2ц№)<е, 

а первый член правой части не превосходит е, так как 2^* с: 

er G и ѵ°(8)<е. Утверждение доказано. Итак, каково бы ни 
было е>0, всегда существует такое замкнутое множество F, 
содержащееся в Я, что 

о 0 (Я) — ѵ° (F) < в. 


Лемма 2 доказана. 
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Лемма 3. Каково бы ни было борелевское множество Я, 
функция кратности n H {Y) измерима. 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай замкну- 
того множества Я. Обозначим M k множество тех точек поверх¬ 
ности Ф, каждая из которых имеет в Я не менее k прообра¬ 
зов. Доказать измеримость функции га н (У) —это значит дока¬ 
зать измеримость множеств M h . 

Пусть Мп — множество точек поверхности Ф, у каждой из 
которых есть k прообразов в Я, находящихся на расстоянии 
не меньше 1/га друг от друга. Множества М„, очевидно, замкну¬ 
тые, и 

2 M k n = м\ 

Отсюда следует, что множество M h есть множество типа F a и 
оно, в частности, измеримо. 

Рассмотрим теперь случай открытого множества Я. Пусть 
Fi, F 2 , ..., F„, ... — монотонно возрастающая последователь* 
ность замкнутых множеств, такая, что 

H = F l + F 3 + ...F n + ... 

Определим множества М* „ на поверхности Ф. Именно, точку У 
поверхности Ф отнесем множеству М*„, если она имеет в F, 
по крайней мере k прообразов, находящихся друг от друга на 
расстоянии, не меньшем 1/л. Множества замкнутые и 

і, h 

Отсюда следует, что и в этом случае M h является множеством 
типа F a , а следовательно, измеримо. 

Рассмотрим, наконец, случай любого борелевского множе* 
ства Н. По определению абсолютной вариации на множестве Н 
и по лемме 2 найдется открытое множество G, содержащее Я, 
и замкнутое множество F, содержащееся в Я, такие, что 

ѵ° (G) - г < ѵ° (Я) < о 0 (F) + е, 
каково бы ни было заданное е>0. Имеем 

М к (F) а М к (Я) сж M k (Q). 

По доказанному множества M k (F) и M h (Q) измеримы. Поэто¬ 
му, чтобы доказать измеримость M h (H), достаточно показать, 
что мера множества M h (G) — M h (F) сколь угодно мала, если 
достаточно мало е. 


42 А. В. Погорело* 
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Если точка У принадлежит множеству M h (0) — M k (F), то 
это значит, что она имеет прообраз в G — F. Поэтому 
М к (G) — М к (F) czf(G — F). 

Отсюда 

H(M k (G)-M k (F))^\xf(G-F)^v°(G-F)<2e. 

Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Пусть G — открытое множество на поверхности 
Ф и М — любое измеримое множество на поверхности Ф. Пусть 
каждая точка М имеет в G по крайней мере р прообразов. 
Обозначим М полный прообраз М в G. Тогда, если р(М)>т, то 
пгр ^ о 0 (М). 

Доказательство. Обозначим М п подмножество множе- 
ства М, у каждой точки которого есть р прообразов в G, нахо¬ 
дящихся на расстоянии, не меньшем 1/я, друг от друга. Оче¬ 
видно, чтобы доказать утверждение леммы для множества М, 
достаточно доказать его для множеств М п , так как 

р (М„)-> р (М) при я->оо, а а 0 (М„Х о 0 (Af). 

Таким образом, можно считать, что каждая точка М имеет р 
прообразов в G, находящихся на расстоянии, не меньшем б>0. 

Пусть { A k } — счетное покрытие G попарно не пересекающи¬ 
мися множествами типа F a диаметра меньше б. Обозначим M h 
ту часть множества которая принадлежит A h , a m h — ее об¬ 
раз на поверхности Ф. Очевидно, множества тк измеримы и 
сумма их равна М. 

Образуем множества mi v г 2 .г : 

tfii v і 2 . і р = nti i П nu 2 П ••• П m tp , 

где все индексы i it 4. h различны. Очевидно, каждая точ¬ 

ка X из М принадлежит по крайней мере одному из этих мно¬ 
жеств, так как она имеет р прообразов, находящихся друг от 
друга на расстоянии, не меньшем б, т. е. большем диаметра 
любрго множества Ш к . 

Построим теперь измеримые множества ni v t 2 . t p так, что¬ 

бы они попарно не пересекались и чтобы 

Ш ѵ * 2 ,...,( cz nti v t r I , 

t t n i v t 2 . i p = { ^2 t m t v i 2 ,...,i p - 

Очевидно, множества ni v i r .... t образуют покрытие M. Поэтому 
пг< 2 рщ . 
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Так как каждое множество < а ,.... содержится в р мно¬ 
жествах гпі 2 , . ГПі , то 


Но 


2p(m Ä ) >mp. 
2 И ( tn k ) < t»° (M). 


Следовательно, 

mp < v° (M). 

Лемма доказана. 

Следствие. Площадь множества точек поверхности Ф, 
имеющих бесконечное число прообразов на Ф, равна нулю. 

Теорема 2. Для любого борелевского множества Н на 
поверхности Ф имеет место равенство 


v°(H)= J n H (Y)dY, 


где dY — элемент площади поверхности Ф. 

Доказательство. По лемме 3 функция Пн(У) измери¬ 
ма. Покажем, что она суммируема. Для этого заметим прежде 
всего, что n H {Y) •< и ф (У) при любом Н. Поэтому достаточно 
показать суммируемость функции п ф (У). 

Пусть N h — множество тех точек поверхности Ф, каждая из 
которых имеет на Ф ровно k прообразов. Множество N h пред¬ 
ставимо в виде разности двух множеств типа F a . Именно, 
N k = M k — M k+l , где M k — множество тех точек поверхности Ф, 
каждая из которых имеет на Ф не менее k прообразов. Оче¬ 
видно, полный прообраз N h множества N h на Ф допускает та¬ 
кое же представление, в частности, является борелевским мно¬ 
жеством. Имеем 

J n <v (Y)dY^^ i kii(N k ). 

Но по лемме 4 

Отсюда в силу полной аддитивности абсолютной вариации по¬ 
лучаем 

J n <s> (Y)dY^v°(<l>), 

ф 


42* 
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т. е. функция п ф (У) суммируема, а вместе с ней суммируема 
функция n H (Y), каково бы ни было борелевское множество Я. 

Рассмотрим теперь функцию множеств w(H) на поверх' 
ности Ф: 

»(Я)-/ n H {Y)dY. 


Она вполне аддитивна на кольце борелевских множеств. Дей¬ 
ствительно, пусть Н 1, # 2 , .... Я„, ... — попарно не пересекаю¬ 
щиеся борелевские множества. Покажем, что 

Во-первых, заметим, что 

w{H 1 + H 2 + ... +H n ) = w{H 1 ) + w(H 2 )+ ... +®(Я„). 

Это очевидным образом следует из свойств функции кратности 
для попарно не пересекающихся множеств. Именно, если число 
прообразов точки Y на поверхности Ф конечно, то 

n H 1 +... + H a (Y) = n Hi (Y)+ ... +n Hn (Y), 

а площадь множества точек, имеющих бесконечное число про¬ 
образов, равна нулю. 

Обозначим 


я* = 2я, и я = 2я ; . 

Тогда утверждение о полной аддитивности w сводится к дока¬ 
зательству равенства 

J n H (Y)dY= lim J n H k(Y)dY. 

ф ф 

Так как n H k{Y) монотонно возрастает на множестве пол¬ 
ной меры, то 

Hm I n H k ( Y)dY= J (Шп нк ( Y)yY. 

ф ф 

Отсюда следует, что для полной аддитивности w достаточно 
показать, что функции n H (Y) и lim n H k(Y) могут отличаться 
только на множестве нулей площади. 

Допустим, на множестве М 

Пд(У) > 1ітп д * (Т). 
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Очевидно, тогда при любом k 

n H (Y)>n Hk (Y). 

Число прообразов точки УсМ в Я не может быть конечным, 
ибо тогда при достаточно большом k 

n H (Y) = n Hk (Y), 

а множество точек, имеющих бесконечное число прообразов 
на Ф, имеет нулевую площадь. Таким образом, почти всюду 

на Ф 

я H (Y)= lim n H k(Y) 

и, следовательно, функция множеств w (Я) вполне аддитивна. 

Известно, что если две вполне аддитивные функции на коль¬ 
це борелевских множеств равны для любых открытых мно¬ 
жеств, то они равны и для любых борелевских множеств. По¬ 
этому для доказательства теоремы достаточно показать, что 
для любого открытого множества О 

v°(G) = w (О). 

Во-первых, заметим, что 

w(G)<v°(G). 

Это неравенство для случая в=Ф получено выше. Для любого 
открытого множества G оно получается дословно так же. 
Покажем теперь, что 

ш(0)>о°(0). 

Пусть е>0 и F ь Я 2 , ..., F n — система замкнутых попарно не 
пересекающихся множеств в G такая, что 

v 0 (G)-I l nf(F k )<z. 

k 

В силу аддитивности функции w 

w(G)>w(F l )+ ... +w(F n ). 

А из определения функции w следует, что 
w(F k )>tf(F k ). 

Поэтому 

®(G)>2ix/(F*)>o°(G)-e. 

k 

И так как е произвольно, то 

w(G)>v°(G). 



Гл. IX. Поверхности ограниченной внешней кривизны 


Сопоставляя это неравенство с полученным выше, заклю¬ 
чаем: 

w (G) = о°(0). 


Теорема доказана. 

В заключение отметим следующую лемму. 

Лемма 5. Каково бы ни было множество Н на поверх¬ 
ности Ф, если его образ на поверхности Ф при отображении f 
имеет равную нулю площадь, то абсолютная вариация f на Н 
равна нулю. 

Доказательство. Пусть G it G 2 , .... G„, ... — монотонно 
убывающая последовательность открытых множеств на Ф, со¬ 
держащих f(H) и таких, что 

І А (Оп) _> 0 при п —> оо. 

Обозначим G n полный прообраз G n на Ф. G n — открытое 
множество, содержащее Н. По теореме 2 

«° (<?„) = J «3 W dY - 

<Ь * 

При п—*оо величины v°(G n ) монотонно убывают, а так как 
все G n содержат Н, то 

о 0 (Я) < lim o°(G„). 

П->°О 

Так как функции rag (У) при п-*оо монотонно убывают на 
множестве полной меры, то 

lim t>° (G„) = J (Нтп 5я (У))гіУ. 

Но функция 

Hm /ід д ( У) 

отлична от нуля только на множестве точек нулевой площади. 
Поэтому 

о 0 (G„) —► 0 при п-> оо. 


Отсюда 


о 0 (Н) = 0. 


Лемма 5 доказана. 
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§ 2. Положительная, отрицательная и полная 
вариации непрерывного отображения 

Гладкая поверхность Ф называется ориентируемой, если на 
ней может быть задана вектор-функция п(Х) точки поверх¬ 
ности, удовлетворяющая следующим условиям: 

1) |n(X)| = l; 

2) п(Х) — непрерывна; 

3) вектор п(Х) перпендикулярен к касательной плоскости 
поверхности в точке X. 

Если на поверхности Ф задана функция п(Х), то будем го¬ 
ворить, что поверхность ориентирована. Очевидно, ориентируе¬ 
мая поверхность допускает две ориентации. Если одна из них 
задается вектором-функцией п(Х), то вторую задает вектор- 
функция — п(Х). 

Если поверхность Ф ориентирована, то на каждой простой 
кривой у, ограничивающей гомеоморфную кругу область на по¬ 
верхности, может быть указано направление обхода так, что 
будут выполняться следующие условия: 

1) если области G t и G 2 , ограничиваемые кривыми уі и у 2 , 
не пересекаются, но кривые уі и у 2 имеют общий отрезок уіг, 
то при указанном обходе кривых уі и у 2 отрезок уіг проходится 
в противоположных направлениях; 

2) если у—малый простой контур, охватывающий точку X, 
то направление обхода кривой у и направление нормали п(Х) 
образуют «правый винт». 

Относительно определяемого таким образом обхода кривых 
на поверхности Ф мы будем говорить, что он индуцируется 
ориентацией поверхности. 

Заметим, что ориентируемость поверхности можно опреде¬ 
лить так же, как возможность задать на всех простых кривых 
поверхности, ограничивающих гомеоморфные кругу области, 
направления обхода, удовлетворяющие первому из указанных 
выше условий. Из этого определения видно, что свойство по¬ 
верхности быть ориентируемой инвариантно относительно топо¬ 
логических преобразований поверхности, т. е. поверхности, го¬ 
меоморфные ориентируемой, ориентируемы. Плоскость, оче¬ 
видно, ориентируема. 

Пусть на ориентированной плоскости дана ориентирован¬ 
ная кривая у (т. е. кривая с заданным на ней направлением 
обхода) и А — точка, не лежащая на кривой. Пусть Х 0 — про¬ 
извольная точка кривой у. Определим на кривой у функцию 
$(Х) точки X следующими условиями: 

1) •б(Х) непрерывна на множестве точек кривой, кроме точ¬ 
ки Xq; 
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2) #(.£) с точностью до кратного 2л равна углу, который 
образует полупрямая АХ, идущая из точки А в точку X кривой, 
с начальной полупрямой АХ 0 . 

Оказывается, функция $(Х) условиями 1) и 2) опреде¬ 
ляется однозначно с точностью до постоянного слагаемого, крат¬ 
ного 2я. Изменение функции Ъ(Х) при прохождении точки Х 0 
кривой, деленное на 2я, называется степенью точки А относи¬ 
тельно кривой у. Мы будем обозначать ее q y (A). Степень точки 
есть целое число. Она не зависит от случайного выбора точки 
Яо на кривой. 

Наглядно степень точки А относительно кривой у надо 
представлять себе как число обходов вокруг точки А при дви¬ 
жении вдоль кривой у в указанном направлении, считая это 
число положительным, если ориентация кривой у совпадает 
с той, которая индуцируется ориентацией плоскости, и отрица¬ 
тельным в противоположном случае. 

Если кривая у испытывает непрерывную деформацию, но 
так, что все время точка А находится вне кривой, то степень 
точки А относительно кривой у не изменяется. Точно так же 
при непрерывном изменении положения точки А вне кривой 
степень ее относительно кривой не изменяется. 

Если степени точки А относительно кривых уі и у 2 одина¬ 
ковы, то одну кривую можно непрерывно деформировать в дру¬ 
гую, причем ни в какой момент деформации кривая не будет 
проходить через точку А. 

Пусть Р и Q — две произвольные точки замкнутой ориенти¬ 
рованной кривой у. Они разбивают кривую у на две части. 
Обозначим их уі и уг. Пусть у — произвольная кривая, соеди¬ 
няющая точки Р и Q. Кривые уі и у, у 2 и у образуют два зам¬ 
кнутых контура уі и у 2 . Ориентируем их соответственно обходу 
их частей уі и у 2 на кривой у. Тогда степень любой точки А, 
не принадлежащей кривым у и у, относительно контура у рав¬ 
на сумме степеней ее относительно контуров уі и у 2 , т. е. 

=«7-04)+?-(Л). 

Понятие степени точки относительно замкнутого контура 
естественно переносится на случай любой поверхности, гомео- 
морфной плоскости. Именно, пусть Ф — ориентированная, го- 
меоморфная плоскости поверхность, у — ориентированный кон¬ 
тур на ней и А — точка поверхности, лежащая вне контура у. 
Пусть f — гомеоморфизм поверхности Ф на плоскость. Ориен¬ 
тируем плоскость и кривую /(у) соответственно ориентации 
поверхности Ф и кривой у. Назовем степенью точки А относи¬ 
тельно контура у на поверхности Ф степень точки f(A) относи¬ 
тельно контура /(у) на плоскости. Оказывается, так определяе- 
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мая степень точки относительно замкнутого контура на по¬ 
верхности не зависит от случайного выбора гомеоморфизма f. 

Пусть Ф и Ф — гладкие, гомеоморфные плоскости ориенти¬ 
рованные поверхности и f_— непрерывное отображение поверх¬ 
ности Ф на поверхность Ф. Точку X поверхности Ф мы будем 
называть регулярной относительно отображения f, если у нее 
есть окрестность такая, что для всякой точки У, отличной от X, 
из этой окрестности І(У)Ф}(Х). Определяемую этим свойством 
гомеоморфную кругу окрестность будем называть нормальной. 
Очевидно, каждая регулярная точка имеет нормальную окрест¬ 
ность. 

Пусть X — точка поверхности Ф, регулярная относительно 
отображения /, и со —ее нормальная окрестность. Возьмем в 
окрестности ш произвольную ориентированную кривую у. не 
проходящую через точку X, относительно которой степень точ¬ 
ки X равна +1. Степень точки f(X) относительно кривой /(у) 
мы будем называть индексом точки X относительно отображе¬ 
ния f и обозначать ]'(Х). Понятие индекса не зависит ни от 
окрестности и, ни от выбора кривой у в ней. Покажем это. 

Пусть соі и о) 2 —две нормальные окрестности точки X, у 4 
и у 2 - замкнутые ориентированные кривые в этих окрестностях 
такие, что 

4 Vl W“ + 1, <7 Ѵ ,Ш = + I- 

Надо показать, что 

? f(Vi) (/(*)) = <7 f(Vj) (/(*)). 

Непрерывной деформацией внутри ш 2 — X кривую у 2 можно 
перевести в любую окрестность точки X , в частности в о>і. При 
этом величины q yj (X) и q fm {f (X)) будут сохранять свои пер¬ 
воначальные значения. После этого кривую у 2 можно непре¬ 
рывной деформацией внутри ац — X перевести в кривую уі, так 
как степени точки X относительно кривых уі и у 2 равны. Но 
при этом величина q fM (f{X)) также не изменяется. Следова¬ 
тельно, для исходных кривых уі и у 2 

q f(yi) {f(X)) = q fM {f{X)). 

Утверждение доказано. 

Лемма 1. Пусть G — гомеоморфная кругу область на по¬ 
верхности Ф, ограниченная простой кривой у, и X — точка об¬ 
ласти G. Пусть для любой точки Y области G или ее границы у, 
отличной от X, f(Y)=£f(X). Тогда, если \j(X) |> 1, то каждая 
точка поверхности Ф, принадлежащая той компоненте разбие¬ 
ния ее кривой f( у), которой принадлежит f(X), кроме самой 
f(X), имеет в G по крайней мере два прообраза. 
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Доказательство. Пусть точка У принадлежит указан¬ 
ной компоненте разбиения поверхности Ф кривой /(у). Пока¬ 
жем сначала, что У имеет по крайней мере один прообраз в G. 
Допустим противное. Будем непрерывно сжимать кривую у к 
точки X внутри G — X. Так как, по предположению, У не имеет 
прообразов в G, то ни в какой момент деформации кривой у 
кривая_/(у) не проходит через точку У и стягивается к точке 
КХ)фУ. Отсюда следует, что степень точки У относительно 
кривой f( у) равна нулю. Но, с другой стороны, она равна 
]'(Х)ф 0, так как для исходного положения кривой у точку f(X) 
можно непрерывно перевести в У, не пересекая кривую /(у). 
Мы пришли к противоречию. Итак, точка У имеет по крайней 
мере один прообраз в G. 

Допустим теперь, что точка У имеет только один прообраз 
в G, обозначим его У. Тогда, очевидно, точка У является регу¬ 
лярной точкой, G будет ее нормальной окрестностью и индекс 
точки У равен индексу точки X, в частности _[/(У) |>1. Дока¬ 
зать существование других прообразов точки У, кроме У, труд¬ 
нее. С этой целью мы рассмотрим некоторые вспомогательные 
построения. 

Пусть из точки О на плоскости а выходит простая лома¬ 
ная а с конечным числом звеньев, уходящая в бесконечность. 
Пусть у —замкнутая ломаная, не содержащая точку О и пере¬ 
секающая ломаную а в конечном числе точек. Пусть ломаные а 
и у как-то ориентированы. Схему пересечений ломаной у с ло¬ 
маной а мы представим строкой вида 

aaä ... aä, 

которая получается следующим образом. Двигаясь вдоль ло¬ 
маной у, мы каждый раз, когда пересекаем ломаную а, записы¬ 
ваем в строку пересечений а или ä, смотря по тому, как пере¬ 
секается ломаная а — справа налево или слева направо. 

Две строки пересечений мы будем называть эквивалентны¬ 
ми, если они могут быть переведены друг в друга элементарны¬ 
ми преобразованиями. К элементарным преобразованиям мы 
относим опускание в строке рядом расположенных элементов 
а и а, пополнение строки такими парами (первый и последний 
элементы строки считаются рядом расположенными), переста¬ 
новку первого элемента на последнее место и, наоборот, по¬ 
следнего элемента на первое место. 

Очевидно, строка пересечений ломаной у с ломаной а после 
опускания в ней всех пар aä и äa имеет вид 

аа... а или ää ... а, 

где число элементов а (соответственно ä) равно |< 7 Ѵ ( 0 )|. 
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При непрерывной деформации ломаной у в области а — О 
строка ее пересечений с а либо не изменяется, либо подвер- 
гается элементарным преобразованиям. 

Разобьем теперь ломаную а произвольной точкой А на две 
ломаные: конечную b и бесконечную с. Каждой замкнутой ло¬ 
маной у> не проходящей через точки О к А, пересекающей а 
в конечном числе точек, мы сопоставим строку пересечений 

ЬсЪ ... с, 

которая получается так же, как и в предыдущем случае. Ана¬ 
логично предыдущему элементарные преобразования строки 
определяются как опускание пар ( bb ), (сс), пополнение строки 
такими парами, перестановка первого элемента на последнее 
место и наоборот. 

Очевидно, если ломаная у непрерывной деформацией пере¬ 
водится в ломаную у' в области а — О — А так, что в каждый 
момент деформации число пересечений ее с а конечно, то строки 
пересечений ломаных у и у' эквивалентны, т. е. переводятся 
друг в друга элементарными преобразованиями. 

Продолжим теперь доказательство леммы. Не ограничивая 
общности, можно считать, что поверхность Ф — плоскость. Про¬ 
ведем из точки f(X) через точку У простую ломаную а, ухо¬ 
дящую в бесконечность. Пусть b — отрезок ломаной между точ¬ 
ками f(X) и У, а с —оставшаяся (бесконечная) часть. 

Возьмем в G малый простой, ограничивающий гомеоморф- 
ную кругу область G' контур у' так, чтобы точка У была вну¬ 
три у', а X — вне ее. Соединим произвольную точку Р кривой у 
с произвольной точкой Q кривой у' простой кривой у", не про¬ 
ходящей через точку X, внутри двусвязной области, ограничи¬ 
ваемой кривыми у и у'. Обозначим у замкнутую кривую, со¬ 
ставленную из кривой у, кривой у' и дважды взятой кривой у". 
Очевидно, кривая у может быть непрерывной деформацией в 
области G — X — У переведена в любую сколь угодно малую 
окрестность точки X. Поэтому кривая f( у) может быть пере¬ 
ведена непрерывной деформацией в любую малую окрестность 
точки ЦХ), не проходя ни в какой момент деформации ни через 
точку У, ни через точку f(X). _ 

Если вписать в кривую f( у) ломаную с достаточно малыми 
звеньями, то ее также можно непрерывной деформацией в об¬ 
ласти Ф — f(X) —У перевести в сколь угодно малую окрест¬ 
ность точки f(X). Чтобы не вводить новых обозначений, будем 
считать, что / (у) является ломаной. 

Легко представить себе деформацию ломаной /(у), при ко¬ 
торой ее части f( у) и f(y') не изменяются, а /(у") переходит 
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в ломаную,_не пересекающую ломаной а. Будем считать, что 
ломаная f(y) в исходном положении обладает этим свойством. 
Тогда строка ее пересечений при соответствующей ориентации 
а элементарными преобразованиями приводится к виду 
ссс... cbcbc ... Ьс. 

Часть строки до первого элемента Ь представляет собой приве¬ 
денную строку пересечений ломаной f(y), а оставшаяся часть — 
приведенную строку пересечений f(y'). В первой части число 
элементов с, а во второй части число пар Ьс равно I/ (X) | = 

= І/(ЛІ- 

_ Ломаную f(y) можно непрерывной деформацией в области 
Ф — f (X) — Y перевести в сколь угодно малую окрестность точ¬ 
ки f(X). При этом строка пересечений f{y) после упрощения 
будет иметь вид 

ьь... ь, 

где число элементов ( Ь ) равно |/ (X) I. Очевидно, строки 
ЬЬ...Ь 
и 

сс... cbc... Ьс 

не эквивалентны. С другой стороны, они должны быть эле¬ 
ментарно преобразуемы друг в друга, так как соответствуют 
ломаным, _которые непрерывной деформацией в области Ф — 
— f(X) — Y переводятся одна в другую. Мы пришли к проти¬ 
воречию. Лемма доказана. 

Пусть Ф и Ф — ориентированные гладкие поверхности и 
f — непрерывное отображение ограниченной вариации поверх¬ 
ности Ф на поверхность Ф. Положительной (отрицательной ) 
вариацией отображения f на множестве Н поверхности Ф мы 
будем называть абсолютную вариацию f на подмножестве 
регулярных относительно отображения f точек Я с положи¬ 
тельным (соответственно, отрицательным) индексом. Полную 
вариацию отображения f на множестве Я определим как раз^- 
ность между положительной и отрицательной вариациями. По¬ 
ложительную, отрицательную и полную вариацию отображе¬ 
ния f на множестве Я будем обозначать ѵ+(Н), ѵ~(Н) и ѵ(Н ) 
соответственно. 

Лемма 2. Абсолютная вариация отображения f на мно¬ 
жестве нерегулярных относительно отображения f точек по¬ 
верхности Ф равна нулю. 

Доказательство. Пусть Я —множество нерегулярных 
относительно отображения f точек поверхности Ф и /(Я) — его 
образ на поверхности Ф. Так как каждая точка /(Я) имеет бес- 
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конечное число прообразов на Ф, то по следствию леммы 4 § 1 
площадь /(Я) равна нулю. Но тогда по лемме 5 § 1 абсолют¬ 
ная вариация / на Я равна нулю. Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Множество Е тех регулярных точек поверхности 
Ф, у которых і / (X) (>1, не более чем счетно. 

Доказательство. Допустим, лемма неверна. Так как 
точки множества Е суть регулярные точки, то для каждой точ¬ 
ки X из Е можно указать такое б, что в б-окрестности точки X 
не будет точек, имеющих своим образом f(X), кроме самой X. 
Отнесем каждой точке Хс~Е число б(А'), обладающее указан¬ 
ным свойством. Очевидно, для некоторого бо>0 найдется не¬ 
счетное множество Ее, „ точек XczE, для которых 6(Х)>6<>. 

Опишем около каждой точки X с z Ее,, «окружность» у х ра¬ 
диуса 6о/2. Пусть К(Х) —расстояние точки f(X) от контура 
f (yx)- Из множества Ее,,, очевидно, известным образом выде¬ 
ляется несчетное подмножество Ее> 0 \ „ таких точек X, для кото¬ 
рых Я(Х)>Я 0 >0. 

Так как множество Еб,к, несчетно, то оно имеет точку сгу¬ 
щения А, принадлежащую поверхности. Возьмем две точки X' 
и X" из Ееъ\, настолько близкие к А, чтобы расстояние между 
ними было меньше бо/2, а расстояние между их образами на 
Ф — меньше Ко- При этом точки f(X') и f(X") принадлежат 
одной компоненте разбиения поверхности Ф кривой }(У Х ,). А то¬ 
гда по лемме 1 внутри области ограниченной кривой у х , можно 
указать по крайней мере две точки, имеющие своим образом 
f(X"). Но это невозможно, так как в бо-окрестности точки X" 
нет точек, имеющих своим образом f{X"), кроме самой X". Мы 
пришли к противоречию. Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Пусть Н) обозначает все те точки поверхности 
ф, которые регулярны относительно отображения f и имеют за¬ 
данный индекс /. Тогда Н, может быть представлено в виде 
Hj = B — со, 

где В — борелевское множество, а со — множество нерегуляр¬ 
ных точек. 

Доказательство. Определим подмножество Н 1 } множе¬ 
ства Hj условием: точку Xc^Hj отнесем к Я/, если в — -окрест¬ 
ности точки X нет точек с образом f{X), кроме самой точки X. 
Покажем, что если регулярная точка У является предельной 
точкой множества Я/, то она принадлежит Я". 

Пусть G — нормальная окрестность точки У диаметра 
меньше 1/л и у — кривая в этой окрестности, относительно ко¬ 
торой степень точки У равна -И. Если точка ^сЯ" доста¬ 
точно близка к У, то G будет для нее нормальной окрестностью, 
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степень ее относительно у будет равна +1, а степень ее образа 
f(X) относительно кривой f(y) будет равна степени точки f(Y) 
относительно той же кривой. Но это значит, что индекс точки У 
равен индексу точки X, т. е. /. Следовательно, точка У принад¬ 
лежит Я". 

Пополним множество Я" предельными точками, не принад¬ 
лежащими Я", и полученное множество обозначим Я/. По до¬ 
казанному множество Я" отличается от Я" только нерегуляр¬ 
ными точками. Так как 

я, -S h", 

а сумма Я" является борелевским множеством, то Hj допу¬ 
скает указанное в лемме представление. Лемма 4 доказана. 

Теорема 1. Положительная , отрицательная и полная ва¬ 
риации непрерывного отображения f поверхности Ф на поверх¬ 
ность Ф являются вполне аддитивными функциями на кольце 
борелевских множеств поверхности Ф. 

Доказательство. Пусть Я — борелевское множество и 
М — любое множество, на котором абсолютная вариация равна 
нулю. Тогда 

ѵ°(Н — М)= ѵ°(Н). 

Действительно, 

о°(Я-Л0<о°(Я), 

так как (Я — М)с.Н. 

Покажем, что 

ѵ°(Н — М)>ѵ°(Н). 

Так как абсолютная вариация на М равна нулю, то существует 
для любого е>0 открытое множество G, содержащее М, такое, 
что ѵ°(0) <в. Имеем 

v°(H — G)+v°(G)>u°(H). 

Отсюда следует, что 

ѵ°(Н — М)>ѵ°{Н)—е. 

И так как г произвольно, то 

ѵ°{Н — М)>ѵ°(Н). 

Принимая во внимание неравенство, указанное вначале, заклю¬ 
чаем 

о 0 (Я — М) = ѵ°(Н). 

Утверждение доказано. 
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Пусть Ни Н 2 , ..., ... — любые борелевские попарно не 

пересекающиеся множества и Н=Н 1 +Н 2 + ... По определению 

ѵЦН)=ѵ°(Н Пй + ), 

где Q + — множество точек поверхности Ф, регулярных относи¬ 
тельно отображения f и имеющих положительный индекс. По 
лемме 4 

й + = В — со, 

где В — борелевское множество, а со — множество, содержащее 
только нерегулярные точки. 

По лемме 2 абсолютная вариация на множестве со равна 
нулю. Поэтому 

ѵ + (Н)=ѵ°(Н(]В). 

В силу полной аддитивности абсолютной вариации 
ѵ°Ш(\В) = І 1 ѵ°(Н ІІ (]В), 
а по только что доказанному 

0 0 (Я А ЛЯ) = и°(я*ла + ). 


Следовательно, 

а + (Я) = 2« + (Я*). 

Аналогично устанавливается полная аддитивность отрица¬ 
тельной вариации ѵ~. Как следствие полной аддитивности ѵ + и 
ѵ~ получается полная аддитивность ѵ. Теорема доказана. 

Теорема 2. Положительная, отрицательная и полная ва¬ 
риации непрерывного отображения f поверхности Ф на поверх¬ 
ность Ф на любом борелевском множестве Н допускают сле¬ 
дующие интегральные представления: 

ѵЦН)=\ n+ H (Y)dY, v~(H) = J n~ H (Y)dY, 

Ф Ф 

v{H)=\(n+ H {Y)-n- H {Y))dY, 

ф 

где n*(Y) — число регулярных прообразов точки Y в Н с ин¬ 
дексом + 1, а n~ H {Y) — число регулярных прообразов с ин¬ 
дексом —1. 

Эта теорема следует из леммы 3 и теоремы 2 § 1. 
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Теорема 3. Пусть G — гомеоморфная кругу область на 
поверхности Ф, ограниченная кривой у, на которой абсолютная 
вариация отображения f равна нулю. Пусть у — образ кривой у 
на поверхности Ф и < 7 -(У) — степень произвольной точки У по¬ 
верхности Ф относительно кривой у. Тогда полная вариация 
отображения f в области G равна 

v(G)= J q- (У) dY. 

Ф— Y 

(Ориентация кривой у предполагается соответствующей ориен¬ 
тации кривой у. а последняя индуцируется ориентацией Ф.) 

Доказательство. Во-первых, заметим, что функция 
q- (У) измерима, так как постоянна и целочисленна на каждой 
связной компоненте множества Ф — у. Далее, в области инте¬ 
грирования Ф — у могут быть опущены все точки У, которые 
имеют среди прообразов на Ф нерегулярные или регулярные 
точки с индексом, по абсолютной величине большим единицы, 
а также те точки У, у которых бесконечное число прообразов. 
Множество всех упомянутых точек имеет площадь, равную 
нулю. 

Пусть точка У имеет в G n + (Y) прообразов с индексом +1, 
/г (У) прообразов с индексом —1 и п°(У) прообразов с ин¬ 
дексом, равным нулю. Разобьем область G на n + (Y) +n~(Y) + 
+п°(У) элементарных областей Gk так, чтобы в каждой обла¬ 
сти Gh был только один прообраз X h точки У. Пусть у* — кон¬ 
тур, ограничивающий область Gh и уь — его образ на Ф. 

Имеем 

<МУ)=2 9 - а (У). 

Так как область G h не содержит других прообразов точки У, 
кроме Xh, то 

4 (y) -W 


Отсюда следует, что 

Ч у (У) = я + (У) - п~ (У). 

И для окончания доказательства достаточно воспользоваться 
интегральным представлением полной вариации, которое дается 
предыдущей теоремой. Теорема доказана. 

Замечание. Интегральное представление для полной ва¬ 
риации, даваемое теоремой 3, без труда распространяется на 
случай многосвязной области G. При этом, если уо—внешний 
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контур, ограничивающий область, а уі . у г — внутренние кон¬ 

туры, то подынтегральная функция 

q-{Y) = q- Q {Y)-q-{Y)~ ... - q^(Y). 


§ 3. Гладкие поверхности ограниченной 
внешней кривизны 

Пусть Ф — ориентированная гладкая поверхность и п(Х) —< 
единичный вектор нормали поверхности, задающий ее ориента¬ 
цию. Сферическим отображением поверхности Ф называется 
отображение ее на единичную сферу, при котором точке X по¬ 
верхности сопоставляется точка сферы с вектором п(Х). 

Гладкая поверхность Ф называется поверхностью ограни¬ 
ченной внешней кривизны, если ее сферическое изображение 
имеет конечную площадь с учетом перекрытия. Точный смысл 
этого наглядного требования заключается в том, что для лю¬ 
бой конечной системы попарно не пересекающихся замкнутых 
множеств на поверхности сумма площадей их образов при сфе¬ 
рическом отображении равномерно ограничена. Таким образом, 
требование ограниченности внешней кривизны поверхности есть 
не что иное, как условие ограниченности вариации ее сфериче¬ 
ского отображения. 

Пусть G — любое открытое множество на поверхности Ф, 
Fi, F 2 , ..., Fr — любые замкнутые попарно не пересекающиеся 
множества в G и Fi, ..., F r — их образы при сферическом ото¬ 
бражении поверхности. Абсолютной кривизной поверхности Ф 
на множестве G мы будем _называть точную верхнюю грань 
сумм площадей множеств Fk по всем конечным системам 
попарно не пересекающихся множеств F k в G. Абсолютную 
кривизну поверхности на любом множестве Н определим как 
точную нижнюю грань абсолютных кривизн на открытых мно¬ 
жествах, содержащих Н. Таким образом, абсолютная кривизна 
поверхности на данном множестве Н есть не что иное, как 
абсолютная вариация сферического отображения поверхности 
на этом множестве. 

Отметим основные свойства абсолютной кривизны. 

Теорема 1. Абсолютная кривизна поверхности на произ¬ 
вольном множестве не меньше площади сферического изобра¬ 
жения этого множества. Абсолютная кривизна равна нулю 
тогда и только тогда, когда площадь сферического изображения 
равна нулю. 

Теорема 2. Абсолютная кривизна поверхности как функ¬ 
ция множества является вполне аддитивной на кольце борелев- 
ских множеств. 


43 А. В. Погорелое 
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Теорема 3. Абсолютная кривизна поверхности на любом 
борелевском множестве Н есть 

о 0 (Я) = J n(Y)dY, 

Q 

где n(Y) — число точек поверхности, имеющих своим образом 
точку Y единичной сферы й при сферическом отображении, 
dY — элемент площади единичной сферы, а интегрирование рас¬ 
пространяется на всю сферу. 

Все эти свойства получаются из соответствующих свойств 
абсолютной вариации непрерывного отображения, каким яв¬ 
ляется сферическое отображение гладкой поверхности. 

Для гладких поверхностей мы определяем следующую клас¬ 
сификацию точек. Точку X гладкой поверхности будем назы¬ 
вать точкой одностороннего расположения, если достаточно ма¬ 
лая окрестность точки X поверхности располагается по одну 
сторону касательной плоскости в этой точке. Все остальные 
точки поверхности будем называть точками двустороннего рас¬ 
положения. Таким образом, в любой, сколь угодно малой ок¬ 
рестности точки X двустороннего расположения найдутся точки, 
расположенные по разные стороны касательной плоскости в X. 

Точку X гладкой поверхности мы будем называть регуляр¬ 
ной (относительно сферического отображения), если в доста¬ 
точно малой окрестности ее нет точек с касательными плоско¬ 
стями, параллельными касательной плоскости в X. Имеет место 

Теорема 4. Абсолютная кривизна поверхности ограничен¬ 
ной внешней кривизны на множестве нерегулярных точек равна 
нулю. 

Эта теорема, так же как и предыдущие, следует из свойств 
абсолютной вариации сферического отображения. 

Дальнейшая классификация точек гладкой поверхности ока¬ 
зывается возможной благодаря следующей теореме Н. В. Ефи¬ 
мова [34]. 

Теорема 5. Пересечение окрестности регулярной точки X 
гладкой поверхности с касательной плоскостью в этой точке 
представляет собой либо точку (точку X), либо четное число 
простых кривых, исходящих из точки X. 

Доказательство. Пусть X — регулярная точка поверх¬ 
ности. Как всякая точка поверхности, X является либо точкой 
одностороннего расположения, либо точкой двустороннего рас¬ 
положения. Пусть X — точка одностороннего расположения. По¬ 
кажем, что касательная плоскость а в точке X с достаточно 
малой окрестностью этой точки на поверхности не имеет дру¬ 
гих общих точек, кроме X. Действительно, в противном случае 
существует последовательность точек X h поверхности, сходя- 



§ 3. Гладкие поверхности ограниченной внешней кривизны 


675 


щаяся к X и такая, что каждая точка этой последовательности 
лежит в плоскости а. Так как точка X является точкой одно¬ 
стороннего расположения, то для точек Я*, достаточно близ¬ 
ких к X, плоскость а является касательной плоскостью, а это 
противоречит предположению о регулярности точки X. Итак, 
если регулярная точка X является точкой одностороннего рас¬ 
положения, то касательная плоскость поверхности в этой точке 
имеет с достаточно малой окрестностью точки X только одну 
общую точку — точку X. 

Пусть теперь регулярная точка X поверхности является точ¬ 
кой двустороннего расположения. Покажем, что пересечение 
окрестности точки X с касательной плоскостью в этой точке со¬ 
стоит из четного числа простых кривых, исходящих из точки X. 

Пусть U — окрестность точки X, в которой 'нет точек с нор¬ 
малями, параллельными нормали в точке X. Обозначим Я пе¬ 
ресечение окрестности U с касательной плоскостью а в точке X 
и Н=Н — X. Так как карательная плоскость поверхности в 
каждой точке множества Я не совпадает^ с плоскостью а, то 
каждая связная компонента множества Я представляет собой 
простую дугу. 

Пусть у — связная компонента П. Фиксируем на ней про¬ 
извольную точку А. Пусть Я,(У) —расстояние точки У кривой у 
от точки X, а р(У) —расстояние ее от границы окрестности U. 
Тогда при движении точки У вдоль кривой у в любом из двух 
направлений от А либо Я,(У) —>0, либо р(У) —»0. Покажем это. 

Возьмем в качестве параметра на кривой у дугу s, отсчиты¬ 
ваемую от точки А (на любом отрезке AY кривая у гладкая, 
а потому спрямляема). Функция s (У), рассматриваемая по одну 
сторону от А, может быть ограниченной или неограниченной. 
Рассмотрим каждый из этих случаев. 

Пусть з(У) ограничена и а —точная верхняя грань ее зна¬ 
чений. При s(Y)-*a точка У стремится к определенному пре¬ 
дельному положению У 0 . У 0 не может быть внутренней точкой 
области U — X, так как в окрестности этой точки Я предста¬ 
вляет собой простую кривую, для которой Уо была бы вну¬ 
тренней точкой. Таким образом, У 0 либо совпадает с X, тогда 
А,(У) —► 0, либо лежит на границе U, и тогда р(У) —► 0. 

Рассмотрим теперь второй случай. В этом случае при дви¬ 
жении У от Л в данном направлении з(У) —>• оо. Если утвер¬ 
ждение относительно функций Я, и р неверно, то существует 
последовательность точек Уь, обладающая следующими свой¬ 
ствами: 

1. s(y ft )->o о при k -> оо. 

2. ЧУ*)>е, МУ*)>е, 

где е — положительное число. 


43* 
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Не ограничивая общности, можно считать также, что 
s(Y k ) s (> 1. 

Множество точек Y k имеет точку сгущения У 0 , являющуюся 
внутренней_точкой области U — X. Эта точка, очевидно, при¬ 
надлежит Я, которое в малой окрестности точки У 0 предста¬ 
вляет собой простую дугу у конечной длины. И так как Y h тоже 
принадлежит Я, то они должны быть на этой дуге при доста¬ 
точно большом k. Следовательно, дуга у является частью у. 
Ввиду конечности длины у на ней не может быть бесконечного 
множества точек У/,. Мы пришли к противоречив Итак, при 
движении вдоль любой компоненты у множества Я в том или 
другом направлении мы неограниченно приближаемся либо 
к точке X, либо к границе окрестности U. 

Очевидно, каждая компонента Я, при движении вдоль ко¬ 
торой в любую сторону неограниченно убывает расстояние до 
границы U, находится на положительном расстоянии от точки X. 

Множество всех компонент Я, которые пересекают е-окрест- 
ность точки X, конечно, если достаточно мало е. Для доказа¬ 
тельства заметим прежде всего, что не существует компоненты у 
множества Я, при движении вдоль которой в любом из двух 
направлений мы неограниченно приближались бы к точке X. 
Действительно, такая компонента, пополненная точкой X, огра¬ 
ничивала бы кусок поверхности, принадлежащей U. И так как 
край этого куска поверхности лежит в плоскости а, то, оче¬ 
видно, найдется на нем точка, в которой касательная плоскость 
будет параллельна плоскости а — касательной плоскости в 
точке X. Но это невозможно по выбору окрестности U. Отсюда 
следует, что любая компонента у множества Я, пересекающая 
e -окрестность точки X, пересекает ее границу. 

Допустим, число компонент, пересекающих е-окрестность 
точки X, бесконечно. Возьмем на каждой такой компоненте у 
точку У, лежащую на границе е-окрестности. Пусть У 0 — точка 
сгущения точек У. Так как множество Я в малой окрестности 
точки У 0 представляет собой простую дугу у, то при достаточной 
близости У к У 0 точка У должна быть на у и, следовательно, у 
содержит У 0 . Но это возможно только для одной компоненты. 
Мы пришли к противоречию. Таким образом, число компо¬ 
нент Й конечно и, следовательно, в непосредственной близости 
точки X будут только те компоненты, которые в одну сторону 
неограниченно приближаются к точке X, в другую — к границе 
окрестности U. Точка X является концевой точкой для таких 
компонент. 

Итак, пересечение окрестности U точки X с касательной пло¬ 
скостью в этой точке в непосредственной близости точки X со¬ 
стоит из конечного числа простых кривых, исходящих из X. 
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То, что число кривых четно, вытекает из того, что эти кри¬ 
вые разбивают окрестность точки X на «секторы» так, что 
смежные секторы располагаются по разные стороны касатель¬ 
ной плоскости в точке X. Теорема доказана. 

Регулярную точку X гладкой поверхности мы будем назы¬ 
вать эллиптической, если достаточно малая окрестность точки X 
на поверхности имеет с касательной плоскостью в точке X 
только одну общую точку — точку X. 

Точку X поверхности будем называть параболической, если 
пересечение касательной плоскости в точке X с поверхностью 
вблизи X состоит из двух простых дуг, исходящих из X. 

Точку X назовем гиперболической, если пересечение каса¬ 
тельной плоскости в X с поверхностью вблизи X состоит из че¬ 
тырех простых дуг, исходящих из X. 

Остальные регулярные точки будем называть точками упло¬ 
щения. Вблизи точки уплощения X пересечение поверхности 
с касательной плоскостью состоит из четного числа (большего 
четырех) простых дуг, исходящих из X. 

Пусть Я— любое множество точек на гладкой поверхности 
ограниченной внешней кривизны. Положительной ( отрицатель¬ 
ной ) кривизной поверхности на множестве Я мы будем назы¬ 
вать абсолютную кривизну поверхности на подмножестве эллип¬ 
тических (соответственно гиперболических) точек. Полной кри¬ 
визной поверхности на множестве Я будем называть разность 
между положительной и отрицательной кривизнами. 

Теорема 6. На гладкой поверхности ограниченной внеш¬ 
ней кривизны положительная, отрицательная и полная кривизны 
суть ограниченные вполне аддитивные функции на кольце бо- 
релевских множеств поверхности. 

Теорема 7. Положительная, отрицательная и полная кри¬ 
визны поверхности на любом борелевском множестве Я допу¬ 
скают интегральное представление 

0+ (Я) = J n*(Y)dY, о"(Я)- J я* (У) dY, 

a q 

°(Н)= \ (n+ H (Y)-n- H (Y))dY, 
а 

где n^{Y) — число эллиптических, a n~ H (Y)— число гиперболиче¬ 
ских точек в Я, имеющих своим образом точку У при сфериче¬ 
ском отображении поверхности, dY — элемент площади единич¬ 
ной сферы и интегрирование распространяется на всю сферу. 

Теорема 8. Пусть сферическое изображение гомеоморф- 
ной кругу области G, ограниченной простой кривой у с равной 
нулю площадью сферического изображения , не покрывает 
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точку S единичной сферы. Тогда полная кривизна поверхности 
в области G равна 


o(G)= J q-(Y)dY, 


где q-(Y) — степень точки Y на сфере Q с удаленной точкой S 
относительно кривой у — сферического изображения у, а ин¬ 
тегрирование распространяется на множество Й — у — S точек 
единичной сферы. 

Теоремы 5, 6, 7 непосредственно вытекают из соответствую¬ 
щих свойств положительной, отрицательной и полной вариаций 
(§ 2) в применении к сферическому отображению и следующей 
леммы [34]. 

Лемма. Каждая регулярная точка гладкой поверхности 
имеет относительно сферического отображения определенный 
индекс. Если единичная сфера соответствующим образом ориен¬ 
тирована, то индексы эллиптической, параболической и гипер¬ 
болической точек соответственно равны. +1, 0 и —1, а индекс 
точки уплощения меньше —1. 

Доказательство. То, что каждая регулярная точка по¬ 
верхности имеет определенный индекс относительно сфериче¬ 
ского отображения, следует из того, что каждая такая точка 
является регулярной относительно сферического отображения. 
Выясним, чему равен индекс в различных случаях. 

Согласно определению, ориентация поверхности задается 
единичным вектором нормали. Мы будем предполагать, что еди¬ 
ничная сфера ориентирована единичным вектором п(Х), задаю¬ 
щим ориентацию поверхности. 

Пусть X — эллиптическая точка поверхности и а — касатель¬ 
ная плоскость в этой точке. Проведем параллельную и близкую 
к ней плоскость со стороны, где расположена поверхность. Она 
пересечет поверхность вблизи точки X по гладкой простой замк¬ 
нутой кривой у, охватывающей точку X. 

Пусть X — тбчка, соответствующая при сферическом отобра¬ 
жении точке X, и у — контур, соответствующий контуру у. Обо¬ 
значим t(Y) полукасательную кривой у в точке Y, а я (У) — 
внешнюю нормаль в этой точке. Спроектируем контур у на ка¬ 
сательную плоскость сферы в точке X. Полупрямая £(У), иду¬ 
щая из точки X в точку проекции кривой у, соответствующую 
точке У, параллельна n(Y). Индекс точки X есть полное изме¬ 
нение угла, образуемого полупрямой £(У) с некоторым фикси¬ 
рованным направлением, при обходе кривой у, деленное на 2я. 
А так как полупрямые g( У) и t(Y) перпендикулярны, то оно 
равно полному изменению угла, образуемого полукасательной 
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t(Y) с фиксированным в плоскости направлением. Последнее 
же, очевидно, равно 2я. Следовательно, индекс эллиптической 
точки равен +1. 

В случае регулярных точек двустороннего расположения по¬ 
ступаем следующим образом. Проведем две плоскости аі и а 2 , 
параллельные плоскости а, близкие к ней и расположенные по 
разные стороны от а. Плоскость а пересекает поверхность в 
окрестности точки X по 2т кривым, которые разбивают окрест¬ 
ность точки X на 2т секторов. Каждая из плоскостей аі и а 2 
пересекает поверхность по т кривым. Для одной плоскости эти 
кривые располагаются в четных секторах, дл-я другой — в не¬ 
четных. При аі, а 2 —*■ а эти кривые сходятся к сторонам сек¬ 
торов. 

Возьмем на каждой кривой у& пересечения плоскости а с по¬ 
верхностью точку X k и соединим ее кривыми y' k и y" k вблизи Xk 
с кривыми пересечения плоскостей сі) и а 2 с поверхностью, ко¬ 
торые расположены в секторах, прилегающих к у&. Так из кри¬ 
вых пересечения плоскостей аі и а 2 с поверхностью и кривых 
у', У'к образуется контур у, охватывающий точку X. В даль¬ 
нейшем он играет ту же роль, что и контур у в рассмотренном 
случае эллиптической точки. 

Пусть у — сферическое изображение контура у _и у — его 
проекция на касательную плоскость сферы в точке X. Обозна¬ 
чим g(Y) полупрямую, идущую из точки X в точку кривой у, 
соответствующую точке У кривой у. Тогда индекс точки X ра¬ 
вен деленному на 2я полному изменению угла О (Y), образуе¬ 
мого полупрямой g(Y) с некоторым фиксированным направле¬ 
нием, при обходе контура у. 

Это изменение можно представить как сумму изменений ука¬ 
занного угла на участках кривой, определяемых секторами. Из¬ 
менение угла ft (У) на участке кривой у, расположенном внутри 
сектора, ограниченного кривыми y Ä и уд+і, мало отличается от 
фь — л, где фй — угол, образуемый касательными в точках Xk 
и X h+ i кривых y Ä и уй+і. Чтобы в этом убедиться, надо восполь¬ 
зоваться параллельностью £(У) и нормали кривой пересечения 
плоскости аі (или а 2 ) с поверхностью в точке У. 

Разность между изменением угла ft (У) на участке кривой у 
в секторе (у*, ук+іі и величиной ф й — л сколь угодно мала, если 
плоскости аі и а 2 достаточно близки к а. Таким образом, ин¬ 
декс точки X сколь угодно мало отличается от величины 


И так как он должен быть целым, то он равен (1 — /я). 
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Отсюда следует, что индекс параболической точки равен 
нулю, индекс гиперболической точки равен —1, а индекс точки 
уплощения меньше —1. Лемма доказана. 

Сейчас мы докажем ряд теорем, которые найдут применение 
в следующих двух параграфах при изучении поверхностей не¬ 
отрицательной и нулевой внешней кривизны. Некоторые из этих 
теорем представляют и самостоятельный интерес. 

Мы будем говорить, что поверхность Ф не допускает отре¬ 
зания «горбушек», если среди областей, на которые ее разби¬ 
вает произвольная плоскость-а, не найдется такой, граница ко¬ 
торой целиком принадлежала бы плоскости а. Очевидно, на по¬ 
верхности, не допускающей отрезания горбушек, не может быть 
эллиптических точек, и положительная кривизна такой поверх¬ 
ности равна нулю. 

Теорема 9. Пусть Ф — гладкая поверхность, не допускаю¬ 
щая отрезания горбушек, X — точка поверхности ф и а — ка¬ 
сательная плоскость в этой точке. 

Тогда либо среди областей, на которые разбивает пло¬ 
скость а поверхность Ф, найдутся четыре, для которых точка X 
граничная, либо плоскость а касается поверхности вдоль кон¬ 
тинуума, содержащего точку X. 

Доказательство. Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что поверхность Ф гомеоморфна кругу, однозначно проек¬ 
тируется на плоскость а и что плоскость а является пло¬ 
скостью ху. Проведем через точку X плоскость ß, перпендику¬ 
лярную плоскости а. Она пересечет поверхность по некоторой 
кривой у- Можно считать, что кривая у в окрестности точки X 
не является прямолинейным отрезком. (Если для каждой пло¬ 
скости ß кривая у в окрестности точки X является прямолиней¬ 
ным отрезком, то существование континуума, о котором идет 
речь в теореме, очевидно.) 

Проведем в плоскости ß прямую g так, чтобы она пере¬ 
секала кривую у в двух близких к X точках А и В, нигде не 
касалась этой кривой и чтобы число точек пересечения было 
конечным. Не ограничивая общности, будем предполагать, что 
между точками А и В нет других точек пересечения и что от¬ 
резок AB прямой g расположен над поверхностью. 

Утверждается, что через прямую g можно провести пло¬ 
скость б так, что среди областей, на которые разбивает эта 
плоскость поверхность, найдутся три, каждая из которых содер¬ 
жит на границе по крайней мере одну из точек А или В и «при¬ 
легает» к границе поверхности Ф. 

Возьмем на прямой g три точки L, М и N вне поверхности: 
точку L, близкую к А, вне отрезка AB так, чтобы на отрезке LA 
не было точек поверхности, точку М на отрезке AB, точку N, 
близкую к В, вне отрезка AB так, чтобы отрезок BN не пере- 
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секал поверхность. Таким образом, в нашем предположении от¬ 
носительно расположения отрезка AB и поверхности точка М 
находится над поверхностью, а точки L и N под ней. Обозна¬ 
чим L, М и N проекции точек L, М и N на поверхность пря¬ 
мыми, параллельными оси г. 

Пусть G l , G m и G n — области _разбиения поверхности пло¬ 
скостью 6 , содержащие точки L, М и N соответственно. Оче¬ 
видно, если области G L и G N не совпадают, то три области Gl, 
G M , G n и есть те, существование которых утверждается. 

Обозначим у отрезок AB кривой у. Так как поверхность Ф 
не допускает отрезания горбушек, то, какова бы ни была пло¬ 
скость б, точку М можно соединить с границей поверхности 
кривой у е , которая целиком лежит под плоскостью б, причем 
точка М является единственной общей точкой кривых у в и у. 
Относительно кривой у в мы будем говорить, что она проходит 
справа (слева) от у, если она вблизи точки М расположена 
справа (соответственно слева) от у. 

Допустим, для некоторой плоскости б можно указать две 
кривые — Y 5 и Yj, проходящие справа, соответственно слева, 
от у. Очевидно, каждую из кривых у' 6 и у" 6 можно считать про¬ 
стой. В противном случае можно построить, исходя из кривых 
У^ и у" ь , простые кривые, обладающие теми же свойствами. 

Кривые Уд и Yj не имеют других общих точек, кроме М. 
Действительно,_пусть Р — первая их_точка пересечения, если 
следовать из М вдоль у в . Отрезки МР кривых у£ и у" ь обра¬ 
зуют простую замкнутую кривую. Она ограничивает гомео- 
морфную кругу область Ф' на поверхности. Очевидно, одна из 
точек — А или В — принадлежит Ф'. И так как край поверхно¬ 
сти Ф' и точки А, В располагаются по разные стороны пло¬ 
скости 6 , то эта плоскость отрезает горбушку. Но это невоз¬ 
можно по условию теоремы. 

Итак, кривая Ye + Ya простая. Она разбивает поверхность Ф 
на две части. В одной из них точка А,_ а с_ней и Г, а в дру¬ 
гой— точки В и N. Вместе с точками L и N указанным обла¬ 
стям принадлежат G L и C N , которые, таким образом, различны. 
Остается показать, что всегда найдется положение плоскости б, 
для которого есть две кривые у' 6 и Yj. обладающие указанным 
свойством. 

Если плоскость б из вертикального положения повернуть в 
ту или другую сторону на малый угол, то в одном случае суще¬ 
ствует только правая кривая у 6 , а в другом — только левая. От¬ 
сюда следует, что существует такое положение бо плоскости б, 
для которого существуют плоскости, сколь угодно близкие к бо, 
с правыми и левыми кривыми у 4 . 
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Пусть для самой плоскости 6о кривая у бо правая. Возьмем 
близкое к бо положение бі плоскости б, чтобы кривая у 6 была 
левой. Так как кривая у вс лежит существенно под плоско¬ 
стью бо, то кривая у бо будет также под плоскостью бі из-за- 
близости бі к б 0 . Таким образом, для плоскости бі существует 
правая и левая кривая у в . А в этом случае, как показано выше, 
G l , G m и G n различны. 

Возьмем теперь последовательность прямых g, сходящуюся 
к касательной у в точке X. Для каждой прямой получим три не 
пересекающиеся области — G L , G M и G N . Когда g сходится 
к касательной в точке X, точки L, М, N сходятся к точке X, 
плоскость б в , определяющая указанные области, сходятся к ка¬ 
сательной плоскости поверхности в точке X. 

Область G M разбивается отрезком у кривой у на две обла¬ 
сти — G'm и Gm. Для каждой из четырех областей G — Gl, G n , 
Gm и Gm — можно сделать два предположения, которые мы 
будем обозначать Й и й. 

Условие й: для каждого е>0 в е-окрестности точки X вну¬ 
три G найдется точка Y, расстояние которой от касательной 
плоскости поверхности в точке X не меньше >0, причем h 
зависит только от е и не зависит от плоскости б, которой опре¬ 
деляется G. Условие Й заключается в том, что условие Й не 
выполняется для некоторого е. 

Покажем, что если выполняется условие й, то существует 
континуум на поверхности, содержащий точку X, вдоль кото¬ 
рого касательная плоскость стационарна, т. е. совпадает с ка¬ 
сательной плоскостью в точке X. 

Опишем около точки X кружок радиуса е/2 на поверхности 
и обозначим связную компоненту G внутри этого кружка, до¬ 
статочно близкую к точке X, через G e . Угол, образуемый каса¬ 
тельной плоскостью в произвольной точке G e с плоскостью а — 
касательной плоскостью в X, — равномерно стремится к нулю 
для некоторой последовательности плоскостей б, сходящихся 
к а. Действительно, допустим, на G e есть точка V такая, что 
указанный угол больше до>0. Тогда в области G можно уда¬ 
литься от плоскости_а на расстояние порядка е tg а это про¬ 
тиворечит условию й. 

Пусть последовательность положительных чисел сходится 
к нулю. Определим последовательность множеств Mh на поверх¬ 
ности Ф. Точку X поверхности отнесем M h , если ее расстояние 
от плоскости а не больше ц*. и угол, образуемый касательной 
плоскостью в этой точке с плоскостью а, также не больше ць- 
Для любого M h найдется G e , в нем содержащаяся. Поэтому Mh 
содержит связную компоненту, которая пересекает границу 
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е/2-окрестности U e точки X и сколь угодно близка к X. Отсюда 
следует, что пересечение всех M k содержит континуум, исходя¬ 
щий из точки X, вдоль которого поверхность касается пло¬ 
скости а. 

Пусть теперь для каждой из четырех областей G выпол¬ 
няется условие Q. Покажем, что тогда среди областей, на ко¬ 
торые плоскость а разбивает поверхность Ф, найдутся четыре, 
содержащие на границе точку X. 

Сместим плоскость ос вверх и вниз параллельно себе на ма¬ 
лое расстояние h. Полученные при этом плоскости обозна¬ 
чим ос + и а~ соответственно. При достаточно малом h области 
G l и G n будут иметь точки над плоскостью а + , сколь угодно 
близкие к точке X , а области Gm и Gm — точки, расположенные 
под плоскостью ос, тоже сколь угодно близкие к X. Обозначим 
G l , G n , Gm и Gm области на поверхности Ф, содержащие ука¬ 
занные точки и расположенные над плоскостью сс + и от соот¬ 
ветственно. Если после того, как точки выбраны, взять пло¬ 
скость б, достаточно близкую к а, то области G L , Gn, Gm и Gm 
будут частями областей Gl, Gn, G' m и Gm и не будут пересе¬ 
каться. Каждая из четырех областей Gl, . Gm прилегает 
к границе поверхности Ф (иначе она представляла бы собой 
горбушку). При h — ► 0 области Gl, ..., Gm сходятся к четы¬ 
рем не пересекающимся областям, каждая из которых содержит 
на границе точку X. Теорема доказана. 

Теорема 10. Пусть Ф — гладкая поверхность, не допу¬ 
скающая отрезания горбушек, и К — континуум на ней, имею¬ 
щий сферическим изображением точку. Тогда касательная пло¬ 
скость поверхности вдоль континуума К стационарна, т. е. ка¬ 
сательная плоскость поверхности во всех точках континуума 
одна и та же. 

Доказательство. Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что поверхность Ф задана уравнением 

z — z(x, у) 


и в точках континуума 


дг 

дх 


дг 

ду 


0 . 


Допустим, утверждение теоремы неверно и континуум со¬ 
держит две точки — А и В, координаты z у которых различны. 
Пусть для определенности z A <z B . Рассечем поверхность Ф пло¬ 
скостью оц: 


Z — t, 
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Эта плоскость содержит по крайней мере одну точку С ( кон¬ 
тинуума К. Обозначим M t ту компоненту пересечения плоско¬ 
сти at с поверхностью, которой принадлежит точка C t . По тео¬ 
реме 9 Aft либо содержит континуум, вдоль которого дгідх— 
= дг/ду=0 , либо разбивает поверхность по крайней мере на че¬ 
тыре области. В работе А. С. Кронрода [42] показано, что мно¬ 
жество значений t, для которых имеет место хотя бы одна из 
указанных возможностей, имеет меру нуль. Отсюда следует, что 
весь континуум К лежит в плоскости г = const, которая касается 
поверхности во всех точках К■ Теорема доказана. 

Теорема 11. Если поверхность ограниченной внешней кри¬ 
визны допускает отрезание горбушек, то положительная кри¬ 
визна поверхности отлична от нуля, в частности на поверхно¬ 
сти есть эллиптические точки. 

Доказательство. Пусть а — плоскость, отрезающая гор¬ 
бушку S от поверхности, т. е. кусок поверхности с краем, цели¬ 
ком лежащим в плоскости а. Поверхность S имеет опорные пло¬ 
скости всех направлений, достаточно близких к а. Отсюда 
следует, что сферическое изображение множества точек односто¬ 
роннего расположения имеет не равную нулю площадь. Так как 
сферическое изображение множества нерегулярных точек по¬ 
верхности имеет площадь, равную нулю, а регулярная точка 
одностороннего расположения может быть только эллиптиче¬ 
ской, то сферическое изображение множества эллиптических 
точек поверхности имеет площадь, отличную от нуля. Следова¬ 
тельно, положительная кривизна поверхности отлична от нуля. 
Теорема доказана. 

Теорема 12. Если на поверхности ограниченной внешней 
кривизны есть эллиптическая ( гиперболическая) точка, то по¬ 
ложительная (соответственно отрицательная) кривизна поверх¬ 
ности отлична от нуля. 

Если на поверхности есть параболическая точка, то поло¬ 
жительная и отрицательная кривизна отличны от нуля. 

Доказательство. То, что положительная кривизна по¬ 
верхности отлична от нуля, если на ней есть эллиптическая 
точка, следует из теоремы 11, так как в этом случае поверх¬ 
ность, очевидно, допускает отрезание горбушек. 

Пусть X — гиперболическая точка поверхности. Покажем, 
что отрицательная кривизна поверхности отлична от нуля. Пусть 
ш — малая гомеоморфная кругу окрестность точки X, ограни¬ 
ченная простой кривой у и такая, что в ней и на ее границе у 
нет точек с касательными плоскостями, параллельными_каса- 
тельной плоскости в X, кроме самой X. Обозначим X и у сфе¬ 
рическое изображение точки X и кривой у соответственно, 
a U — компоненту разбиения сферы кривой у, которой принад- 
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лежит точка X. Почти все точки U имеют в со в качестве прооб* 
разов только эллиптические, гиперболические и параболические 
точки и притом в конечном числе. А так как степень точки Tct/ 
равна сумме индексов_ прообразов и в то же время равна 
(—1) —степени точки X, то среди прообразов должны быть ги¬ 
перболические точки. Таким образом, площадь сферического 
изображения гиперболических точек поверхности не меньше 
площади U. Следовательно, отрицательная кривизна поверхно¬ 
сти отлична от нуля. 

Рассмотрим случай параболической точки X. Допустим, су¬ 
ществуют сколь угодно близкие к X эллиптические точки. Тогда 
положительная кривизна поверхности в сколь угодно малой ок¬ 
рестности точки X отлична от нуля. Отсюда следует, что в лю¬ 
бой сколь угодно малой окрестности U* точки X есть множе¬ 
ство М положительной площади, каждая точка которого имеет 
среди прообразов хотя бы одну эллиптическую точку, а осталь¬ 
ные прообразы могут быть только гиперболическими и парабо¬ 
лическими точками. Так как сумма индексов прообразов точки 
Ус=Л1 в со должна быть равна нулю (степени X относительно у), 
если окрестность достаточно мала, а среди прообразов заве¬ 
домо есть эллиптическая точка, то среди них должна быть хотя 
бы одна гиперболическая точка. И, следовательно, по доказан¬ 
ному отрицательная кривизна поверхности также не равна 
нулю. 

Допустим теперь, что в достаточно малой окрестности 
точки X нет эллиптических точек поверхности. Не ограничивая 
общности, можно считать, что такой окрестностью является со. 
Поверхность со не допускает отрезания горбушек в силу тео¬ 
ремы 11. А тогда по теореме 9 точка X не может быть парабо¬ 
лической, так как касательная плоскость поверхности в точке X 
разбивает окрестность на две области, а плоского континуума, 
о котором идет речь в теореме 9, не может быть из-за регуляр¬ 
ности точки X. Теорема доказана. 

Теорема 13. Замкнутая поверхность Ф ограниченной внеш¬ 
ней кривизны имеет полную кривизну 

а=2ях(Ф), 

где %(Ф) — эйлерова характеристика поверхности. 

Доказательство. Для гладкой кусочно-аналитической 
поверхности это утверждение следует, как известно, из теоремы 
Гаусса — Боннэ. 

Разобьем поверхность Ф на малые элементарные области G k , 
ограниченные кривыми у й . Возьмем в каждой области G h 
точку X h . Пусть Xh ее сферическое изображение, а х\ — точка 
сферы to, диаметрально противоположная Xh- Обозначим у& 
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сферическое изображение кривой y ft и q (К)—степень 
точки У cz со на сфере со с удаленной точкой X*. Тогда 

о(Ф) = 2{ <?ѵ.Г W dY - 

ft (В k k 

Очевидно, в этой формуле можно взять вместо точек Х\ близ¬ 
кие точки. 

Пусть Ф — близкая к Ф гладкая кусочно-аналитическая по¬ 
верхность, причем такая, что в близких точках касательные пло¬ 
скости поверхностей Ф и Ф образуют малые углы. Подвергнем 
поверхность Ф разбиению на элементарные области Gh кусочно¬ 
регулярными кривыми уй, близкими к кривым уь, топологически 
эквивалентному разбиению поверхности Ф на области G&. Пусть 
в соответствующих точках поверхностей Ф и Ф, лежащих на 
границе по крайней мере трех областей G, нормали парал¬ 
лельны. Полная кривизна поверхности Ф равна 

о(Ф) = 2/*г -,(Y)dY. 

ft во y k’ X k 

Покажем что 

2J4 r K mdr -'Zlb k .r i {r)dr - 

Отрезки кривых ys и Yft естественным образом поставлены в 
соответствие топологической эквивалентностью разбиения на 
элементарные области поверхностей ф и Ф. Пусть у —отрезок, 
общий кривым у, и Уу, а у— соответствующий отрезок, общий 
кривым у г и Уу. Имеем 

J ътлг+І я -mdY-j (,. т+ч,туг- 

~1 %*, тлг ~1 ч тлг+ ! \ {X)dY ' 

где yj и у' получаются заменой в кривых у,- и у j отрезка у на 
отрезок у. Таким образом, можно последовательно заменить 
отрезки кривых y ft соответствующими отрезками кривых у* и 
перейти от степени точки относительно кривых y ft к степени ее 
относительно кривых у*,. Этим и устанавливается равенство 
сумм соответствующих интегралов, т. е. равенство полных кри¬ 
визн поверхностей Ф и Ф. 
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Итак, для доказательства теоремы достаточно построить 
кусочно-аналитическую поверхность, обладающую указанными 
свойствами. Возьмем малое е>0, и достаточно густую сеть 
точек A h на поверхности. Около каждой точки Ah опишем шар 
cos радиуса e. Пусть T — тело, составленное из всех шаров гал. 
При достаточной густоте точек A h связная компонента S гра¬ 
ницы Т представляет собой кусочно-аналитическую поверхность, 
близкую к Ф, причем ее касательные плоскости образуют с ка¬ 
сательными плоскостями Ф в близких точках малые углы. 
Остается, таким образом, только сгладить построенную поверх¬ 
ность. 

Не ограничивая общности, можно считать, что никакие че¬ 
тыре сферы S h , ограничивающие шары гал, не пересекаются в 
одной точке. Представим себе, что шар га достаточно малого 
радиуса обкатывает поверхность 5 снаружи 7\_При этом он 
огибает некоторую поверхность S. Поверхность Ф, которую мы 
хотим получить, является частью S. Она состоит из кусков 
сфер 5ft, кусков торов, соответствующих пересечениям сфер Sh 
по две, и кусков сфер га, соответствующих пересечениям Sh по 
три. Очевидно, указанным построением можно удовлетворить 
и последнему условию, которому должна удовлетворять поверх¬ 
ность Ф, именно, чтобы в соответствующих точках поверхно¬ 
стей Ф и Ф, лежащих на границе по крайней мере трех элемен¬ 
тарных областей G, нормали были параллельны. Теорема до¬ 
казана. 

§ 4. Поверхности нулевой внешней кривизны 

Гладкую поверхность Ф ограниченной внешней кривизны мы 
будем называть поверхностью нулевой кривизны, если ее поло¬ 
жительная и отрицательная кривизны равны нулю. Очевидно, 
полная кривизна такой поверхности на любом множестве равна 
нулю. Обратное также верно. Именно, если полная кривизна 
поверхности на любом множестве равна нулю, то поверхность 
является поверхностью нулевой кривизны. Более того, если пол¬ 
на;,' кривизна на любом открытом множестве равна нулю, то 
поверхность является поверхностью нулевой кривизны. Пока¬ 
жем это. 

Если полная кривизна на любом открытом множестве равна 
нулю, то в силу полной аддитивности она равна нулю на всех 
борелевских множествах. Отсюда следует, что положительная и 
отрицательная кривизны на всех борелевских множествах равны 
нулю. В частности, положительная и отрицательная кривизны 
всей поверхности равны нулю. 

В настоящем параграфе мы выясним строение поверхностей 
нулевой кривизны. 
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Теорема 1. Поверхность нулевой кривизны развертываю¬ 
щаяся (г. е. локально изометрична плоскости) и имеет обычное 
для регулярных развертывающихся поверхностей строение 
с прямолинейными образующими и стационарной касательной 
плоскостью вдоль каждой образующей. 

Доказательство. Во-первых, покажем, что площадь 
сферического изображения поверхности нулевой кривизны равна 
нулю. Действительно, на поверхности не может быть ни эллип¬ 
тических, ни гиперболических, ни параболических точек, так как 
при наличии на поверхности хотя бы одной из указанных 
точек, как показано в предыдущем параграфе, либо положи¬ 
тельная, либо отрицательная кривизна отлична от нуля, что 
невозможно. Так как на поверхности нет ни эллиптических, ни 
гиперболических, ни параболических точек, то ее абсолютная 
кривизна равна нулю, а следовательно, равна нулю и площадь 
сферического изображения. 

В ближайших рассмотрениях мы ограничимся достаточно 
малым куском поверхности и будем предполагать, что он задан 
уравнением 

z=z(x, у) 

над некоторым кругом К плоскости ху. 

Обозначим Ер множество тех точек поверхности, в которых 
дг/дх=р. Тогда для почти всех р касательная плоскость вдоль 
каждой компоненты Е р стационарна. Действительно, сфериче¬ 
ское изображение Е ѵ расположено на дуге большого круга х р . 
Так как площадь сферического изображения поверхности равна 
нулю, то для почти всех р линейная мера, сферического изобра¬ 
жения Ер на х р равна нулю. Отсюда следует, что для каждого 
такого р сферическое изображение любой компоненты Е р есть 
точка. По теореме предыдущего параграфа заключаем, что ка¬ 
сательная плоскость вдоль каждой компоненты Е р стационарна,. 
Утверждение доказано. 

Пусть касательная плоскость поверхности вдоль каждой 
компоненты Е р стационарна. Тогда каждая такая компонента 
пересекается с границей поверхности. Допустим, утверждение 
неверно их — компонента Е р , которая не пересекается с грани¬ 
цей поверхности. Пусть е —- настолько малое положительное 
число, что е-окрестность х тоже не пересекается с границей по¬ 
верхности. Существует разбиение множества Е ѵ на два замк¬ 
нутых подмножества— Е р и Е р , находящихся на положитель¬ 
ном расстоянии, из коих первое содержит х и содержится в его 
е-окрестности. 

Так как множество Е р находится на положительном рас¬ 
стоянии от границы поверхности и множества Е р , то суще¬ 
ствует простая замкнутая кривая у, отделяющая Е' р от границы 
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поверхности и не пересекающаяся с Е р . Пусть G — гомеоморф- 
ная кругу область, ограниченная этой кривой. 

Вдоль кривой у разность дг/дх — р сохраняет знак. Пусть 
для определенности дг/дх>р + б (6>0). Возьмем произволь¬ 
ное р' между р и р + 6. Множество £ р - отделяет х от у. Следо¬ 
вательно, в Ер- найдется компонента ѵ> отделяющая х от у. 
Она содержится в области G. Обозначим х ту компоненту раз¬ 
биения области G множеством x p -, которой принадлежит х. 
Очевидно, х — область, границей ее служит х р -. Ввиду произ¬ 
вола р' по доказанному можно считать, что касательная пло¬ 
скость вдоль х р - стационарна; обозначим ее а. Компонента раз¬ 
биения поверхности плоскостью а, содержащая какую-нибудь 
точку х, не лежащую в плоскости а, есть горбушка. Но поверх¬ 
ность не допускает отрезания горбушек, так как положитель¬ 
ная кривизна равна нулю. Утверждение доказано. 

Для удобства дальнейших рассмотрений обозначим й мно¬ 
жество тех значений р, для которых выполняются следующие 
два условия: 

1 ) касательная плоскость вдоль каждой компоненты ста¬ 
ционарна; 

2) никакая компонента Е р не содержит точек ветвления, в 
частности Ер не имеет внутренних точек. 

Как показано выше, первое условие выполняется почти для 
всех р. Что касается второго условия, то и оно выполняется 
почти для всех р [42]. 

Пусть рей. Множество Е р разбивает поверхность на обла¬ 
сти. Пусть G — одна из областей, в которой для определенно¬ 
сти дг/дх > р. Пусть х — любая компонента границы G. Очевид¬ 
но, х принадлежит одной из компонент Е р или является целой 
компонентой. Покажем, что х пересекается с границей поверх¬ 
ности. При этом мы воспользуемся теми же соображениями, 
которые были применены при доказательстве того, что каждая 
компонента Е р пересекается с границей поверхности. 

Пусть F— вся граница области G. Если утверждение не* 
верно, то существует простая замкнутая кривая у, отделяю* 
щая х от границы поверхности и не пересекающая F. Кривая у 
проходит в G. Действительно, возьмем в G точку А, близкую 
к х и такую, чтобы соответствующее ей p'=dz/dxc:Q. Компо¬ 
нента х' точки А множества Е р - проходит в G и пересекается 
с границей поверхности по доказанному. Так как точка А 
близка к х, а следовательно, лежит внутри области, ограничен¬ 
ной кривой у, то компонента х' пересекает кривую у. Итак, на 
кривой у есть точка из G. Но тогда вся кривая проходит в G, 
так как не пересекает ее границу. После этого мы заклю¬ 
чаем о возможности отрезания горбушки точно так же, как 
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в указанном доказательстве. Но поверхность не допускает от¬ 
резания горбушек. Утверждение доказано. 

Продолжим исследование компоненты х границы области G. 
Компонента х лежит в некоторой плоскости а, которая касается 
поверхности в каждой точке х. Подвергнем поверхность неко¬ 
торому преобразованию, которое будем называть «уплоще¬ 
нием». Оно заключается в следующем. 

Пусть А — точка поверхности, не принадлежащая ни G, 
ни Ер. Тогда она отделена некоторой компонентой хс Е р от G. 
Пусть G — компонента точки А, определяемая разбиением по¬ 
верхности множеством х. Мы заменим область G куском пло¬ 
скости, касающейся поверхности вдоль х. 

Полученная таким образом новая поверхность будет глад¬ 
кой, а ее сферическое изображение будет содержаться в сфери¬ 
ческом изображении исходной поверхности. Конечным или счет¬ 
ным числом таких уплощений мы получаем гладкую поверх¬ 
ность нулевой кривизны, у которой 



причем знак «больше» имеет место только в области G, кото¬ 
рая, как и ее граница, остались такими же, как и на исходной 
поверхности. Таким образом, строение компоненты х можно 
изучать на преобразованной поверхности. 

В отличие от предыдущих рассмотрений мы будем предпо¬ 
лагать, что х является компонентой границы G на открытой 
поверхности (без ограничивающей ее кривой). Обозначим Ф об¬ 
ласть на плоскости а (касательной плоскости вдоль компо¬ 
ненты х), в которую проектируется поверхность прямыми, па¬ 
раллельными оси г, и G — область, соответствующую обла¬ 
сти G. Очевидно, граница G совпадает с границей G, поэтому х 
является компонентой границы G. 

Обозначим х* компоненту множества Е р на уплощенной 
поверхности, содержащую компоненту х границы G. Компо¬ 
нента х* лежит в плоскости а. Действительно, так как сфериче¬ 
ское изображение Е р имеет линейную меру нуль, то сфериче¬ 
ское изображение х* есть точка. Поэтому х* лежит в плоскости, 
касающейся поверхности во всех точках множества х*. Но х 
принадлежит х*, следовательно, этой плоскостью является а. 

Множество х лежит на границе х*. Действительно, пусть 
Д — точка из х. Тогда в любой ее окрестности есть точки из G. 
Но это значит, что А лежит на границе х*. 

Пусть g — произвольная прямая в плоскости а, параллель¬ 
ная плоскости xz и пересекающая х*. Пересечение прямой g 
с х* есть либо точка, либо отрезок. Это следует из того, что 
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на уплощенной поверхности <Эг/дх> р, а угловой коэффициент 
плоскости а равен р. Таким образом, множество х* состоит из 
прямолинейных отрезков и точек, расположенных на непрерыв¬ 
ном множестве прямых в плоскости а, параллельных плоско¬ 
сти xz. 

Пересечение замыкания множества х* с границей поверх¬ 
ности связно. Действительно, в противном случае х* разбивает 
поверхность по крайней мере на две области, в каждой из ко¬ 
торых есть точки G. Но это невозможно из-за связности G. 

Так как пересечение замыкания х* с границей поверхности 
связно, то граница х* связна и, следовательно, вся граница х* 
состоит из х. 

Обозначим W xz множество прямых в плоскости а, парал¬ 
лельных плоскости xz, и W xz — подмножество множества W xz , 
составленное из прямых, пересекающих х*. Пусть g — произ¬ 
вольная прямая из W xz , Ag — первая и — последняя точки 
пересечения ее с х*, если следовать со стороны *<0 в сторону 
*>0 вдоль прямой g. Может случиться, что одной или даже 
обеих точек не существует. Это будет тогда, когда один из кон¬ 
цов или оба конца отрезка, по которому пересекает прямая g 
множество х*, принадлежат іфанице поверхности. Точки А~ е и 
Ag определяют полупрямые g и g + прямой g, направленные в 
сторону х<0 и х>0 соответственно. Множества, образованные 
этими полупрямыми, обозначим W X2 и W X2 . 

Каждая компонента до множества W X2 (или W X2 ) является 
открытым множеством в W x2 (соответственно W 7 ^), а следова¬ 
тельно, гомеоморфна отрезку, если W* xz не сводится к единствен¬ 
ной прямой. Пусть gi и g 2 — прямые, ограничивающие до, и 
g — любая прямая из до, расположенная между gi и g 2 ■ Утвер¬ 
ждается, что множество с точек Ag (соответственно Ag) есть 
выпуклая кривая и обращена выпуклостью в сторону *>0 (со¬ 
ответственно х<0) . Докажем это утверждение, предполагая для 
определенности, что до является компонентой W~ X2 . 

Допустим, утверждение неверно. Тогда найдутся три пря¬ 
мые g', g", g'", для которых выполняются следующие условия: 

1 ) прямая g' расположена между прямыми g' и g'"\ 

2 ) существует прямая t в плоскости а, отделяющая точку /lg - 
от точек А~ е ’ и Ag"', причем точка Ag- расположена со стороны 
х<0. 

Прямые gi и g 2 ограничивают в плоскости а полосу 5. Обо¬ 
значим 5' множество точек полосы, принадлежащих полупря¬ 
мым g~. Пусть CDs — та часть поверхности, которая прямыми, 
параллельными оси z, проектируется на полосу S. Преобразуем 
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поверхность Фй, оставив без изменения ту ее часть, которая со¬ 
ответствует в указанном проектировании S~, и заменив остав¬ 
шуюся часть множеством S — S~. Полученную при этом поверх¬ 
ность будем обозначать Ф 8 . Поверхность Фя гладкая, с нулевой 
кривизной и, следовательно, не допускает отрезания горбушек. 

Относительно поверхности Фя существенно заметить следую¬ 
щее. Так как при достаточно больших х имеем дг/дх=р (поверх¬ 
ность Фе на значительном удалении в сторону *>0 лежит в пло¬ 
скости а), а на всей поверхности дг/дх >• р, то поверхность 
расположена ниже плоскости а. Далее, пусть D — область на 
поверхности Ф 8 , которая проектируется в часть полосы S, огра¬ 
ниченную прямой t и полупрямыми g'~ и g'"-. Граница этой 
области, кроме некоторого участка, принадлежащего прямой t, 
лежит существенно ниже плоскости а. 

Проведем через прямую t плоскость ß, близкую плоскости 
а, так, чтобы точка A~ g " была над плоскостью ß. Пусть Rß — 
компонента разбиения поверхности Ф 8 плоскостью ß, которой 
принадлежит точка A g ». Точка принадлежит области D. 
А так как поверхность не допускает отрезания горбушек, то Rß 
пересекает границу D. Но при достаточной близости ß к а это 
невозможно. Действительно, часть границы D, соответствую¬ 
щую прямой t, Rß не пересекает, так как Rß расположена над 
одной полуплоскостью плоскости ß, определяемой прямой t. 
Оставшуюся часть границы Rß не пересекает, потому что она 
находится существенно под плоскостью а, а следовательно, и 
под плоскостью ß, если она достаточно близка к а. Мы пришли 
к противоречию. Утверждение доказано. 

Покажем теперь, что число компонент множеств W~ xz и W xz 
не может быть слишком большим. Именно, утверждается, что 
оно не больше трех. Действительно, если число компонент 
больше трех, то найдутся две компоненты w и w', ограничен¬ 
ные прямыми, не являющиеся граничными в множестве W xl . 
Каждая из компонент ш и ш' определяет на поверхности об¬ 
ласть Т (соответственно Т'), которая прямыми, параллельными 
оси г, проектируется в w (соответственно w') . Граница каждой 
из областей Т и V принадлежит х. И так как в каждой из 
областей Т и V есть точки области G, то и разбивает G, что 
невозможно. 

Так как число компонент множеств W xz и W xz не превосхо¬ 
дит трех, то х состоит из конечного числа выпуклых кривых 
(с), однозначно проектирующихся на ось у, и прямолинейных 
отрезков, параллельных плоскости хг. Принимая во внимание, 
что х не содержит точек ветвления и разбивает поверхность, 
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заключаем, что х является простой кривой с концами на гра¬ 
нице поверхности. 

Покажем теперь, что выпуклая дуга с, определяемая опи¬ 
санным выше способом компонентой w множества W~ xz (или 
WxX является прямолинейным отрезком. Допустим, утвержде¬ 
ние неверно. Тогда на кривой с можно указать точку М и две 
близкие к ней точки /Си/,, расположенные по разные стороны 
от М так, что полупрямая gM, проведенная из точки М в пло¬ 
скости а параллельно плоскости хг в направлении х<0, разби¬ 
вается отрезком KL. Пусть у —кривая, по которой плоскость, 
параллельная плоскости хг, проходящая через М, пересекает 
исходную поверхность. 

Возьмем на кривой у со стороны л:<0 точку М, в которой 
дг/дхфр. Такая точка найдется в любой, сколь угодно малой 
полуокрестности точки М, так как в противном случае х содер¬ 
жала бы прямолинейный отрезок, параллельный плоскости хг 
с концом в точке М, и эта точка была бы точкой ветвления 
для х, что исключено. Пусть для определенности в точке Й 
дг . 

~дГ = Рм>Р- 

Пусть р* и р* — два числа из Q, близкие к р и удовлетво¬ 
ряющие неравенствам 

Рм>Р\>Р>РІ 

Определим на поверхности открытые множества G t и G 2 , в ко¬ 
торых дг/дх < р* и dzjdx > р* соответственно. Очевидно, х при¬ 
надлежит каждому из этих множеств. Обозначим Gi и G 2 ком¬ 
поненты множеств Gi и G 2 , содержащие кривую х. Так как 
Gi П G 2 отделяет точку Й от х, то найдется компонента х* гра¬ 
ницы Gi Г) G 2 , отделяющая М от х. Очевидно, х* является ком¬ 
понентой границы одной из областей G* или G 2 . 

При достаточной близости р { и р 2 к р компонента х* содер¬ 
жится в сколь угодно малой окрестности х. По доказанному х* — 
простая кривая, расположенная в некоторой плоскости а*, каса¬ 
ющейся поверхности во всех точках х*. 

Пусть G* — та из областей Gi или G 2 , на границе которой 
лежит х*. Подвергнем поверхность уплощению относительно 
области G* подобно тому, как это было сделано вначале отно¬ 
сительно области G. Пусть с — проекция в направлении оси г 
отрезка KL кривой с на плоскость а*. Проведем из произволь¬ 
ной точки кривой с полупрямую g в плоскости а* параллельно 
плоскости хг в направлении х<0. Эта полупрямая при доста¬ 
точной близости х* к х обязательно пересечет х* в некоторой 
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точке Ag. В противном случае можно было бы соединить оче¬ 
видным образом точку кривой с с точкой М, не пересекая х*. 

По доказанному множество точек A g представляет собой 
выпуклую кривую с*, обращенную выпуклостью в сторону х<0. 
При р* и рІ~>р эта кривая сходится к с. Но кривая с суще¬ 
ственно выпукла в направлении х>0 и, следовательно, не мо¬ 
жет быть пределом с*. Мы пришли к противоречию. Утвер¬ 
ждение доказано. Итак, каждая из дуг с кривой х представляет 
собой прямолинейный отрезок, и сама кривая является простой 
ломаной с концами на границе поверхности. 

Покажем, наконец, что х представляет собой просто прямо¬ 
линейный отрезок. Допустим, х ломаная и Q — ее вершина. 
Проведем через точку Q вертикальную плоскость б так, чтобы 
она разделяла сходящиеся в Q звенья ломаной и чтобы кри¬ 
вая у пересечения этой плоскости с поверхностью не содержала 
прямолинейного отрезка с концом в точке Q. Такая плоскость, 
очевидно, существует. В противном случае легко указать отре¬ 
зок на поверхности, содержащий точку Q со стационарной ка¬ 
сательной плоскостью, отличный от звеньев ломаной х, сходя¬ 
щихся в Q. Этот отрезок должен принадлежать х. Но х не 
содержит точек ветвления. 

Сохраняя плоскость ху, возьмем в качестве плоскости хг 
плоскость б. Теперь, чтобы доказать, что х не имеет излома 
в точке Q, достаточно повторить дословно предыдущее рассу¬ 
ждение, в котором было показано, что выпуклые отрезки с кри¬ 
вой х прямолинейные. Таким образом, мы приходим к выводу, 
что х представляет собой прямолинейный отрезок с концами 
на границе поверхности. 

Пусть Q — произвольная точка поверхности. Тогда либо че¬ 
рез Q проходит прямолинейный отрезок со стационарной каса¬ 
тельной плоскостью, с концами на границе поверхности, либо 
точка Q имеет окрестность, являющуюся куском плоскости. 

Допустим, точка Q не имеет плоской окрестности. Тогда, ка¬ 
ково бы ни было е>0, всегда существует вертикальная пло¬ 
скость б, проходящая через точку Q, такая, что на кривой ее 
пересечения с поверхностью е-окрестность точки Q не будет 
прямолинейным отрезком. В противном случае е-окрестность 
точки Q на поверхности была бы плоской. Примем плоскость б 
за плоскость хг. Пусть дг/дх в Q равно /?<?. Тогда на расстоя¬ 
нии, не большем е, от Q найдется точка А, в которой дг/дх= 
=РаФРя- 

Возьмем любое р в Q из интервала ( р А , p Q ). Множество Е р 
отделяет А от Q. Пусть G A — та из областей на поверхности, 
определяемая множеством Е р , которой принадлежит А. Точка 
Q отделена от А некоторой компонентой х границы G A . По до¬ 
казанному х — прямолинейный отрезок с концами на границе 
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поверхности и стационарной касательной плоскостью. Отделяя 
А от Q, отрезок х проходит от Q на расстоянии, не большем е. 
Так как е произвольно мало, то отсюда следует, что через Q 
проходит прямолинейный отрезок со стационарной касательной 
плоскостью и с концами на границе поверхности. 

Покажем, что прямолинейный отрезок, проходящий через 
точку Q, в случае, когда она не имеет плоской окрестности, 
единственный. 

То, что найденный прямолинейный отрезок является един¬ 
ственным, следует из более общего предложения, которое нам 
также понадобится. Именно, пусть Р и Q — две точки поверх¬ 
ности, из коих хотя бы одна, например Q, не имеет плоской 
окрестности; пусть g P и g Q — прямолинейные отрезки со ста¬ 
ционарной касательной плоскостью, проходящие через точки Р 
и Q соответственно. Тогда, если отрезки g P и g Q имеют хотя 
бы одну общую точку, то они совпадают. 

Допустим, отрезки g P и g Q различны. Так как точка Q не 
имеет плоской окрестности, то существует сколь угодно близ¬ 
кая к ней точка А, которая тоже не имеет плоской окрестности 
и не лежит в касательной плоскости точки Q. По доказанному 
через точку А проходит прямолинейный отрезок gA ■ При доста¬ 
точной близости А к Q отрезок g A пересекает либо g P , либо 
gQ, а следовательно, лежит в касательной плоскости прямых 
gp и gQ, что невозможно по выбору точки А. 

Докажем теперь, что поверхность нулевой кривизны локаль¬ 
но изометрична плоскости, т. е. каждая точка поверхности 
имеет окрестность, изометричную куску плоскости. 

Пусть О — произвольная точка поверхности. Если точка О 
имеет плоскую окрестность, утверждение очевидно. Допустим, 
О не имеет плоской окрестности. Тогда по доказанному через 
О проходит и притом единственная прямолинейная образую¬ 
щая go. Не ограничивая общности, будем считать, что точка О 
является началом координат, касательная плоскость поверх¬ 
ности в этой точке совпадает с плоскостью ху и прямолиней¬ 
ная образующая направлена по оси х. 

Пусть у — кривая, по которой плоскость л;=0 пересекает 
поверхность. Обозначим F множество точек кривой у, близких 
к О (|#| ^е), каждая из которых не имеет плоской окрест¬ 
ности. Через каждую точку Q множества F проходит и притом 
единственная прямолинейная образующая g Q . 

Из единственности образующей g Q следует, что она непре¬ 
рывно зависит от Q на F. Так как различные прямые g Q не 
пересекаются, то направление g Q для Q, близких к О, мало 
отличаются от go- 

Множество G на кривой у, дополнительное к F, является 
открытым. Оно состоит из прямолинейных отрезков. Пусть Ö — 
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один из таких отрезков. Его концы Q і и Q 2 принадлежат F. 
Утверждается, что поверхность между прямыми g Qi и пред¬ 
ставляет собой кусок плоскости, если все рассмотрения отно¬ 
сятся к достаточно малой окрестности кривой у. 

Действительно, вдоль отрезка б и образующих g Qi и g Q з 
касательная плоскость стационарна. Следовательно, отрезок б 
и образующие g Qi и g Qi лежат в одной плоскости. Обозначим 
ее а. Если утверждение неверно, то между прямыми g Qi и 
найдется точка А, не имеющая плоской окрестности и не при¬ 
надлежащая плоскости а. Через точку А проходит прямолиней¬ 
ная образующая g A . Она пересекает либо б, либо# Чі , либо g Qi , 
а следовательно, лежит в плоскости а, что невозможно по вы¬ 
бору точки А. Итак, поверхность между образующими g Qt и 
g Qa представляет собой кусок плоскости. 

До сих пор прямолинейные образующие g Q определены 
только для точек Q множества F. Теперь мы можем определить 
прямолинейные образующие g Q для точек Q из G, соблюдая 
два условия, именно: 

1 ) чтобы g Q непрерывно зависела от Q, 

2 ) чтобы прямолинейные образующие, соответствующие раз¬ 
личным точкам Q, не пересекались. 

Пусть уі и у 2 — кривые, по которым плоскости Х=Ъі и х= 
=— еі пересекают поверхность (еі мало). Прямолинейные об¬ 
разующие, проходящие через концы кривой у и кривые уі и у 2 , 
выделяют окрестность D точки О на поверхности. Утверждается, 
что эта окрестность изометрична куску плоскости. 

Возьмем на кривой у достаточно густо точки А 1} А 2 , ..., А п . 
Пусть Ві и — точки пересечения образующей g Al с кривыми 
Уі и у 2 . Рассмотрим многогранник Р, составленный из тре¬ 
угольников ßiCiC 2 , ВіВ 2 С 2 , В 2 С 2 С 3 , ... Когда густота точек Аі 
на кривой у увеличивается, многогранник Р сходится к об¬ 
ласти D поверхности, причем грани многогранника сходятся 
к касательным плоскостям поверхности. Отсюда следует, что 
внутренняя метрика многогранника сходится к метрике поверх¬ 
ности. Но многогранник Р очевидным образом разворачивается 
на плоскость. Поэтому окрестность D изометрична области 
на плоскости. Утверждение доказано. Вместе с ним полностью 
доказана теорема 1. 

Теорема 2. Полная поверхность с нулевой кривизной ци¬ 
линдрическая. 

Доказательство. Очевидно, достаточно показать, что 
любые две прямолинейные образующие поверхности, проходя¬ 
щие через точки, не имеющие плоских окрестностей, парал¬ 
лельны. 
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Пусть g 1 и g2 — две такие прямолинейные образующие. 
Так как поверхность полная, то gi и g 2 неограниченно про¬ 
должаемы, т. е. полные прямые. Они не могут пересекаться, 
так как проходят через точки, не имеющие плоских окрестно¬ 
стей. Таким образом, чтобы доказать параллельность прямых 
gi и g 2 , достаточно показать, что они не могут быть расходя¬ 
щимися. 

Соединим какие-нибудь две точки прямых gi и g 2 простой 
.кривой у на поверхности. Будем теперь постепенно разворачи¬ 
вать поверхность. В процессе разворачивания поверхности пло¬ 
скость окажется покрытой один раз. Прямые gi и g 2 , как гео¬ 
дезические на поверхности, перейдут в некоторые прямые g , и 
g 2 на плоскости. Так как прямые gi и g2 на поверхности не пе¬ 
ресекаются, то прямые g t и g 2 также не пересекаются, а следо¬ 
вательно, параллельны. 

Пусть две точки Рі и Р 2 на прямых g, и g 2 неограниченно 
удаляются от некоторого начального положения, но так, что 
расстояние между ними остается ограниченным. Это возможно, 
так как прямые g, и g 2 параллельны. Точки Рі и Р 2 на прямых 
gi и g 2 , соответствующие Рі и Р 2 , также неограниченно уда¬ 
ляются. Расстояние между точками Рі и Р 2 в пространстве, 
а тем более на поверхности неограниченно растет, так как, 
по предположению, прямые gi и g 2 расходящиеся. Мы пришли 
к противоречию. Теорема доказана. 

§ 5. Поверхности с неотрицательной 
внешней кривизной 

Поверхность Ф ограниченной внешней кривизны мы будем 
называть поверхностью с неотрицательной кривизной, если от* 
рицательная кривизна ее равна нулю. 

На поверхности с неотрицательной кривизной каждая регу¬ 
лярная точка является эллиптической, ибо, как установлено 
в § 1 , наличие на поверхности хотя бы одной регулярной точки 
с индексом, меньшим единицы, влечет за собой неравенство 
нулю отрицательной кривизны поверхности. 

Для того чтобы поверхность была поверхностью с неотри¬ 
цательной кривизной, необходимо, чтобы полная кривизна на 
любом множестве точек поверхности была неотрицательна, и 
достаточно, чтобы она была неотрицательна на всех открытых 
множествах. 

В настоящем параграфе мы имеем в виду выяснить внеш¬ 
нее строение поверхностей неотрицательной кривизны. При этом 
мы будем предполагать, что положительная кривизна отлична 
от нуля. Случай, когда она равна нулю, уже рассмотрен в пре¬ 
дыдущем параграфе. 
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Лемма 1. Пусть X — эллиптическая точка поверхности с 
неотрицательной кривизной и X — ее сферическое изображе¬ 
ние. Тогда точки X и X имеют_такие окрестности G и G соответ¬ 
ственно, что почти все точки G имеют в G по одному прообразу. 

Доказательство. Пусть G — гомеоморфная кругу 
окрестность точки X, ограниченная простой кривой у, не содер¬ 
жащая точек с нормалями, параллельными нормали в точке X, 
кроме самой X. Пусть Ü — та из компонент разбиения единич¬ 
ной сферы образом у кривой у, которой принадлежит X. Утвер¬ 
ждается, что окрестности G и G точек X u X соответственно 
обладают свойствами, указанными в лемме. 

Действительно, почти все точки G имеют регулярные про¬ 
образы в G, т. е. эллиптические точки, и притом в конечном 
числе. Пусть У — одна из таких точек. Степень точки У отно¬ 
сительно у равна степени точки X, т. е. +1. А так как степень 
точки У равна сумме индексов ее прообразов, каждый из кото¬ 
рых равен +1, то число прообразов равно одному. Лемма до¬ 
казана. 

Лемма 2. Поверхность с неотрицательной кривизной вы¬ 
пукла в окрестности каждой эллиптической точки, т. е. каждая 
такая точка имеет окрестность, являющуюся выпуклой поверх¬ 
ностью. 

Доказательство. Пусть X — эллиптическая точка по¬ 
верхности и а — касательная плоскость в X. Некоторая окрест¬ 
ность G точки X на поверхности расположена по одну сторону 
от плоскости а, причем X является единственной точкой из 
этой окрестности, которая лежит в плоскости ос. 

Проведем плоскость ß, близкую к а и пересекающую G. 
Так как вблизи точки X нет точек с нормалями, параллельными 
нормали в точке X, то ß пересекает G по простой замкнутой 
кривой у*, ограничивающей гомеоморфную кругу область G*, 
содержащую X и расположенную между плоскостями ос и ß. 
Построим выпуклую оболочку области G* и обозначим д* ту 
ее часть, которая расположена вне плоскости ß. Утверждается, 
что все достаточно близкие к X эллиптические точки G прщ 
надлежит G*. 

Действительно, пусть У — близкая к X эллиптическая точка, 
не принадлежащая G*. Ее малая окрестность U также не при¬ 
надлежит G*. Сферическое изображение U имеет положитель¬ 
ную площадь. Оно покрывается сферическим изображением той 
части G*, которая принадлежит G*, если У достаточно близка 
к X. Таким образом, вблизи точки X — сферического изобра¬ 
жения точки X — существует множество положительной пло¬ 
щади, каждая точка которого имеет по крайней мере два про¬ 
образа. А это противоречит лемме 1. 
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Итак, все близкие к X эллиптические точки лежат на &*. 
Отсюда следует, что плоскость ß можно взять так близко к пло¬ 
скости а, что все эллиптические точки G* будут на G*. Пусть 
плоскость ß проходит именно таким образом. Тогда утвер¬ 
ждается, что G* = G*. 

Часть поверхности G*, не принадлежащая G*, состоит из 
развертывающихся поверхностей (она не содержит регулярных 
точек). Пусть g — какая-нибудь ее прямолинейная образую¬ 
щая. Один из концов g принадлежит G*. В этой точке g ка¬ 
сается^?*, а следовательно, g принадлежит G* в силу выпук¬ 
лости G*. Мы пришли к противоречию. Лемма доказана. 

Теорема 1. Пусть Ф — поверхность с неотрицательной 
кривизной и а— плоскость, пересекающая поверхность. Тогда 
каждая из частей, на которые плоскость разбивает поверх¬ 
ность Ф, с краем, лежащим в этой плоскости, есть выпуклая 
поверхность, т. е. является областью на границе выпуклого тела. 

Доказательство. Пусть Ф' — один из таких кусков, 
определяемых плоскостью а. Требуется доказать, что Ф'— вы¬ 
пуклая поверхность. Не ограничивая общности, можно считать, 
что число точек поверхности Ф, имеющих касательные плоско¬ 
сти, параллельные а, конечно, причем все эти точки эллипти¬ 
ческие, Действительно, существует сколь угодно близкая к ос 
плоскость а', обладающая этим свойством. А если теорема бу¬ 
дет доказана для случая плоскости а', то предельным перехо¬ 
дом она устанавливается и для ос. 

Покажем, что пересечение поверхности Ф' с любой плоско¬ 
стью ß, параллельной ос, представляет собой простую замкну¬ 
тую кривую. Пусть ß 0 — плоскость, параллельная а, касаю¬ 
щаяся поверхности Ф' и такая, что вся поверхность Ф' распо¬ 
ложена между а и ß°. Эта плоскость, вообще говоря, может 
касаться поверхности Ф' в нескольких точках (эллиптических, 
так как нерегулярные точки исключены по предположению). 
Обозначим эти точки А и А 2 ,..., А т . 

Будем параллельно смещать плоскость ß из положения ß 0 
в а. Так как поверхность Ф' выпуклая в окрестности каждой 
точки А іг то для плоскостей ß, близких к ß 0 , пересечение ß с Ф' 
(обозначим его хе) состоит из г простых кривых: щ, х 2 , ..х т . 
Такое строение пересечения ß с Ф' сохранится до тех пор, пока 
плоскость ß не станет снова касательной к Ф' в новой точке 
(или точках). 

Какие изменения в этот момент могут происходить с хе? 
Выродиться в точку какая-либо из его компонент не может, 
так как она к этому моменту описала бы замкнутую поверх¬ 
ность, которая, таким образом, не была бы связана с остав¬ 
шейся частью поверхности Ф'. Не может произойти и соприкос¬ 
новения двух компонент xj без вырождения каждой из них 
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в точку, ибо тогда точка соприкосновения Хі и Xj была бы точ¬ 
кой касания поверхности Ф' с плоскостью ß, а такая точка, как 
эллиптическая, является изолированной в хв- Остается пред¬ 
положить, что в рассматриваемый момент Xß пополняется ко- 
нечным числом новых точек. Таким образом, при прохождении 
плоскости ß через положение касания с поверхностью Ф' число 
компонент увеличивается. 

К моменту, когда плоскость ß совпадает с ос, каждая из ком¬ 
понент x s опишет поверхность Ф 8 . Никакие две из этих поверх¬ 
ностей не имеют общих точек, принадлежащих поверхности Ф'. 
Но поверхность Ф' связна, поэтому Ф 8 может быть только одна. 
А следовательно, xß Для каждого ß между ß 0 и ос состоит только 
из одной компоненты, которая представляет собой простую 
замкнутую кривую. 

Покажем теперь, что кривая Xß, по которой пересекается по¬ 
верхность Ф' с плоскостью ß, является выпуклой кривой. До¬ 
пустим, xß не выпуклая кривая. Тогда в плоскости ß можно 
провести прямую g, которая разобьет Xß не менее чем на три 
части. Пусть Хр и Хр — Две части кривой, расположенные по 
одну сторону от g. 

Обозначим Фр ту часть поверхности Ф', которая отрезается 
от нее плоскостью ß и расположена со стороны плоскости ßo. 
Проведем через прямую g полуплоскость б в то из полупро¬ 
странств, определяемых плоскостью ß, где расположена по¬ 
верхность Фр. Если полуплоскость б сильно наклонена в сто¬ 
рону кривых Хр и Хр> то она заведомо разбивает поверхность 
Фр так, что кривые Хр и Хр принадлежат различным компо¬ 
нентам Фр и Фр этого разбиения. 

Будем непрерывно поворачивать около оси g полуплоскость 
б, увеличивая Фр и Фр. Очевидно, наступит момент, когда Фр 
и Фр сольются, образуя одну компоненту. Пусть это происхо¬ 
дит в положении б* полуплоскости б. Построим полуплоскость 
б, удовлетворяющую следующим условиям: 

1) полуплоскость б близка к 6*, причем ее граничная пря¬ 
мая лежит в плоскости ß; 

2) компоненты разбиения поверхности Фр, содержащие кри¬ 
вые Хр и Хр. различны; 

3) существует только конечное число точек на поверхности 
Фр, в которых касательные плоскости параллельны б, причем 
все эти точки эллиптические. 

Если плоскость б сдвигать параллельно, увеличивая компо¬ 
ненты Ф^ и Ф£, то они ввиду близости б к б* скоро сольются. 
Это слияние не может начаться у плоскости ß по выбору пря- 
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мой g. Вместе с тем оно не может начаться и во внутренней 
точке поверхности по причине, которая изложена в преды¬ 
дущем рассмотрении. Мы пришли к противоречию. Утверж¬ 
дение доказано. Итак, кривая xß выпуклая. Следовательно, 
граница Ф', лежащая в плоскости а, является выпуклой 
кривой. 

Дополним поверхность Ф' выпуклым куском плоскости а, 
который ограничен краем поверхности Ф'. Утверждается, что 
полученная таким образом замкнутая поверхность Ф' является 
выпуклой поверхностью. Для доказательства этого утверж¬ 
дения достаточно показать, что почти все плоскости, пе¬ 
ресекающие Ф', пересекают ее по замкнутым выпуклым 
кривым. 

Пусть я —плоскость, обладающая следующим свойством: 
среди касательных плоскостей Ф' есть только конечное число 
параллельных я, причем все точки касания — эллиптические 
точки. Очевидно, почти все плоскости обладают указанным 
свойством. Утверждается, что плоскость я пересекает поверх¬ 
ность Ф' по замкнутой выпуклой кривой. 

Доказательство этого утверждения состоит из двух частей. 
В первой части устанавливается, что пересечение плоскости я 
с поверхностью Ф' состоит из одной замкнутой кривой с я . Это 
делается дословно так же, как доказательство того, что мно¬ 
жество хр пересечения поверхности Ф' с плоскостью ß, парал¬ 
лельной а, состоит из простой замкнутой кривой. Во второй 
части доказывается, что кривая с л выпуклая. Эта часть дослов¬ 
но повторяет доказательство выпуклости кривой xß- Мы не бу¬ 
дем делать этих повторений. Теорема доказана. 

Теорема 2. Полная поверхность Ф с неотрицательной и 
не равной нулю кривизной есть либо замкнутая выпуклая по¬ 
верхность, либо бесконечная выпуклая поверхность. 

Доказательство. Так как положительная кривизна по¬ 
верхности Ф отлична от нуля, то в сферическом изображении 
поверхности есть точка, все прообразы которой — эллиптиче¬ 
ские точки, и число прообразов конечно. Пусть А — один из 
прообразов. Будем касательную плоскость а в точке А непре¬ 
рывно сдвигать и следить за той компонентой Ф а разбиения 
поверхности плоскостью а, которой принадлежит А. По тео¬ 
реме 1 Ф а все время является выпуклой поверхностью. На ее 
границе у а не могут появляться точки с касательной пло¬ 
скостью, параллельной а, кроме как в случае вырождения гра¬ 
ницы у а в точку. 

Если в некоторый момент у а вырождается в точку, то зам¬ 
кнутая выпуклая поверхность, описанная кривой у а к этому 
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моменту, и есть вся поверхность Ф. В противном случае это 
противоречило бы связности Ф. 

Если же кривая у а не вырождается, то она описывает бес¬ 
конечную выпуклую поверхность, которая, как и в предыдущем 
случае, должна совпадать со всей поверхностью Ф. Теорема 
доказана. 


§ 6. Нитяная поверхность 


В § 7 будет доказана теорема о приближении произвольной 
поверхности ограниченной внешней кривизны регулярными по¬ 
верхностями, внешние кривизны которых сходятся к внешним 
кривизнам данной. В настоящем параграфе мы рассмотрим 
некоторую специальную («нитяную») поверхность, которая по¬ 
сле надлежащего сглаживания и дает указанное приближение. 

Пусть в полосе а^Сх^Ь плоскости ху даны две спрямляе¬ 
мые кривые у и у, однозначно проектирующиеся на ось х и, 
следовательно, допускающие задание уравнениями 


У = Ф(ж). 
У = Ф(*), 




Пусть кривая у расположена над кривой у, т. е. для всех х 
из указанного сегмента 

ф(*Кф(4 


Пусть, наконец, А и В — две точкщ расположенные на прямых 
х=а, х=Ь между кривыми у и у. Обозначим G замкнутую 
область в плоскости ху, ограниченную кривыми у, у и прямыми 
х=а, х=Ь. 

Лемма 1. Среди всех кривых, соединяющих точки А и В 
в замкнутой области G, существует кратчайшая-, обозначим ее 
у. Эта кратчайшая единственная, однозначно проектируется 
на ось х, а следовательно, допускает задание уравнением 

у=у(х), а^Сх-^-Ь. 

Доказательство. Существование кратчайшей вытекает 
из компактности множества кривых ограниченной длины, соеди¬ 
няющих две данные точки в замкнутой области, и свойства 
полунепрерывности длины кривой, которое состоит в том, что 
если кривые у„ сходятся к кривой у 0 , а их длрны сходятся к /, 
то длина кривой у 0 не превосходит I. 

Покажем, что кривая у проектируется на ось х однозначно. 
Во-первых, заметим, что кривая у не имеет самопересечений, 
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так как в противном случае возможно очевидное уменьшение 
ее длины. 

Пусть g — произвольная прямая, параллельная оси у , про¬ 
веденная между прямыми х = а и х=Ь. Обозначим P t первую, 
а Р 2 — последнюю точку кривой у, лежащие на прямой g при 
следовании вдоль кривой из А в В. Доказать однозначную 
проектируемость кривой у на ось х это значит доказать, что 
для каждой прямой g точка P t =P 2 . 

Допустим, для некоторой прямой g точки P t и Р 2 различны. 
Тогда, очевидно, отрезок у между точками P t , Р 2 должен быть 
прямолинейным отрезком, соединяющим эти точки. 

Пусть Qi — средина отрезка РіР 2 . Возьмем точку Р на кри¬ 
вой у, близкую к точке Р\ и не принадлежащую отрезку РіР 2 . 
Пусть Q — четвертая вершина параллелограмма, тремя верши¬ 
нами которого являются Р, Pi, Qi. Тогда при достаточной бли¬ 
зости Р к Р) прямолинейные отрезки PQ и QiQ лежат в G. От¬ 
сюда следует, что отрезок PP t кривой у должен быть прямо¬ 
линейным отрезком, так как в противном случае отрезок PQ t 
кривой можно сократить, заменяя его ломаной PQQi- Но то¬ 
гда прямолинейный отрезок PQ t лежит в G и, следовательно, 
возможно сокращение кривой у заменой ее отрезка PQi пря¬ 
молинейным отрезком. Мы пришли к противоречию. Утвержде¬ 
ние доказано. Итак, кривая у проектируется однозначно 
на ось х. 

Докажем единственность кривой у. Допустим, существуют 
две кривые у: у 4 и у 2 . Обе кривые, естественно, имеют одну 
и ту же длину I. Возьмем в качестве параметра на кривых уі 
и у 2 сумму их дуг, отсчитываемых от точки А. При этом кривые 
будут заданы уравнениями 


У,: * = *,(«), У — У\ (s) (0<s<2/), 

У 2 : x = x 2 {s), y = y 2 (s) (0<s<2/), 

где функции *i(s), x 2 (s), yi(s), y 2 (s) удовлетворяют условию 
Липшица и по выбору параметра *i(s) =* 2 (s). 

Рассмотрим кривую у, задаваемую уравнениями 

X = J Ul («) + *2 (s) ), У=*\ (Уі (s) + у 2 (fi) ). 

Эта кривая, очевидно, проходит в G и спрямляема, так как 
функции *i(s) +* 2 (s), t/i (-s) +y 2 (s) удовлетворяют условию 
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Липшица, следовательно, они ограниченной вариации. Пока¬ 
жем, что ее длина I не больше I — длины кривых уі и уз- Имеем 


j V x \ + У'і ds = /, j \f x 2 +y 2 ds = l, 
° ]{ 




Так как функция Yu 2 +v 2 является выпуклой, то подын¬ 
тегральное выражение в последней формуле неотрицательно. 
Поэтому / > Т. Но по условию минимальности кривых yi и у 2 
имеем 1^1. Отсюда следует 1=1. И так как интеграл от неот¬ 
рицательной функции равен нулю, то подынтегральная функция 
должна быть равна нулю почти всюду. А равенство нулю 
подынтегральной функции возможно только при х\ = х', у[ = у' 2 . 

Так как функции Xi(s), * 2 ( 5 ), yi{s), 1 / 2 ( 5 ) удовлетворяют 
условию Липшица и соответственно равны при s=0, то из ра¬ 
венства производных заключаем равенство функций. Итак, кри¬ 
вые Yi и Y 2 совпадают. Мы пришли к противоречию. Лемма 
доказана полностью. 

Лемма 2. Кривая у, существование которой устанавли¬ 
вается леммой 1, непрерывно зависит от ограничивающих об¬ 
ласть G кривых у, у и положения точек А, В на прямых х=а, 
х = Ь. 

Доказательство. Утверждение леммы в сущности сво¬ 
дится к следующему. Если даны последовательности кривых 
Yn, Yn. сходящихся к кривым у, у соответственно, и последова¬ 
тельность пар точек А„, В п , сходящихся к А и Л, то указан¬ 
ным образом построенные кривые сходятся к кривой у. 

Если утверждение неверно, то существует подпоследова¬ 
тельность кривых у«, не сходящаяся к у. Не ограничивая общ¬ 
ности, можно считать, что она сходится к некоторой кривой уо- 
Кривая yo, очевидно, будет кратчайшей среди всех кривых в G, 
соединяющих точки А а В. А тогда по лемме 1 она должна 
совпадать с у. Мы пришли к противоречию^ Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть каждая из кривых у и у состоит из конеч¬ 
ного числа дуг алгебраических кривых, причем углы между по¬ 
лукасательными в каждой точке, разделяющей смежные дуги 
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со стороны области G, не больше я. Тогда кривая у гладкая t. 
Ее часть, расположенная существенно между кривыми у и у, 
состоит из конечного числа прямолинейных отрезков, а остав¬ 
шаяся часть состоит из выпуклых дуг алгебраических кривых, 
которые выпуклостью обращены в сторону G. 

Доказательство. Покажем, во-первых, что если в точ¬ 
ке Р, разделяющей две смежные дуги кривой у (или у), угол 
между полукасательными со стороны G меньше я, то эта точка 
не может принадлежать у. Заметим, что по условию леммы 
такая точка не может быть общей для кривых у и у. 

Проведем полупрямую g из точки Р внутрь области G. 
Возьмем на у две точки — М и N, близкие к Р и расположен¬ 
ные по разные стороны от нее. При достаточной близости то¬ 
чек М и N к Р отрезок MN пересекается с полупрямой g в не¬ 
которой точке Q — внутренней точке области G. Не ограничи¬ 
вая общности, можно считать, что на отрезке MN нет других 
точек кривой у, кроме точек М и N. Кривая у, чтобы достигнуть 
Р, должна пересекать отрезок MN. Пусть Мі и —первая и 
последняя точки пересечения кривой у с отрезком MN. Тогда, 
заменяя отрезок MiNi кривой у прямолинейным отрезком MiN it 
получим кривую, также расположенную в G, но меньшей дли¬ 
ны, а это невозможно. 

Покажем теперь, что часть кривой у, расположенная вну¬ 
три области G, состоит из конечного числа прямолинейных от¬ 
резков. 

Пусть h — связная компонента множества тех точек кривой 
у, которые являются внутренними точками G. Пусть Р — произ¬ 
вольная точка h. Возьмем по разные стороны от нее точки М 
и N. Так как Р — внутренняя точка G, то при достаточной бли¬ 
зости М и N к Р прямолинейный отрезок MN находится в G. 
Отсюда следует, что этот отрезок принадлежит h. И так как 
это имеет место для любой точки Р, то h -- прямолинейный 
отрезок, причем концы его принадлежат границе области G, 
т. е. кривым у, у или точкам А, В. 

Пусть Р — конец отрезка h — является точкой кривой у 
(или у). По доказанному Р является гладкой точкой кривой у. 
Покажем, что отрезок h лежит на касательной кривой у в точ¬ 
ке Р. Допустим, утверждение неверно. Тогда, очевидно, точка Р 
не может принадлежать у. Проведем из точки Р вертикальную 
полупрямую g P внутрь области G, а через второй конец от¬ 
резка h — вертикальную прямую g и обозначим Q точку пере¬ 
сечения g су. Возьмем точку М на отрезке Л, не совпадающую 
ни с одним из его концов. Пусть N — первая точка пересечения 
с кривой у, которую мы встречаем, следуя из М в Q по прямой 
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Заменим кривую у на отрезке PN ломаной PMN. При этом 
область G, ограниченная новой кривой у и прежней кривой у, 
содержится в старой области G. Поэтому свойство кривой у 
быть кратчайшей сохраняется, а вместе с тем в новой области 
G кривая у не может проходить через Р, как показано выше. 
Итак, отрезок h касается кривой у в точке Р. 

Так как конечное число алгебраических кривых могут иметь 
только конечное число общих касательных с различными точ¬ 
ками касания, то число прямолинейных отрезков h кривой у 
конечно. И оставшаяся часть кривой у составлена, таким об¬ 
разом, из конечного числа дуг алгебраических кривых, при¬ 
надлежащих у и у- Пусть с — одна из таких дуг. 

Дугу с можно разбить на конечное число выпуклых дуг Сь, 
для каждой из которых выполняется одно из следующих ус¬ 
ловий: 

1) Ch принадлежит у, но не принадлежит у; 

2) c h принадлежит у, но не принадлежит у; 

3) Ch принадлежит и y и y- 

Покажем, что в каждом из этих случаев дуга Сь обращена 
выпуклостью в сторону G (прямолинейный отрезок считается 
выпуклым в обе стороны). Действительно, в первом и втором 
случаях, если с/, обращена наружу G, кривая у допускает оче¬ 
видное уменьшение длины. В третьем случае условие выпукло¬ 
сти в сторону G всегда выполнено, надо только относить c h 
к соответствующей кривой у или у. Лемма доказана. 

Пусть даны_две конечные системы алгебраических поверх¬ 
ностей { F h } и {Р*}, удовлетворяющие следующим условиям: 

1) каждая из поверхностей Fh и Fh однозначно проекти¬ 
руется на плоскость ху; 

2 ) проекция всех поверхностейсистемы {Fh}, а также проек¬ 
ция всех поверхностей системы {P ft } покрывает прямоугольник 


a^x^.b, c^.y^d\ 


3) если Р — точка границы какой-нибудь поверхности 
Fi(Fi), проектирующаяся на прямоугольник, то всегда най¬ 
дется внутренняя точка Q на некоторой поверхности Fj(F } ), 
которая имеет ту же проекцию на плоскость ху, что и Р, и рас¬ 
положена ниже (соответственно выше) точки Р; 

4) точки пересечения любой прямой, параллельной оси г, 
с поверхностями F h расположены не ниже точек пересечения 
ее с поверхностями Fh - 

Пустъ 

z = ik{x,y), z = f„{x,y) 
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— уравнения поверхностей F h и F k соответственно. Определим 
две функции ф (х,у) и у(х,у) в прямоугольнике а-^.х^.Ь, 
*Cy4^d условиями 

Ф (х, у) = min fh (х, у), ф (х, у) = maxJh (х, у). 

k к 

Очевидно, эти функции непрерывны и кусочно-алгебраические. 

Обозначим Ф и Ф кусочно-алгебраические поверхности, за* 
данные уравнениями 


2 = Ф(х, у), 
z = ф(*. у) 




Относительно этих поверхностей существенно заметить следую¬ 
щее. Во-первых, поверхность Ф расположена над поверхностью 
Ф. Во-вторых, любая плоскость у=т\ (c<r) -<d) пересекает 
поверхности Ф и Ф по кривым уп и Ѵч’ кот °рые составлены из 
конечного числа алгебраических дуг, причем в точках, принад¬ 
лежащих двум смежным дугам кривой утр угол, образованный 
полукасательными, обращен вершиной в сторону г>0, а у кри¬ 
вой Yn — в сторону г<0. 

Пусть в плоскостях х=а и х—Ь даны две алгебраические 
кривые — у 4 и Y 2 > расположенные между поверхностями Ф и Ф 
и однозначно проектирующиеся на ось у. Обозначим и 
точки пересечения кривых уі и \2 с плоскостью у=г\. Соединим 
точки и В ѵ в плоскости у = г) кратчайшей Yn. расположенной 
между кривыми у,, и у,,. 

Лемма 4. При изменении ѵ\ от с к d кривая уц описывает 
кусочно-аналитическую поверхность Ф (нитяную поверхность), 
однозначно проектирующуюся на прямоугольник а^.х^.Ь, 
с < у 4id. 

Та часть поверхности Ф ,которая расположена существенно 
между поверхностями Ф и Ф, состоит из линейчатых аналитиче¬ 
ских поверхностей, а остальная часть — из кусков аналитиче¬ 
ских поверхностей Fh и Fh - 

Нарушение гладкости поверхности Ф происходит только на 
конечном числе кривых у,,, причем, если точка Р нарушения 
гладкости принадлежит Ф(Ф), то двугранный угол, образуе¬ 
мый касательными полуплоскостями Ф(Ф) в этой точке со 
стороны области, ограничиваемой поверхностями Фиф, 
меньше я. 

Доказательство. То, что кривая у л описывает поверх¬ 
ность, однозначно проектирующуюся на прямоугольник, следует 
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из того, что кривая Ѵп проектируется однозначно на прямую 
у=у\ плоскости ху и непрерывно зависит от кривых ѵ-п> Y 4 и 
точек А цу В ц . 

То, что часть поверхности Ф, расположенная существенно 
внутри области, ограниченной поверхностями Ф и Ф, состоит 
из аналитических линейчатых поверхностей, следует из того, 
что эта часть описывается прямолинейными отрезками кривой 
У», которые на концах касаются алгебраических поверхностей 
или опираются на аналитические кривые (уі, уг)- Число линей' 
чатых поверхностей конечно потому, что число алгебраических 
поверхностей F ь и F h конечно. 

Нарушение гладкости Ф наконечном числе кривых у ч объ¬ 
ясняется также тем, что Ф и Ф составлены из конечного числа 
алгебраических поверхностей. 

Пусть точка Р нарушения гладкости Ф принадлежит Ф. 
Обозначим ft(P) угол, образуемый касательными полуплоско¬ 
стями поверхности Ф в этой точке со стороны области, ограни¬ 
чиваемой поверхностями Ф и Ф. Покажем, что я. 

Действительно, точка Р принадлежит одной из поверхностей 
Fh и является гладкой точкой этой поверхности. Поверхность Ф 
в окрестности Р расположена под F h , тем более под поверх¬ 
ностью F h расположена поверхность Ф, и, следовательно, угол 
•д(Р) никак не может быть больше я со стороны указанной 
области. Случай, когда точка Р принадлежит Ф, рассматри¬ 
вается аналогично. Лемма доказана. 

Пусть Ф — кусочно-аналитическая поверхность, однозначно 
проектирующаяся на прямоугольник 


Пусть 


a^.x4^b, c^.y'^.d ( c<0<d ). 

z=q Лх,У) 


— уравнение этой поверхности, где ц>(х,у) — кусочно-аналити¬ 
ческая функция в указанном прямоугольнике, удовлетворяю¬ 
щая условиям: 

1 ) щюизводная дср/дх непрерывна во всем прямоугольнике 
a-4ix^.b, c^y^d-, 

2 ) производная ду/ду терпит разрыв только на оси х, при¬ 
чем скачок производной при переходе через ось х меньше е; 

3) в каждой точке оси х, где существует д 2 ці/дх 2 , 

д 2 Ф/дя 2 А (<?ф /ду) < О, 

где А (ду/ду) — изменение производной дуіду при переходе в 
данной точке оси х от у<0 к у>0 . 
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Лемма 5. Поверхность Ф: 

z = ф(*, у) (a<jc<ft, c<£/<d), 

удовлетворяющая перечисленным выше условиям , допускает 
приближение аналитической поверхностью Ф*: 

г = ф* (д с, у) (а < х < Ь, с < у < d), 

обладающее следующими свойствами: 

1) 1 ф(л:, у) — ср*(х,у) |<ві для всех точек (х, у) прямо¬ 
угольника ; 

2 ) для всех точек прямоугольника , где существуют произ¬ 
водные ду/дх, <Э<р /ду, 

I ду/дх - ду'/дх |<е 2 , | д<р/ду - ду'/ду | < е 2 ; 

3) положительная кривизна поверхности Ф в области регу¬ 
лярности отличается от положительной кривизны поверхности 
Ф* меньше чем на е 3 . 

Величины еі и ез можно считать сколь угодно малыми, а 
мало вместе с г, характеризующим степень нарушения глад¬ 
кости поверхности Ф. 

Доказательство. Во-первых, заметим, что для доказа¬ 
тельства теоремы достаточно построить гладкую кусочно-ана¬ 
литическую поверхность, обладающую свойствами 1), 2), 3). 
Приближение последней с помощью аналитической с сохранен 
нием указанных свойств, как известно, не составляет труда. 

Пусть Я — малое положительное число. Определим в прямо¬ 
угольнике a^,x^,b, c-^.y-^.d функцию ф(х, у), полагая 

ф(х, іО = ф(дс, у) при \у\>К 
Ф(*. 0) = a (*)# 3 + ßM*/ 2 + YM|/ + ö(*) при |і/|<Я, 
где а(х), ß(*), у(*) и б(дс) подобраны так, чтобы при |у| = Я 
Ф (х , г/) = ф (х, у) и (Эф {х, у)/ду = (х, у)/ду. 

Утверждается, что функция ф(х, у) при достаточно малом Я 
гладкая, кусочно-аналитическая и обладает свойствами 1), 2), 
3), указанными в лемме. Докажем это. 

Функции а(х), ß(x), у(х) и &(х) указанными условиями 
определяются однозначно. Опуская соответствующие вычисле¬ 
ния, приведем окончательный результат: 

a = IF {* К + %) - № Р = і (Ч$ ~ %): 

Y = і { 3 (Ф + - Ф") -Цч$ + 45)} і 6 = і {2 (ф + + ф") - - Фі)} . 
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где плюс или минус, поставленные индексом, указывают на то, 
что второй аргумент функции (у) полагается равным + Я или 
— Я соответственно. 

Подставляя эти значения для а, ß, у и б в ф(х, у), получаем 
для нее в области \у\ ^Я следующее выражение: 

</) = у(Ф + + Ф'Жф + -ф“)(— -&- + ж) + 

Так как при малых Я величина ф + — qr имеет порядок Я, 
то при \у \ <Я 

Ф (де. У) = j (Ф + + Ф") + О (Я), 

где О (Я) — некоторая функция, имеющая порядок Я. Отсюда 
по непрерывности функции ф(х, у) следует, что выражение 

I Ф(де, #) —Ф(*. У) I 
сколь угодно мало, если мало Я. 

Дифференцируя функцию ф(д:, у) по х и замечая, что 
|фед — %у\ имеет порядок Я, мы дословно таким же рассуж¬ 
дением приходим к выводу, что 

! Ф* (х, у) Фх (х, у) I 

сколь угодно мало, если мало Я. 

Рассмотрим теперь 

|ф»и. У)-У ѵ (х, у) |. 

Имеем 

Ф» С*. У) = (Ф + - Ф‘) (-1 w + і) + 

+(ф:+ф«) (w - т)+( ф. + -ФГ) Ш • 

При малых Я 

ф + = Ф° + Яф+ + О (Я 2 ), ф - = ф° — Яф“ + О (Я 2 ), 
где через ф° обозначено ф(дс, 0). Поэтому 

Отсюда видно, что 

KU. У)~%{х, у) I 

мало вместе с Я и е. 
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Покажем, наконец, что изменение положительной кривизны 
при переходе от поверхности z=q>(x, у) к поверхности г— 
=ф(х, у) сколь угодно мало, если достаточно мало X. 

Во-первых, поверхности z= <р(х, у) и г=ф(л;, у) отличаются 
только в области \у\<Х. В этой области положительная кри¬ 
визна поверхности z=<p(x, у) мала вместе с X. Таким образом, 
нам надо показать, что положительная кривизна поверхности 
г=гр(дс, у) в области |#|<Я мала вместе с X. 

Положительная кривизна поверхности г=ф(л:, у) в об¬ 
ласти \у\ < X равна 


о) + = 


II 


%х^уу~К 

( 1 +^+^ 


dxdy, 


где интегрирование распространяется на ту часть области 
\у\ КХ, где подынтегральная функция положительна. 

Чтобы оценить величину интеграла, которым определяется 
положительная кривизна поверхности г=ф(х, у), рассмотрим 
вторые производные функции ф(х, у) при |#| -<А,. Именно, по¬ 
кажем прежде всего, что при \у\ -^.Х величины ф жж , ф Ж!/ и Яф ѵѵ 
равномерно ограничены. Для этого снова воспользуемся явным 
выражением для ф(х, у) в области \у\ X. 

Дифференцируя выражение для ф(х, у) два раза по х , за¬ 
ключаем об ограниченности ф яя просто на основании равномер¬ 
ной ограниченности вторых и третьих производных <р в обла¬ 
стях ее аналитичности. 

Дифференцируя ф(х, у) по х и у, получим 

+К, + К) (% - т ) + (К - Ю ж ■ 

Второй и третий члены этого выражения ограничены в силу 
ограниченности вторых производных функции ф. Что касается 
первого члена, то в силу непрерывности функции ср х (х, у) он 
допускает представление 



Первый сомножитель этого выражения ограничен из-за ограни¬ 
ченности производной ф ж „, а второй ограничен очевидным обра¬ 
зом. Итак, производная ф хг/ ограничена. 

Следует заметить, что последние заключения относятся к тем 
точкам рассматриваемой области, где производные существуют. 
Но таковы почти все точки области задания функции ф, поэто¬ 
му X, например, всегда можно выбрать так, чтобы на прямых 
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у=±Х встречающиеся производные функции ср существовали 
почти везде. 

Покажем ограниченность l k^ vv . Дифференцируя выражение 
ф два раза по у, получаем 

} ^уу = ~ W ( ф + “ V) + ff (Ф J + Фу) + J (Фу - %)■ 

Ограниченность второго и третьего слагаемых следует из огра- 
ниченности производных функции ф. Первое слагаемое допу* 
скает представление 



и, следовательно, ограничено по той же причине. Итак, вели¬ 
чина Хтруу ограничена. 

Поверхность г==ср(х, у) состоит из конечного числа аналити¬ 
ческих поверхностей, разделяемых аналитическими кривыми. 
Пусть A lf А 2 , ..., А г — точки оси х, лежащие на границе обла¬ 
стей аналитичности функции ф, расположенных со стороны у> 
>0, и Аи ..., As — точки, лежащие на границе областей ана¬ 
литичности со стороны у< 0. Число тех и других конечно. Пусть 
В 1 , В 2 , ..., Bt — точки оси х, в которых ф жзс обращается в нуль, 
не будучи равной нулю тождественно в окрестности. По при¬ 
чине аналитичности кусков поверхности ф число таких точек 
также конечно. 

Построим для каждой точки А и А { и В { содержащий ее ин¬ 
тервал б так, чтобы общая длина интервалов не превосходила 
е'. Множество, Составленное из интервалов б, обозначим D. 

Часть отрезка (ab) оси х, не покрытая интервалами б, со¬ 
стоит из отрезков б. В достаточно малой полуокрестности ка¬ 
ждого отрезка б со стороны у > 0 и со стороны у < 0 функция 
ф(х, у) аналитическая. Возьмем Я настолько малым, чтобы 
функция ф(х, у) была_аналитической внутри каждого прямо¬ 
угольника со стороной б и параллельной стороной на г/=±Я. 

Множество точек, принадлежащих отрезкам б, разобьем на 
два подмножества D' и D". В D' отнесем все точки, где 
|ф**|<е", а в D" — точки, где |ф Х ж|>е". 

Обозначим Dx, Dx и Dx множества точек прямоугольника 
а^-Х^СЬ, \у\*СК которые проектируются на ось х в множе¬ 
ства D, D' и D" соответственно. Положим для краткости 

М,ГІ Q 

(І+Ф’+Ф 2 /’ • 
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Обозначим, наконец, Gy, множество точек (х, у) , в которых 
\у\К X и Q>0. Тогда 

со + = Jß dxdy= I Qdxdy+ J Qdxdy+ J Qdxdy. 

°i °i^ D i °i^ D i °i^ D i 

Третий интеграл правой части равенства при достаточно ма¬ 
лом А, равен нулю, так как G\ f) Dy. пусто. Действительно, так 
как в каждой компоненте Di функция <р аналитическая при 
у ■< 0 и при у > 0, то при достаточно малом X 

Ъххіх, у) = ч> хх {х,0) + О(Х), 

Ууу{х, у) = -^(%{х, +0), — (дс, — 0)) + 0(1). 

По условию леммы 

<f xx {x, 0)(ф у (х, +0)-%(х, —0)) < 0. 

Поэтому при достаточно малом X в Di функция Q < 0 и, сле¬ 
довательно, в Di нет точек G x . 

Оценим теперь 

J Qdxdy. 

°хп d’i 

По той же причине, что и для Di, в Di имеют место данные 
выше представления для ф** и ф уг/ . И так как в D' величина 
|фжх| <е", то при малом X в Di 

I Ъхх%у\<7Г, 

где с — постоянная, не зависящая от А, и е". Что касается сме¬ 
шанной производной ф жу , то она оценена раньше. Принимая во 
внимание, что площадь области интегрирования Gi(]Di не 
больше (Ь — а) X, заключаем, что интеграл 

J üdxdy 
Оіпв’і 

оценивается величиной е" и, следовательно, мал, если мало в". 
Оценим, наконец, интеграл 

J Qdxdy. 

Так как при |t/|<A, функции ф жх , А,ф уу и ф жу равномерно 
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ограничены, то подынтегральная функция имеет порядок не бо¬ 
лее чем 1Д. Что же касается площади области интегрирования, 
то она не больше ъ'Х. Поэтому величина интеграла мала вме¬ 
сте с е'. 

Резюмируя вышеизложенное, заключаем, что при достаточно 
малом X положительная кривизна поверхности 2 =ф(х, у) в об» 
ласти \у\<Х сколь угодно мала. Лемма доказана полностью. 

Лемма 6. Пусть 

2 = ф (х, у), a^x^b, c^y^d, 

— нитяная поверхность, существование которой устанавливается 
леммой 4. Тогда существует аналитическая поверхность 

2 = ф(х, у) а^'х^Ь, c^y^d, 
удовлетворяющая следующим условиям: 

1) |<Р(*, У)-Ъ(х, У)\<*ѵ 

2 ) I ду/дх - д^/дх | < е 2 , | ду/ду - д^Іду \ < е 2 ; 

3) каково бы ни было множество Му в области регулярно¬ 
сти поверхности ф, 

ІоЧЛд-оЧМфЖез, 

где Му — множество на поверхности ф, в которое проекти¬ 
руется Му прямыми, параллельными оси г. 

Числа еі и е 3 можно считать сколь угодно малыми, а е 2 мало, 
если малы скачки производных ф в точках нарушения глад¬ 
кости. 

Эта лемма по существу следует из леммы 5. 

§ 7. Приближение поверхностей ограниченной 
внешней кривизны регулярными поверхностями 

Доказательству теоремы о приближении поверхностей огра¬ 
ниченной внешней кривизны мы предпошлем ряд лемм о прямо¬ 
линейных образующих на гладкой поверхности. 

Прямолинейный отрезок g на гладкой поверхности мы бу¬ 
дем называть изолированным, если не существует последова¬ 
тельности прямолинейных отрезков на поверхности, сходя¬ 
щихся к g. 

Лемма 1. Множество изолированных прямолинейных от¬ 
резков на поверхности не более чем счетно. 

Доказательство. Сопоставим каждому прямолиней¬ 
ному отрезку, лежащему на поверхности, шесть величин 
Хи х 2 , ..., Хе, из коих первые три являются декартовыми коор¬ 
динатами одного конца отрезка, а остальные три — декарто¬ 
выми координатами другого конца. Таким образом, каждому 
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отрезку на поверхности будет сопоставлена точка шестимерного 
евклидова пространства (хі, х 2 . х ъ ). 

Обозначим Я множество точек этого пространства, соот¬ 
ветствующих указанным образом прямолинейным отрезкам по¬ 
верхности. Очевидно, если отрезок g изолированный, то соот¬ 
ветствующая ему точка X g czH является изолированной точкой. 
А множество изолированных точек Я не более чем счетно. 
Лемма доказана. 

Пусть g — неизолированный прямолинейный отрезок на по¬ 
верхности. Тогда, если среди прямолинейных отрезков g n , схо¬ 
дящихся к g, найдутся сколь угодно близкие к g, расположен¬ 
ные с ним в одной плоскости, то касательная плоскость поверх¬ 
ности вдоль g стационарна. Докажем это. 

Не ограничивая общности, можно считать, что отрезок g 
расположен в плоскости xz. Пусть А и В — две произвольные 
внутренние точки отрезка g. Проведем через них плоскости, 
перпендикулярные к оси х. Они пересекут поверхность по кри¬ 
вым у А и ув соответственно. Обозначим А„ и В п точки пересе¬ 
чения кривых уд и Yb с отрезком g n , который лежит в одной 
плоскости с отрезком g. 

Положим 


£д = j 

f z(A n )-z(A) 

У (An) -У (А)* 

если 

А п фА, 


t дг/ду |д, 

если 

А п = А, 

^ = j 

Г г(В„)-г(В) 

1 у (В„) — у (В) ' 

если 

В п фВ, 


[ дг/ду \в, 

если 

в п =в. 

i-s. 

а при /г-> оо 




I" dzjdy \ А и I" -► дг/ду \ в , 


то 

дг/ду |д = дг/ду \ в . 

Равенство производных дг/дх в точках А и В очевидно. 
Утверждение доказано. 

Лемма 2. Если угол между нормалями поверхности на 
концах неизолированного прямолинейного отрезка g меньше б, 
то угол между нормалями в двух любых точках отрезка также 
меньше О. 

Доказательство. Будем считать, что отрезок g распо¬ 
ложен в плоскости xz. Если среди отрезков g n , сходящихся к g, 
существуют сколь угодно близкие к g, расположенные с ним 
в одной плоскости, то утверждение леммы очевидно, так как 
в этом случае касательная плоскость вдоль отрезка g стацио¬ 
нарна. 
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Возьмем точки А и В на отрезке g, близкие к его концам, 
и пусть С — точка отрезка, делящая расстояние между А и В 
в отношении X: (1—А,). Так же, как и в предыдущем рассмо¬ 
трении, проведем через точки А, В, С плоскости, перпендику¬ 
лярные к оси х, и обозначим Ah, B k и Ch пересечения их с от¬ 
резком gh. В связи с замечанием, сделанным выше, можно счи¬ 
тать, что А к ФА, В к фВ и С к фС. 

Для доказательства леммы, очевидно, достаточно показать, 
что производная dz/dy в точке С заключена между производ¬ 
ными в точках А и В. 

Положим 


гп _ г(А п )-г(А) _ z(B n )-z(B) _ z{C n )-z(C) 

У(А п )-у{А) • у(В п )-у(В)' у(С п )-у(С) * 


Из геометрических соображений ясно, что ££ заключено 
между и В этом можно убедиться и вычислениями, если 


принять во внимание известные соотношения между координа¬ 
тами трех точек на прямой. 

Отсюда, переходя к пределу при п —*■ оо, заключаем, что про¬ 
изводная dz/dy \ с заключена между производными dz/dy \ А и 
dz/dy \ в . Лемма доказана. 

Лемма 3. Если вВоль неизолированного прямолинейного 
отрезка касательная плоскость поверхности не стационарна, то 
величина 


у(В п )-у(В т ) 

у(А„)-у(А т ) 


при п, т-^са стремится к опреВеленному, отличному от нуля 
преВелу. 

Доказательство. Во-первых, при достаточно больших m 
и п отрезки gm и g n не могут пересекаться, так как отсюда не¬ 
медленно следовало бы, что касательная плоскость вдоль от¬ 
резка g стационарна. 

Рассмотрим три отношения: 

, z(A n )-z(A m ) д z(B n )-z(B m ) .. z (С я ) — 2 (С д ) 

У(А п )-у(А т )' Р_ у(В п )-у(В т ) ' У у(С п )-у(С т )- 

Принимая во внимание известное соотношение между координа¬ 
тами точек Ah, Bh и Chi 

x(C k ) = lx(A k ) + (l-X)x(B k ), 
y{C k ) = Xy(A k ) + (l-X)y(B k ), 


z(C k ) = lz(A k ) + (l-X)z(B k ), 


„ „ A(o-y) 

n m B - 11-Ѵф-іГ 


получаем 
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При т, п-*-оо 

а -> дг/ду \ л , ß -*• дг/ду \ в , у-> дг/ду | с . 
И так как 

дг/ду U ф дг/ду | с Ф дг/ду | в . 


то при т, га-> оо 

К,В~*»А. 


X (дг/ду \ А -дг/ду \ с ) 
(1-Х) (дг/ду \ в -дг/ду \ с ) • 


Лемма доказана. 

Сопоставим каждому неизолированному отрезку g, парад* 
дельному плоскости хг, число d e , равное углу между нормалями 
поверхности на его концах. Если d g отлично от нуля, то отне¬ 
сем отрезку g еще число p,g, равное пределу величины в , 
когда точки А и В неограниченно приближаются к концам от¬ 
резка g. 

Лемма 4. Множество G e отрезков g длины не меньше 
1>0 , для которых dg>e>0 и |р в —1|>е, конечно. 

Доказательство. Допустим, G e бесконечно. Тогда в нем= 
можно выделить сходящуюся последовательность g n . Она схо¬ 
дится к некоторому отрезку g 0 , причем 


dg n 


■V 


Так как dg^^e, то и dg o >e. Отсюда следует, что Pg 0 суще¬ 
ствует и является пределом p g/i , в частности, |p g|) — 1 |^в. 

С другой стороны, так как отрезок g 0 является пределом от¬ 
резков g n , параллельных плоскости хг, то ц в() =1. Мы пришли 
к противоречию. Лемма доказана. 

Пусть отрезок gc=G e на поверхности F расположен в пло¬ 
скости y=t= const. Проведем через каждую точку Р отрезка 
в плоскости х=х Р прямую g P , касающуюся поверхности F в- 
точке Р. Отрезки g P (Pag) образуют аналитическую линейча¬ 
тую поверхность F g (гиперболический параболоид). 

Действительно, коэффициент k P наклона прямой g P в про* 
извольной точке Р, делящей расстояние между концами в от¬ 
ношении X: (1 — Я), выражается через коэффициенты наклона- 
прямых, соответствующих концевым точкам, по формуле 
, a-iigft, + (1 - X) k 2 
kp ~ *|i f +(l-X) 

и, таким образом, представляет собой аналитическую функ¬ 
цию X. Отсюда следует, что поверхность F g аналитическая. 

Построим в плоскости y=t две кривые у + и у~ следующим- 
образом. На отрезке g возьмем близкие к концам А и В точки Ä 
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и В. Сместим точки А и В в направлении z>0 на_ расстояние й. 
Кривая ѵ + состоит из прямолинейного отрезка AB и двух пара¬ 
бол, которые касаются g в точках А, В и проходят через точки 
Лд и B g , полученные смещением А и В. Кривая у строится 
аналогично, только точки А и В смещаются на й в направле¬ 
нии z< 0. 

Теперь построим поверхности Fg и F~ g . Через каждую точку Р 
кривой ѵ + проведем параболу в плоскости х=х Р так, чтобы ее 
наклон в Р был равен наклону той прямолинейной образующей 
поверхности F g , которая лежит в плоскости х=х Р , а коэффи¬ 
циент при у 2 равен е/й. Эти параболы образуют гладкую ку¬ 
сочно-аналитическую поверхность Fg. Поверхность Fg строится 
аналогично, только вместо кривой y + берется y“. а коэффициент 
при у 2 у парабол равен е/й. 

Сместим поверхность F g в направлении z>0 на расстояние й. 
При этом некоторая часть поверхности Fg окажется под по¬ 
верхностью F g . Обозначим ее F g . Относительно этой поверхно¬ 
сти существенно заметить следующее: 

1. При достаточно малом й и фиксированном е ее край рас¬ 
положен над поверхностью F. 

2. Проекция Fg на плоскость ху расположена в h/Ve- 
•окрестности проекции отрезка g. 

3. Абсолютная кривизна поверхности Fg мала вместе с в 
(имеет порядок е). 

Все перечисленные свойства поверхности Fg проверяются 
непосредственными вычислениями. Поверхность F ~ е опреде¬ 
ляется аналогично с помощью поверхности Fg и обладает ана¬ 
логичными свойствами. 

Сместим поверхность F на малое расстояние h (А < А) 
в направлениях z > О и z < О в положения F * и F~ соответ¬ 
ственно так, чтобы край поверхности Fg был над F + , а край 
Fg — под F~. Пусть Gg — компонента разбиения поверхности F g 
поверхностью F + , содержащая отрезок gj g. Преобразуем по¬ 
верхность F+, заменив в ней областью Gg ту часть, в которую 
эта область проектируется прямыми, параллельными оси г. 
Полученную поверхность обозначим F + . Поверхность F~ опре¬ 
деляется аналогично с помощью поверхности Fg. 

Лемма 5. Пусть М — множество прямолинейных отрезков 
■длины не меньше I, параллельных плоскости хг и расположен¬ 
ных между поверхностями F* и F~. Тогда существует d>0 та¬ 
кое, что, каково бы ни было е>0, при достаточно малом й в 



§ 7. Приближение поверхностей ограниченной внешней кривизны 719 


d -окрестности отрезка g не будет отрезков из М, кроме са¬ 
мого g. 

Доказательство. Допустим, утверждение неверно и 
g' — отрезок из М, расположенный в d -окрестности отрезка g. 
Пусть Р' и Q' — точки отрезка g', делящие его на три равные 
части, a S' — точка, расположенная между ними и делящая 
отрезок P'Q' в отношении А:„(1— Я). Проведем через каждую 
из этих точек плоскость, параллельную плоскости yz. При до¬ 
статочно малом d эти плоскости пересекают отрезок g в точ¬ 
ках Р, Q и S соответственно. 

Рассмотрим три отношения: 
г г (А)-г ІА) . z (В) — г (В) . z(C) — z (С) 

Л у(А)-у(А)' у{В)-у(В)' SC у(С)-у(С)’ 


Если d и h/V е достаточно малы, то эти отношения близки 
к dzldy \ А , dzjdy \ в и dzjdy | с соответственно. Следовательно 


^6 Л + (1-Я)6 Д ~ 

Іс ~ Wr + d -л) + е ’ 


где е сколь угодно мало, если малы d и h/V е . С другой 
стороны, очевидно, 

Іс = ^л + (1-Щд. 


Так как ||а — ів| ограничено снизу положительными чис¬ 
лом (0 g =£O), a p g =£0, то при Ä,= y и достаточно малом е эти 
два выражения для | с заведомо различны. Мы пришли к про¬ 
тиворечию. Лемма доказана. 

Теорема. Пусть F — поверхность ограниченной внешней 
кривизны и X — произвольная точка на этой поверхности. Тогда 
у точки X есть окрестность Ux такая, что существует последова¬ 
тельность регулярных, даже аналитических поверхностей F n , 
сходящихся к F в LJ х вместе со сферическими изображениями 
и с положительными кривизнами, слабо сходящимися к поло¬ 
жительной кривизне F. 

Точный смысл этой теоремы состоит в следующем. Сходи¬ 
мость поверхностей F n к F в окрестности U x предполагает не¬ 
который гомеоморфизм f n поверхности F на F n , определенный 
в Ux. В теореме утверждается, во-первых, что при достаточно 
большом п расстояния между соответствующими точками по¬ 
верхностей F и F n , а также углы между касательными поверх¬ 
ностей в этих точках сколь угодно малы. 

Далее, в силу гомеоморфизма f n каждому множеству EczU x 
сопоставлено некоторое множество /„(£) на F n . Пусть о£ (£) — 
его положительная кривизна. Тогда в теореме утверждается, 
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что, какова бы ни была непрерывная функция ф(У), заданная 
в U x , 


lim f ф(У)^(£(У)) = f ф(У)гіо + (£(Ю). 
ѵ х и х 

Доказательство. Пусть F ■—гладкая поверхность огра- 
ниченной внешней кривизны. Приняв касательную плоскость в 
точке X за плоскость ху, достаточно малую окрестность этой 
точки поверхности можем задать уравнением 

2 = ф (х, у), a^x^b, c<t/<d, 

где ф(х, у) — непрерывная и непрерывно дифференцируемая 
функция по обеим переменным в указанной области. 

Так как множество изолированных отрезков на поверхности 
не более чем счетно, то, не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что среди них нет параллельных плоскости ху. 

Для каждого отрезка g множества G e (лемма 4) построим 
кусочно-аналитические поверхности F g и F~ g с достаточно ма¬ 
лым е, которым они определяются. 

Разобьем прямоугольник Д: a-^x^Cb, c4^.y^.d, прямыми, 
параллельными координатным осям, на малые прямоуголь¬ 
ники б так, чтобы абсолютная кривизна поверхности на множе¬ 
стве точек, соответствующих сторонам и вершинам прямоуголь¬ 
ников б, была равна нулю. Пусть F 6 — кусок поверхности F, 
который проектируется на прямоугольник б. Образуем выпук¬ 
лую оболочку F 6 . Пусть Fe — та ее часть, которая обращена в 
сторону г>0, а Fb — в сторону г<0 . 

Поверхности Fb, и Fb„ у которых соответствующие прямо¬ 
угольники бі и б 2 имеют общую сторону, тоже имеют общий 
отрезок границы — некоторую выпуклую кривую, которая проек¬ 
тируется на эту общую сторону прямоугольников, так что по¬ 
верхности Fb, взятые вместе, образуют некоторую поверхность 
F' и однозначно проектируются на прямоугольник А. Аналогич¬ 
ным свойством обладают поверхности Fb. 

Пусть Я —любое множество точек на поверхности F. Тогда 
положительная кривизна поверхности F на множестве Я не 
меньше суммы положительных кривизн поверхностей Fb и Fb 
на множествах, проектирующихся в Я прямыми, параллель¬ 
ными оси г. Это немедленно следует из того, что каждой точке 
одностороннего расположения на Fb (или Fb), не содержащей 
прямолинейного отрезка, в указанном проектировании соответ¬ 
ствует на F точка одностороннего расположения. 
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Приблизим каждую поверхность Ft, алгебраической выпук¬ 
лой поверхностью Pt,, удовлетворяя при этом следующим усло¬ 
виям: 

1 ) полная кривизна р' 6 должна мало отличаться от полной 
кривизны Ft,-, 

2 ) если Р — точка края какой-нибудь из поверхностей Р'ь, 
то всегда найдется по крайней мере на одной из смежных по¬ 
верхностей Ft, внутренняя точка, расположенная над Р\ 

3) никакие две поверхности Ра не касаются, следовательно, 
либо не имеют общих точек, либо пересекаются по алгебраиче¬ 
ским кривым. 

Очевидно, удовлетворяющее этим условиям приближение по¬ 
верхностей Ft, алгебраическими поверхностями Р'і, нетрудно 
осуществить. 

Поверхности Pt, разбивают область пространства а х Ь, 
c^y^Cd. Пусть Е' — та из областей этого разбиения, которая 
содержит точки со сколь угодно большими 2 . Часть границы Е', 
составленную из кусков алгебраических поверхностей Ft,, обо¬ 
значим F'. Она представляет собой кусочно-алгебраическую по¬ 
верхность, однозначно проектирующуюся на прямоугольник Д. 

Аналогично строится кусочно-алгебраическая поверхность F" 
из алгебраических поверхностей Рб, приближающих поверх¬ 
ности Fe. 

Сместим поверхность F" на малое расстояние А вверх, а по¬ 
верхность F' на такое же расстояние вниз. При этом, так как Л 
мало, край каждой поверхности Pg будет над поверхностью F". 
Заменим ту часть поверхности F", которая вырезается поверх¬ 
ностями Pg, соответствующими кусками этих поверхностей. По¬ 
лученную поверхность обозначим Ф. Аналогично с помощью по¬ 
верхностей Р и Pg построим поверхность Ф. 

Очевидно, малостью прямоугольников можно распорядиться 
так, чтобы при_заданном смещении А поверхность Ф была рас¬ 
положена над Ф. 

Приблизим линии пересечения поверхности F с плоскостями 
х=а и х=Ь алгебраическими кривыми уі, Ѵг и построим для 
этих кривых и поверхностей Ф, Ф нитяную поверхность Ф. 
Утверждается, что при соответствующем выборе конструктив¬ 
ных параметров, определяющих строение поверхности Ф, она 
будет обладать следующими свойствами: 

1) поверхность Ф близка к F; 

2) касательные плоскости Ф образуют с касательными пло¬ 
скостями F в соответствующих точках малые углы. 
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Первое утверждение очевидно, оно обеспечено малостью h. 
Именно, расстояние между соответствующими точками F и Ф 
(т. е. точками, расположенными на одной вертикали) не пре¬ 
восходит h. 

Докажем второе утверждение. Допустим, оно неверно. Тогда 
на каждой поверхности Ф можно указать точку Q такую, что 
касательная плоскость в этой точке образует с касательной 
плоскостью поверхности F в соответствующей точке Q угол 
больше е>0, причем е одно и то же для всех Ф. 

Можно считать, что точка Q не принадлежит ни Ф, ни Ф, 
так как касательные плоскости этих поверхностей близки к ка¬ 
сательным плоскостям F по построению. Таким образом, точка Q 
должна принадлежать прямолинейному отрезку g, который на 
концах либо касается поверхностей Ф, Ф, либо опирается на 
кривые Vi, Y 2 - 

По той же причине расстояния точки Q от концов отрезка g, 
которому она принадлежит, ограничены снизу. 

Когда поверхность Ф неограниченно приближается к F, от¬ 
резок g, можно считать, сходится к некоторому отрезку g 0 (ча¬ 
сти отрезка) поверхности F, а точка Q — к его внутренней 
точке Q о. Относительно отрезка могут быть только три пред¬ 
положения: 1) Og,, ^е, I pg 0 — 11 е, 2) ■ö Ä0 <е, 3) | pg 0 — 11 <е. 
Мы покажем, однако, что конструктивными параметрами по¬ 
верхностей Ф, сходящихся к F, можно распорядиться так, что 
ни одно из указанных условий для предельного отрезка go не 
будет выполняться. 

По лемме 4 легко добиться того, чтобы для g 0 не выполня¬ 
лось первое предположение. 

Допустим, go удовлетворяет второму условию (flg^e). 
Тогда изменение производной ду/ду вдоль отрезка g 0 не пре¬ 
восходит е, т. е. с точностью до е производная дФ/ду не изме¬ 
няется. В точке Q величина ду/ду заключена между ее значе¬ 
ниями на концах отрезка g. А последние близки к значениям 
ду/ду в соответствующих точках отрезка g 0 . Отсюда следует, 
что при достаточной близости Ф к F производные ду/ду и ду/ду 
в точках Q к Q соответственно будут отличаться на величину 
порядка е, которую ввиду произвола е можно считать мень¬ 
шей е. Итак, достаточно взять малым е, и для отрезка go не 
будет выполняться второе условие. 

Допустим, наконец, что для отрезка go выполняется третье 
условие I р во — 11 <8. Покажем, что и это исключается, если 
достаточно мало 8. Производная ду/ду вдоль отрезка g 0 при 
I р во — 11 <е и производная ду/ду вдоль отрезка g изменяются 
одинаково с точностью до величины порядка е. И так как ука- 
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занные производные на концах отрезков близки, то они близки и 
в точках, делящих отрезки в одинаковых отношениях. Таким об¬ 
разом, если е мало в сравнении с е, то для отрезка g 0 не может 
выполняться третье условие. Мы пришли к противоречию. Итак, 
среди поверхностей Ф существуют такие, которые сколь угодно 
близки вместе с касательными плоскостями, к поверхности F. 

Построим для каждой поверхности Ф аналитическую поверх¬ 
ность Ф* по лемме 6 § 6. Утверждается, что последовательность 
аналитических поверхностей, существование которой утверж¬ 
дается теоремой, может быть построена из поверхностей Ф*. 

То, что из совокупности поверхностей Ф* можно выделить по¬ 
следовательность Ф„, сходящуюся к F вместе со сферическими 
изображениями, очевидно. Покажем, что при этом может быть 
обеспечена также слабая сходимость положительных кривизн. 

Каково бы ни было е + >0, при достаточной близости поверх¬ 
ности Ф* к F 

о+ (Ф*) > о + (F) - е + . 

Докажем это. 

Возьмем на F конечное число замкнутых, попарно не пере¬ 
секающихся множеств Hk, сумма площадей сферических изо¬ 
бражений которых мало отличается от абсолютной кривизны F. 

Определим на F множества W n точек одностороннего распо¬ 
ложения следующим условием. Точку X отнесем W n , если она 
имеет окрестность U (X) такую, что: 

1) вся U(X) расположена по одну сторону касательной пло¬ 
скости в точке Х\ 

2) граница окрестности И(Х) находится на расстоянии, не 
меньшем 1/л от касательной плоскости; 

3) диаметр U(X) не больше расстояния между множе¬ 
ством Е/Д и границей поверхности F (соответствующей границе 
прямоугольника Д). 

Очевидно, W h — замкнутые множества. При достаточно боль¬ 
шом п сумма площадей сферических изображений множеств 
WkftHk мало отличается от положительной кривизны F, так 

как 2 W„ содержит все эллиптические точки множества 2 H k . 

1 __ к 

Пусть поверхность Ф* так близка к F, что располагается в 
е*-окрестности последней. Если е* мало в сравнении с 1/л, то 
для каждой точки X 6 w„ П H h найдется на Ф* точка X* одно- 
стороннего расположения такая, что: 

1) расстояние между точками X и X* мало вместе с е*; 

2) касательные плоскости поверхностей FhO*b точках X и 
X* параллельны. 
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Обозначим множество таких точек X*, соответствующих мно¬ 
жеству w n П Hk, через Mk. Множества M h при достаточно ма¬ 
лом е* не пересекаются. Сумма площадей их сферических 
изображений не меньше суммы площадей сферических изобра¬ 
жений множеств w n П Hk, которая мало отличается от поло¬ 
жительной кривизны поверхности по построению. Отсюда мы и 
заключаем, что, каково бы ни было е + > 0, при достаточной бли¬ 
зости Ф* к F 

G+ (Ф*) > о + (£) - е + . 

Распределение положительной кривизны на поверхности Ф* 
почти не отличается от распределения ее на нитяной поверхно¬ 
сти Ф, из которой Ф* получается сглаживанием. Положитель¬ 
ная кривизна нитяной поверхности Ф сосредоточена в областях, 
по которым она прилегает к поверхностям Ф и Ф. 

Положим 

о + (Фб)-о + (/'в) = Лб. 

Тогда по указанной причине те т) в , которые больше нуля, дают 
в сумме меньше е + . А тогда, принимая во внимание предыдущее 
неравенство, заключаем, что сумма абсолютных величин rj 4 не 
превосходит 2е + . Итак, 

Е|о*(ФЭ-о*ИІ<2е* 


Будем обозначать положительные кривизны поверхностей F 
и Ф* на множествах, проектирующихся в множество Е прямо¬ 
угольника Д, через а* (£) и о£, (£) соответственно. 

Пусть f — любая непрерывная функция, заданная в прямо¬ 
угольнике Д. Рассмотрим разность 

R = J fdOp- J fda%,. 


Очевидно, R можно представить в виде 

/?=|/ 6 Ч( б )-2/;чл0), 

где f' 6 и — средние значения функции f в прямоугольнике 6. 
А теперь нетрудно оценить ее. Имеем 

я-$п о; (») -»'*.<«>)+?< <»>«- о 

Первая сумма мала ввиду того, что е + может быть взято про- 
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извольно малым в неравенстве для положительных кривизн, 
которое только что было получено. Вторая сумма мала по при¬ 
чине равномерной непрерывности функции f. 

Отсюда мы делаем вывод, что в последовательности поверх¬ 
ностей может быть обеспечена также слабая сходимость по¬ 
ложительных кривизн к положительной кривизне F. Теорема 
доказана полностью. 

§ 8. Поверхности ограниченной внешней кривизны 
как многообразия ограниченной 
внутренней кривизны 

В настоящем параграфе будет доказано, что всякая поверх¬ 
ность ограниченной внешней кривизны является многообразием 
ограниченной внутренней кривизны в смысле А. Д. Александ¬ 
рова. В связи с этим напомним основные определения и тео¬ 
ремы теории многообразий ограниченной внутренней кривизны. 

Многообразие R ограниченной внутренней кривизны опреде¬ 
ляется двумя аксиомами: 

1. R есть многообразие с внутренней метрикой. 

2. Каждая точка R имеет окрестность такую, что для любой 
конечной совокупности попарно не перекрывающихся треуголь¬ 
ников в ней сумма абсолютных величин их избытков равномерно 
ограничена. 

Поясним эти аксиомы. Пусть R — метрическое многообразие 
с метрикой р, т. е. метрическое пространство, являющееся мно¬ 
гообразием. Тогда для каждой кривой X(t), a-^-t-^-b, в много¬ 
образии R может быть определено понятие длины кривой обыч¬ 
ным способом: 

/- sup 2 Р (*(**), X(t k _ i)), а 

Относительно метрического многообразия R говорят, что его 
метрика внутренняя, если расстояние р(А, У) между любыми 
двумя точками X и У в R равно точной нижней грани длин кри¬ 
вых, соединяющих эти точки. 

Кривая, соединяющая точки X и У в R, называется кратчай¬ 
шей, если ее длина не больше, чем длина любой другой кривой, 
соединяющей эти точки. Геодезическая определяется как кри¬ 
вая, кратчайшая на каждом достаточно малом отрезке. 

Кратчайшие в многообразии ограниченной кривизны обла¬ 
дают следующими свойствами: 

1. Для каждой точки А в R и ее окрестности U существует 
такая окрестность V этой же точки, что любая кратчайшая в R, 
соединяющая любые две точки А и У из У, проходит в U. 

2. Кратчайшая гомеоморфна отрезку и поэтому вблизи ка¬ 
ждой ее внутренней точки можно различать две стороны. 
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3. Длина кратчайшей равна расстоянию между ее конце' 
выми точками в метрике р. 

Треугольником АВС в многообразии R называется фигура, 
составленная из трех кратчайших \ АВ , увс, у ас, попарно соеди¬ 
няющих точки А, В, С. Точки А, В, С называются вершинами 
треугольника, а кратчайшие — сторонами. 

Относительно двух треугольников Т и V говорят, что они не 
перекрываются, если существуют не пересекающиеся гомео- 
морфные кругу области G' и G", замыкания которых содержат 
треугольники Т' ѵі Т" соответственно. 

Пусть Yi и Y 2 — Две кривые в R, исходящие из точки О. 
Пусть X и У — переменные точки на кривых уі и у 2 соответ¬ 
ственно. Построим на плоскости треугольник со сторонами, рав¬ 
ными р(0, X), р(0, У), р(Х, У). Пусть 0(Х, У)—угол этого 
треугольника, противолежащий стороне р(Х, У). Верхним углом 
между кривыми уі и у 2 в точке О называется верхний предел 
углов &(Х, У) при X, У —► О. Просто углом между кривыми уі 
и уз в точке О называется предел д(Х, У) при X, Y-+0. Угол 
между кривыми в их общей точке может не существовать, в то 
время как верхний угол всегда существует. 

Верхним углом треугольника АВС при вершине А назы¬ 
вается верхний угол между сторонами треугольника у А в и yac 
в точке А. Избытком треугольника называется разность между 
суммой его верхних углов и я. 

В многообразии ограниченной внутренней кривизны любые 
две кратчайшие, исходящие из одной точки, образуют опреде¬ 
ленный угол в смысле данного выше определения. Этот угол, 
очевидно, совпадает с верхним углом. 

Пусть G — открытое множество в многообразии R ограничен¬ 
ной внутренней кривизны. Положительной (отрицательной) кри¬ 
визной R на множестве G называется точная верхняя грань (точ¬ 
ная нижняя грань с обратным знаком) положительных (отрица¬ 
тельных) сумм избытков попарно не перекрывающихся треуголь¬ 
ников в G и она обозначается <a + (G) (соответственно ©"(G)). 

Положительная и отрицательная кривизны многообразия R 
на любом множестве М определяются равенствами 

(о + (М) = inf <o + (G), ю-(Л1) =inf<ö-(G). 

G=>Af а=>м 

Полной кривизной R на М называется разность между по¬ 
ложительной и отрицательной кривизной R на этом множестве. 
Абсолютной кривизной R на М называется сумма положитель¬ 
ной и отрицательной кривизн на М. 

Положительная, отрицательная, полная и абсолютная кри¬ 
визны на компактных множествах конечны и вполне аддитивны 
на кольце борелевских множеств. 
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Метрическое многообразие R называется римановым, если 
оно в окрестности каждой точки допускает такую параметриза¬ 
цию и, ѵ (т. е. топологическое отображение на плоскость с де¬ 
картовыми координатами и, ѵ), что ее метрика задается в ок¬ 
рестности этой точки положительно определенной квадратичной 
дифференциальной формой 

ds 2 = Е du 2 + 2 F dudv + Gdv 2 

с обычным способом вычисления расстояний между точками 
(как точной нижней грани длин, соединяющих точки кривых). 

Если риманово многообразие допускает параметризацию 
(и, ѵ) такую, что коэффициенты Е, F, 6 формы ds 2 дважды не¬ 
прерывно дифференцируемы, то оно является многообразием 
ограниченной кривизны. 

Положительная и отрицательная кривизны риманового мно¬ 
гообразия на любом множестве М равны 

со + = J К da, ©- = — I К da, 

к >о к<о 

где К — гауссова кривизна, da — элемент площади многообра¬ 
зия, а интегрирование распространяется на подмножество мно¬ 
жества М, где К> 0 и К< 0 соответственно. 

Пусть на многообразии R задана последовательность рима- 
новых метрик р„, сходящихся к некоторой метрике р в том 
смысле, что, каково бы ни было е>0, при достаточно боль¬ 
шом п для любых двух точек Xu У в R |p()f, У) — р„(Х, У) | <е. 
Тогда, если абсолютные кривизны римановых многообразий R Pn 
(многообразие R с метрикой р„) равномерно ограничены, то 
многообразие Rp является многообразием ограниченной кри¬ 
визны. Более того, если положительные (отрицательные) кри¬ 
визны многообразий /? Рп не превосходят ®o(®ö), то положи¬ 
тельная (отрицательная) кривизна R p не превосходит также ©£ 
(соответственно со~). Из последовательности многообразий R Pn 
можно выделить подпоследовательность таких, полные кри¬ 
визны которых слабо сходятся к полной кривизне R p . 

Полная кривизна замкнутого многообразия с эйлеровой ха¬ 
рактеристикой х равна 2ях- 

Пусть Ф — гладкая поверхность, однозначно проектирую¬ 
щаяся на плоскость ху и заданная уравнением 

2 = Ф (х, у), с<г/< d, 

где ф — непрерывная и непрерывно дифференцируемая функция 
в указанном прямоугольнике. Пусть Ф„ — последовательность 
гладких поверхностей, также однозначно проектирующихся на 
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прямоугольник а-^х^-Ь, с^.у ^.d, сходящаяся с касатель- 
ными плоскостями к Ф. Утверждается, что внутренние метрики 
поверхностей Ф„ сходятся к внутренней метрике Ф, если соот¬ 
ветствие точек между поверхностями устанавливается проекти¬ 
рованием прямыми, параллельными оси г. Покажем это. 

Пусть поверхность Ф„ задается уравнением 

z = <p n (x, у), с< z/<d. 

Возьмем две произвольные точки А и В на поверхности Ф и 
соединим их кривой у на поверхности. Длина этой кривой равна 


l y = J {(l+<f?)dx 2 + 2 <р Л dxdy + ( 1 + Ф*) dy>) * . 

V 

По непрерывности производных ф* и ф ѵ абсолютные величины 
их меньше некоторой постоянной с. Поэтому 

/ ѵ </ 1 + 2с 2 Іу, 

где І у —есть длина кривой у—проекции кривой у на плоско¬ 
сти ху. Если взять в качестве у кривую, лежащую в плоскости, 
перпендикулярной плоскости ху, то получим 

Іу < /1+2 сЧ, 


где d — диагональ прямоугольника, на который проектируется 
поверхность. Отсюда следует, что, каковы бы ни были точки А 
и В, расстояние между ними на поверхности не превосходит 
/1+2 c 2 d. 

Так как поверхности Ф„ сходятся с касательными плоско¬ 
стями к Ф, то функции ф„(л:, у) сходятся равномерно с первыми 
производными к функции ф(х, у). Поэтому при достаточно боль¬ 
ших п 


|Ü2_| 
I ду I 


< С. 


Отсюда, как и в случае поверхности Ф, заключаем, что расстоя¬ 
ние между любыми двумя точками на поверхности Ф„ меньше 
/1+2 c 2 d. 

Пусть е>0. Надо показать, что при достаточно большом п 
расстояние между любыми двумя точками А и В на поверхно¬ 
сти Ф отличается от расстояния между соответствующими точ¬ 
ками А п и В п на поверхности Ф„ меньше, чем на в. 

По определению расстояния р существует кривая у, соеди¬ 
няющая точки А и В на Ф такая, что 


|/ ¥ -р(Л,В)|<е'. 
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При достаточно больших п 



Используя легко проверяемое неравенство 

|/0-уТ|</Г^Н 

заключаем, что 

I /у — j < %Ѵ сг " Іу~, 

где / Ѵя — длина кривой у п на поверхности Ф„, соответствующей 
кривой у на Ф, а /- — длина проекции кривой у на плоскость ху. 
Так както 

І'ѵ — 

Отсюда, так как І у отличается от р {А, В) не более чем на г', 
а Іу ^-рп{Л п , В„), то ввиду произвола е' и е" заключаем: 
Рп(А„, В п )-р(А, В) <е. 

Аналогично устанавливается неравенство 
Р (А, В)-р я (А п , В п )<е. 

Для этого надо взять кривую у„ на поверхности Ф„, соединяю¬ 
щую точки /4 „ и В п , такую, чтобы 

а затем воспользоваться аналогичными рассуждениями. Утвер¬ 
ждение доказано. 

Теорема 1. Поверхности ограниченной внешней кривизны 
суть многообразия ограниченной внутренней кривизны. 

Доказательство. Пусть Ф — поверхность ограниченной 
внешней кривизны и О — произвольная точка на этой поверх¬ 
ности. Введем в пространстве прямоугольные декартовы коор¬ 
динаты, приняв точку О за начало координат, а касательную 
плоскость поверхности в этой точке —за плоскость ху. Тогда 
некоторая окрестность G точки О на поверхности допускает за¬ 
дание уравнением 

г = ф (х, у), a^x<b, с< ?/<<! 

Согласно теореме о приближении (§ 7) существует последо¬ 
вательность аналитических поверхностей Ф„: 

2 = Ф„ (*, у), c<*<d, 

с равномерно ограниченными положительными кривизнами, схо¬ 
дящихся к Ф вместе с касательными плоскостями в области G. 
По доказанному метрики Ф„ сходятся к метрике Ф в G. 
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Возьмем на плоскости ху квадрат х с центром в начале ко- 
ординат и стороной б. Пусть А п , В п , С п и D n — точки на по¬ 
верхности Ф„, проектирующиеся в вершины квадрата х. Утвер¬ 
ждается, что при малом б для всех достаточно больших п 
четыре кратчайшие, соединяющие точки А п , В п , С„ и D„ на по¬ 
верхности Ф„, подобно тому как стороны квадрата х соединяют 
его вершины, ограничивают гомеоморфную кругу область G*, 
проекция которой на плоскость ху покрывает круг 
х 2 + у 2 К 6 *, 

где б* — малое положительное число. Докажем это утвержде¬ 
ние. 

Пусть Yn — одна из четырех кратчайших, например, соеди¬ 
няющая точки А п и В п . Покажем, что ее проекция на пло¬ 
скость ху при малом б и большом п проходит в ^-окрестности 
соответствующей стороны квадрата, причем А мало в сравне¬ 
нии с б. Если это неверно, то существует е>0, последователь¬ 
ности чисел 6ft— »0 и поверхностей Ф„ А такие, что проекция крат¬ 
чайшей Yn ft на плоскость ху выходит из бе-окрестности соответ¬ 
ствующей стороны квадрата. Но тогда длина кривой y„ k — 
проекции Yn ft на плоскость ху —не меньше (1 + е 2 )6. Тем более 

*(Yn ft )>(l+e 2 )6. 

С другой стороны, длина кривой, соединяющей точки А П/г и 
В ч на Ф„ й и проектирующейся на сторону квадрата, как пока¬ 
зано выше, не превосходит 

]Л+2с 2 6, 

где с —максимум модулей производных <Э<р „Jdx и d<p „Jdy 
в квадрате х. А так как в точке О по условию д<р/дх=ду/ду=0, 
то при малом б и достаточно большом n h 
V 1 +2с 2 б< (1 + е 2 ) 6. 

Мы пришли к противоречию. Итак, при малом б для достаточно 
больших п проекция кратчайшей у п на плоскость ху проходит в 
A -окрестности соответствующей стороны квадрата х, причем А 
мало в сравнении с б. 

Пусть б так мало, что А можно брать равным 6/4. Покажем, 
что кратчайшие, соединяющие точки А п , В п , С„, £>„, образуют 
простую, а следовательно, ограничивающую гомеоморфную 
кругу область кривую. Для этого заметим прежде всего, что 
кратчайшие У Ап в п и У с „о я > равно как и кратчайшие Уа п о„ и Ув п с п , 
не имеют общих точек. Это очевидно, так как в противном слу¬ 
чае пересекались бы их проекции на плоскость ху, что невоз¬ 
можно (А=6/4). 
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Легко видеть далее, что кратчайшие Ѵд„о„ и \а„в п имеют 
только одну общую точку А п . Действительно, в противном слу¬ 
чае по свойству неналегания кратчайших на регулярной поверх¬ 
ности одна из кратчайших должна содержать другую. Но это 
невозможно, так как проекция каждой кратчайшей должна 
быть в б/4-окрестности соответствующей стороны квадрата. 

Аналогичные заключения можно сделать и о других парах 
кратчайших: У в „л п и Ув п с п < Ус п в„ и Ѵо л с л > Уй п в п и Чо п а п - 

Итак, четыре кратчайшие в . • • • > Yd а образуют замкну¬ 
тую кривую, ограничивающую гомеоморфную кругу область G n 
на поверхности Ф„. Проекция каждой из областей G n на пло¬ 
скость ху покрывает круг 

* 2 + */ 2 <(W, 

так как проекция каждой из кратчайших, ограничивающих об¬ 
ласть G*, проходит на расстоянии, не меньшем 6/4, от точки О. 

По теореме о приближении положительные кривизны по¬ 
верхностей Ф„ ограничены некоторой постоянной С. Тем более 
этой постоянной ограничены положительные кривизны поверх¬ 
ностей Ф„ в областях Gn. 

По теореме Гаусса — Боннэ абсолютное значение полной 
кривизны каждого четырехугольника G* не превосходит 4л. От¬ 
сюда следует, что отрицательные кривизны областей G* огра¬ 
ничены постоянной 4я+С + . Таким образом, абсолютные кри¬ 
визны областей G n на поверхностях Ф„ ограничены числом 
4я + 2С + . Тем более эта оценка имеет место для частей Ф„ по¬ 
верхностей Ф„, которые проектируются на круг 

х 2 + у 2 < б 2 /16. 

Так как абсолютные кривизны поверхностей Ф„ равномерно 
ограничены, то предельная поверхность Ф — область на поверх¬ 
ности Ф, проектирующаяся в круг х 2 +у 2 < б 2 /16 — есть много¬ 
образие ограниченной кривизны. Точка О на поверхности Ф 
была взята произвольно, поэтому вся поверхность Ф является 
многообразием ограниченной кривизны. Теорема доказана. 

§ 9. Связь между внутренней и внешней 
кривизной поверхности. Теорема Гаусса 

Для случая регулярных поверхностей теорема Гаусса о сфе¬ 
рическом изображении, как известно, устанавливает связь меж¬ 
ду интегральной кривизной произвольной области на поверх¬ 
ности и Площадью ее сферического изображения. В настоящем 

47 * 
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параграфе соответствующая теорема будет доказана для по¬ 
верхностей ограниченной внешней кривизны. Доказательству 
этой теоремы предпошлем ряд лемм. 

Лемма 1. Пусть F — поверхность ограниченной внешней 
кривизны, G — любое открытое множество на ней с границей у, 
принадлежащей поверхности (поверхность предполагается от¬ 
крытой) , и Н — любое замкнутое множество, содержащееся 
в G. Пусть сферические изображения множества G и его гра¬ 
ницы не пересекаются. 

Тогда существует бесконечная последовательность открытых 
множеств Gi, G 2 , ■ ■ G n , ..содержащих Н и содержащихся 
в G и удовлетворяющих условиям: 

1) каждое множество G k состоит из конечного числа обла¬ 

стей (вообще говоря, многосвязных), ограниченных простыми 
кривыми-, _ 

2) сферическое изображение \h границы ун любого множе¬ 
ства Gk имеет площадь, равную нулю-, 

3) • полные прообразы множеств у t - и yj в G не пересекаются. 

Доказательство. Не ограничивая возможностей исполь¬ 
зования леммы, можно считать, что поверхность F однозначно 
проектируется на плоскость ху. Разобьем плоскость ху на ма¬ 
лые квадраты б и обозначим F 6 замкнутый кусок поверхности, 
который проектируется в квадрат б. Пусть М а — замкнутое 
множество, которое состоит из кусков F 6 , пересекающихся 
с границей у области G. 

Если квадраты б достаточно малы, сферические изображе¬ 
ния Н и М 6 не пересекаются. 

Открытое множество G — М 6 состоит из конечного числа 
областей (вообще говоря, многосвязных), ограниченных про¬ 
стыми кривыми. Приблизим контуры каждой из областей про¬ 
стыми кривыми с нулевой площадью сферического изображе¬ 
ния. Сумму полученных областей обозначим Gi. Очевидно, опе¬ 
рацию приближения границ можно проделать так, что G t будет 
содержать Н и сферические изображения Я и G — Gi не будут 
пересекаться. 

Построим G 2 . Пусть Мі — множество тех точек G, сфериче¬ 
ские изображения которых принадлежат сферическому изобра¬ 
жению G — Gi. По построению МіПЯ=0. Множество G 2 
строится точно так же, как Gj, только роль G теперь будет 
играть Gi — Mi. Допустим, множество G 2 построено. Пусть 
М 2 —множество тех точек G, сферические изображения кото¬ 
рых принадлежат сферическому изображению G — G 2 ; М 2 Л Я = 0. 
Дальше строится тем же способом множество G 3 и т. д. 

Очевидно, построенная таким образом последовательность 
множеств G fi обладает указанными в лемме свойствами 1), 2), 
3). Лемма доказана. 
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Лемма 2. Пусть F — поверхность ограниченной внешней 
кривизны и G — открытое множество на ней, удовлетворяющее 
условиям леммы 1. Пусть F n — последовательность регулярных 
поверхностей с равномерно ограниченными абсолютными кри¬ 
визнами, сходящихся к F вместе со сферическими изображе¬ 
ниями. 

Тогда, каково бы ни было е>0, среди открытых множеств G h , 
существование которых устанавливается леммой 1, найдется та¬ 
кое, что для бесконечного множества значений п 

|a(G*)-or(Gft)| <е, 

где Gl множество на поверхности F n , соответствующее G h . 

Доказательство. Чтобы упростить запись, будем пред¬ 
полагать, что каждое G h состоит из одной гомеоморфной кругу 
области, ограниченной кривой у*. Тогда для полных кривизн 
областей G k и G* поверхностей F и F n имеем представления 

"(0J- / Яу,тлг, Ö(O0- J 4 (Y)dY. 


где q обозначает степень произвольной точки единичной сферы 
относительно соответствующей кривой, а dY — элемент пло¬ 
щади сферы. 

Обозначим 6- и Ь^п соответственно 6-окрестности кривых 
у k и Y*. Тогда в силу равномерной сходимости сферических изо¬ 
бражений, из которой вытекает равномерная сходимость Ya 
к Y k при п-* оо, следует: 

J «Я O') «У- J Чу, О) dY. 

—“я "Ч 

Пусть Yft — полный прообраз кривой ya на поверхности F. Абсо¬ 
лютная кривизна ya равна нулю, так как ул имеет своим сфе¬ 
рическим изображением кривую ya. площадь которой равна 
нулю. Пусть U — открытое множество, содержащее ya и такое, 
что абсолютная кривизна его сколь угодно мала. При доста¬ 
точно малом б полный прообраз 6y ft множества бу~ содержится 
внутри U, а следовательно, его абсолютная кривизна сколь 
угодно мала. 

Величина 

ІКоИ 

Ч 
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не превосходит абсолютной кривизны бу*, так как для почти 
всех У 

q-(Y)=n+(Y)-n~(Y), 

где п + (У) — число эллиптических, а п~ (У)— число гиперболи¬ 
ческих точек в бу й , имеющих своим сферическим изображе¬ 
нием У. Следовательно, 

IJ < 7 - (У)гіУ|->0 при 6->0. 

Если при этом найдутся сколь угодно большие п, для которых 

6 V* 

то Gh и есть то множество, существование которого утвер¬ 
ждается леммой. 

Допустим, утверждение леммы неверно. Тогда, каково бы 
ни было k и б>0, для всех достаточно больших п 

\S 4 mdr\»± 

‘ч 

Пусть m — любое натуральное число. Так как множества у*, 
попарно не пересекаются, то при достаточно малом б множе¬ 
ства 6-га, £ = 1,2. пг, также попарно не пересекаются. При 

достаточно большом п абсолютная кривизна каждого множе¬ 
ства 6 -n(k^.m) больше е/2. Поэтому абсолютная кривизна F n 

для достаточно больших п больше m-j. Но это невозможно, так 
как m произвольно, а абсолютные кривизны поверхностей F n 
равномерно ограничены по условию. Мы пришли к противоре¬ 
чию. Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть F — поверхность ограниченной внешней 
кривизны и G — открытое множество на ней, удовлетворяющее 
условиям леммы 1. Пусть F n — последовательность регулярных 
поверхностей с равномерно ограниченными положительными и 
отрицательными кривизнами , сходящихся к F вместе со сфери¬ 
ческими изображениями. 

Тогда, каково бы ни было е>0, среди областей G h , построен¬ 
ных в лемме 1, есть такая, что найдутся сколь угодно боль - 
щи$ п, для которых 

I со (с?*) — <о (G3^) I <; e, 
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Доказательство. По гомеоморфизму, определяющему 
сходимость F n к F, кривизны поверхностей F n можно рассма¬ 
тривать как функции множеств на поверхности F. Именно, если 
Е — произвольное множество на F и Е п — соответствующее ему 
множество на F n , то положим 

(Е) = и (£„), ю+ (Е) = ю + (Е п ), аг(Е)= or (Е п ). 

Допустим, у полного прообраза у* кривой у* есть б-окрест¬ 
ность 6~ й такая, что найдутся сколь угодно большие п, для ко¬ 
торых 

Покажем, что тогда найдутся сколь угодно большие га, для ко¬ 
торых 

I ® ( G*) — ( G ft ) I < е. 

Действительно, не ограничивая общности, можно считать, 
что полные внутренние кривизны F n слабо сходятся к полной 
кривизне F. Это значит, что, какова бы ни была непрерывная 
функция /, заданная на поверхности F, 

J / da n -> I f da. 

F F 

Возьмем в качестве f функцию, определяемую условиями: 
/Ш-1, если Хс -G k -b~ k , 
f(X)= 0, если Xc:F-G k -b~ k , 

* - мл+м*) ’ если Хсіб ѵ 

Функция /, очевидно, непрерывна. 

При достаточно больших га, удовлетворяющих неравен¬ 
ствам (*), 

I J fda-a (G k ) \ <j. 

F P 

Отсюда следует, что для таких достаточно больших п 

1<е- 
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Таким образом, если предположение о существовании 6-окрест- 
ности множества y h имеет место, то область G Ä обладает нуж- 
ным свойством. 

Допустим, указанное предположение не имеет места ни для 
какой кривой Y&- Тогда для любого б>0 и любого k при до¬ 
статочно большом п по крайней мере одно из чисел ю+ (^)’ 
со - (ö— ^), или будет не мень ше е/2. 

Пусть m — любое натуральное число. Возьмем б настолько 
малым, чтобы множества 6^ (k ■< m) не пересекались. Поло¬ 
жим 

М — б~ +б- + ... +ö- m . 

Тогда найдутся такие п, что по крайней мере одно из чисел 
о> + (Л1), а>-(М), ш+(М), %{М) 

будет не меньше m-g. Но это невозможно, так как m произ¬ 
вольно, а функции множеств равномерно ограничены. Лемма 
доказана. 

Лемма 4. Пусть F — поверхность ограниченной внешней 
кривизны и G — открытое множество на ней с границей у, при¬ 
надлежащей поверхности. Пусть сферические изображения G 
и у не пересекаются. 

Тогда, если последовательность регулярных поверхностей F n 
с равномерно ограниченными абсолютными кривизнами схо¬ 
дится к F вместе со сферическими изображениями, то, каково 
бы ни было замкнутое множество HczG и число е>0, суще¬ 
ствует открытое множество G*, содержащее Н и содержащееся 
в G, такое, что найдутся сколь угодно большие п, для которых 

|о (G*) - о (G* n ) I < е, |й (G*) — ю (G* n ) | <е. 

Доказательство. Построим последовательность откры¬ 
тых множеств Gft по лемме 1. По лемме 2 найдется такое G*„ 
что для бесконечного множества значений п 

Если в последовательности Gk опустить G* , то найдется второе 
множество Gk и т. д. Одним словом, существует бесконечное 
число множеств G* , обладающих этим свойством. Среди мно¬ 
жеств Gk s по лемме 3 найдется такое, что для бесконечного мно¬ 
жества значений п будет 

K G 0~ ö ( G yi <e ’ K G 0 _(ö ( G UI <e - 
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Множество Gk s и есть то открытое множество G*, существова¬ 
ние которого утверждается леммой. Лемма доказана. 

Лемма 5. Пусть G — малая область на поверхности F 
ограниченной внешней кривизны, у — ее граница, у — сфериче¬ 
ское изображение у и у — его полный прообраз в G. 

Тогда полная внутренняя и полная внешняя кривизны от¬ 
крытого множества G — у равны. 

Доказательство. Пусть Я — замкнутое множество в 
G — у, удовлетворяющее условиям 

I о 0 (G — у) — а 0 (Я) I <е, I ©° (G — у) — со 0 (Я) | <е, 

где е — любое положительное число. 

Построим последовательность аналитических поверхностей 
F n с равномерно ограниченными абсолютными кривизнами, схо¬ 
дящихся к F вместе со сферическими изображениями. По 
лемме 4 предыдущего параграфа существует открытое множе¬ 
ство G*, содержащееся в G — у и содержащее Я, такое, что 
I а (G*) - a(G nt ) | <е, | <a(G*) — co(G n *) | < e. 

По выбору Я 

|o(G*) - o(G - у) I < e, I a(G*) - ®(G - y) | <e. 

Так как на поверхности F„ в силу теоремы Гаусса 
о(О п *) = 0)(О л *), 

то из полученных выше четырех неравенств немедленно заклю¬ 
чаем: 

|a(G-Y)-®(G-Y)|<4e. 

А так как е произвольно, то 

о (G — у) — (о (G -у). 

Лемма доказана. 

Лемма 6. Пусть площадь сферического изображения гра¬ 
ницы у открытого множества G равна нулю. 

Тогда 

co(G)<o(G). 

Доказательство. Пусть у — полный прообраз сфериче¬ 
ского изображения у. По лемме 5 

о (G — у) = ö) (G — у), 
но 

o(G — у) = o(G). 
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Таким образом, достаточно показать, что 
ö(G)<<d(G-y). 

Пусть б~ есть б -окрестность множества у. Соответствующие 
множества на поверхностях F„, сходящихся к данной (§ 7), 
имеют сколь угодно малые положительные кривизны, если до* 
статочно мало б. Поэтому положительная внутренняя кривизна 
предельной поверхности на множестве б^ мала, если мало б. 
Следовательно, полная внутренняя кривизна множества G Л у 
неположительна и в силу полной аддитивности со 

co(G)<(G- у). 

Лемма доказана. 

Лемма 7. Для любого борелевского множества Я на по¬ 
верхности ограниченной внешней кривизны 

со (Я) < о (Я). 

'Доказательство. Докажем сначала утверждение леммы 
для любого открытого множества G. Леммой 6 это установлено 
только для достаточно малых открытых множеств, так как при 
этом мы пользовались регулярным приближением поверхности, 
которое получено лишь для достаточно малых кусков поверх¬ 
ности. 

Возьмем в G замкнутое множество F такое, чтобы абсолют¬ 
ные внутренняя и внешняя кривизны множества G — F были 
меньше е. Разобьем пространство на малые кубы плоскостями, 
параллельными координатным плоскостям, так, чтобы абсолют¬ 
ные внутренняя и внешняя кривизны множества точек поверх¬ 
ности, лежащих на плоскостях разбиения, были равны нулю. 
Это легко осуществимо благодаря ограниченности и полной ад¬ 
дитивности абсолютных кривизн. 

Если кубы достаточно малы, то к каждому куску поверх¬ 
ности, содержащемуся внутри одного куба, применима лемма 6. 

Пусть G* состоит нз тех кусков поверхности разбиения ее 
кубами, каждый из которых содержит точки F. Очевидно, если 
стороны кубов малы, то F а G* er G. Из полной аддитивности 
полных кривизн и леммы 6 заключаем: 

®(G*)<o(G*). 

И так как 

MG)-co(G*)|<e, I or (G) — a (G*) | < e, 
a e произвольно, то 

со (G)<o(G). 

То, что это неравенство имеет место для любого борелев¬ 
ского множества, а не только для открытого, следует из общих 
теорем об аддитивных функциях множеств. Лемма доказана. 
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Лемма 8. Если для борелевского множества Н на поверх¬ 
ности ограниченной внешней кривизны 

со (Я) =о(Н), 

то для любого его борелевского подмножества Н' 
со (Я 7 )=сх(Я 7 ). 

Действительно, по лемме 7 

со(Я') <о(Н'), со(Я-Я') <а(Я-Я 7 ). 

Отсюда, принимая во внимание аддитивность функций со, а и 
равенство 

со (Я) = а(Я), 

заключаем: 

со (Я 7 ) = сг(Я 7 ). 

Теорема 1. Каждая регулярная точка X поверхности огра¬ 
ниченной внешней кривизны имеет окрестность такую, что для 
любого борелевского множества Я из этой окрестности 

со (Я)=о(Я). 

Доказательство. Так как точка X регулярная, то, она 
имеет окрестность G такую, что ни в G, ни на ее границе у нет 
точек с касательными плоскостями, параллельными касатель¬ 
ной плоскости в X. Пусть у — сферическое изображение грани¬ 
цы G и у — его полный прообраз на поверхности. Открытое 
множество G — у содержит точку X и, следовательно, является 
окрестностью этой точки. 

По лемме 5 

со ( G — у) = а ( G — у). 

А тогда по лемме 8 для любого борелевского множества Я cz 
а G — у 

со(Я)=а(Я). 

Теорема доказана. 

Теорема 2. На поверхности ограниченной внешней кри¬ 
визны существует открытое множество G, содержащее все ре¬ 
гулярные точки, такое, что для любого его борелевского под¬ 
множества Я 

со(Я)=а(Я). 

В частности, если поверхность квазирегулярна, т. е. все точ¬ 
ки поверхности регулярны, то это имеет место для любого Я, 
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Доказательство. Пусть G(JT) —окрестность регуляр« 
ной точки X, существование которой гарантируется теоремой 1. 
Положим 


G = 2 G ( X ), 


где суммирование ведется по всем регулярным точкам поверх' 
ности. Среди окрестностей G(X) существует счетное множество 
таких, которые покрывают все G. Пусть G i, G 2 , ..., G„, 
эти окрестности и Я — любое борелевское множество, принад¬ 
лежащее G. Положим 

Я* = ЯЛ (Оа -G^-...-G,). 

Очевидно, 

Я* с G k , Дя* = Я. 


В силу теоремы 1 и полной аддитивности со и о 
СО (Я) = а (Я). 

Теорема доказана. 

Теорема 3. Для любого борелевского множества Я на 
замкнутой поверхности ограниченной внешней кривизны 

со (Я) = о (Я). 

Доказательство. Полная внутренняя и полная внеш¬ 
няя кривизны замкнутой поверхности ограниченной внешней 
кривизны равны 2я%, где %—эйлерова характеристика поверх' 
ности. По лемме 8 отсюда следует, что равенство полной вну¬ 
тренней и полной внешней кривизны имеет место для любого 
борелевского множества на поверхности. Теорема доказана. 

Теорема 4. На поверхности F ограниченной внешней кри¬ 
визны для любого борелевского множества Я 

со + (Я) = о + (Я), со" (Я) = er (Я). 

Доказательство. Пусть Е — множество эллиптических 
точек поверхности. Тогда co + (F — £)=0. В самом деле, если бы 
это было не так, то нашлось бы множество AfcF — Е, для 
которого со(Л1)>0, но это невозможно, так как о(М)=0, 
а ю(Л1) <о(М). 

С другой стороны, сіг(£)=0, так как в противном случае 
нашлось бы в Е такое множество N, для которого с«г(Я)<0. 
Но так как N с Е, то со(Я) =сг(Я) >0. 

А теперь 

o + (F) = о (£) = «(£) = © + (Ф). 
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По лемме 8 отсюда для любого Я получаем 


А так как 


то 


ö+ (Н) = со + (Я). 
о(Я)>ю(Я), 
or (Я) < о" (Я). 


Теорема доказана. 

Теорема 5. Пусть F — поверхность ограниченной внешней 
кривизны и X — произвольная точка на ней. Тогда существует 
окрестность U точки X и бесконечная последовательность ана¬ 
литических поверхностей F n такие, что: 

1. Поверхности F n сходятся к F в U вместе со сфериче¬ 
скими изображениями. 

2. Положительные внешние кривизны F„ слабо сходятся 
к положительным внешним кривизнам F в U. 

3. Положительные, отрицательные и полные внутренние 
кривизны F n слабо сходятся к соответствующим кривизнам F 
в U. 

Если точка X регулярная, то отрицательные и полные внеш¬ 
ние кривизны F n также слабо сходятся к соответствующим кри¬ 
визнам F в U. 

Доказательство. По доказанному ранее можно счи¬ 
тать, что последовательность F n обладает свойствами 1 и 2, 
а также имеет место слабая сходимость полных внутренних 
кривизн F n к полной внутренней кривизне F. 

По теореме 4 для F n должна иметь место слабая сходи¬ 
мость и положительных внутренних кривизн, а следовательно, 
и отрицательных внутренних кривизн (так как полные и поло¬ 
жительные кривизны слабо сходятся). 

По тем же соображениям в случае регулярной точки X от¬ 
рицательные и полные внешние кривизны F n должны схо¬ 
диться к соответствующим кривизнам F. Теорема доказана. 

Рассмотрим поверхности с неотрицательной внутренней и 
ограниченной внешней кривизной. Начнем с поверхностей ну¬ 
левой внутренней кривизны, т. е. поверхностей, у которых поло¬ 
жительная и отрицательная внутренние кривизны равны нулю. 
На такой поверхности не может быть ни эллиптических, ни ги¬ 
перболических точек. 

Действительно, если на поверхности есть гиперболическая 
точка, то отрицательная внешняя кривизна поверхности от¬ 
лична от нуля. Следовательно, на поверхности существует бес¬ 
численное множество гиперболических точек, причем площадь 
их сферического изображения отлична от нуля. 

На множестве гиперболических точек поверхности имеет ме¬ 
сто равенство полной внутренней и полной внешней кривизны. 
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И так как внешняя кривизна заведомо отрицательна, то и вну- 
тренняя отрицательна. Но это невозможно, так как полная кри¬ 
визна на любом множестве точек поверхности должна быть 
равна нулю. Таким образом, на поверхности с нулевой внутрен¬ 
ней кривизной не может быть гиперболических точек. 

Аналогично устанавливается, что на поверхности с нуле¬ 
вой внутренней кривизной не может быть эллиптических точек. 
Поэтому положительная и отрицательная внешние кривизны та¬ 
кой поверхности равны нулю. Отсюда с помощью теорем § 4 
получаем: 

Теорема 6. Поверхность ограниченной внешней и нуле¬ 
вой внутренней кривизны развертывающаяся (т. е. локально 
изометрична плоскости). Она имеет обычное для регулярных 
развертывающихся поверхностей строение с прямолинейными 
образующими и стационарной касательной плоскостью вдоль 
каждой образующей. 

Теорема 7. Полная поверхность с нулевой внутренней и 
ограниченной внешней кривизной цилиндрическая. 

Рассмотрим теперь поверхности, у которых положительная 
внутренняя кривизна отлична от нуля, а отрицательная равна 
нулю. На такой поверхности не может быть гиперболических 
точек. Доказывается это дословно такими же рассуждениями, 
как и в случае поверхностей нулевой кривизны. 

Таким образом, поверхности неотрицательной внутренней 
кривизны являются также поверхностями неотрицательной 
внешней кривизны. Поэтому для них имеют место соответ¬ 
ствующие теоремы (§ 5). 

Теорема 8. Поверхность с неотрицательной (не равной 
нулю) внутренней и ограниченной внешней кривизной с краем, 
лежащим в плоскости, есть выпуклая поверхность, т. е. являет¬ 
ся областью на границе выпуклого тела. 

Теорема 9. Полная поверхность с ограниченной внешней 
кривизной и неотрицательной внутренней кривизной (не равной 
нулю) есть либо замкнутая выпуклая поверхность, либо беско¬ 
нечная выпуклая поверхность. 

Как отмечалось в начале настоящей главы, Нэш и Кейпер 
указали изометрические погружения класса С 1 заданного дву¬ 
мерного многообразия с регулярной метрикой, отличающиеся 
большим произволом [53], [39]. Из этих работ следует, в част¬ 
ности, возможность изометрического преобразования сферы в 
гладкую поверхность F сколь угодно малого диаметра. Это ука¬ 
зывает на то, что гладкость поверхности представляет собой 
слишком слабое условие для того, чтобы между внутренней 
метрикой поверхности и ее внешней формой существовали до¬ 
статочно сильные связи. Дело существенно меняется, если про¬ 
стую гладкость заменить двукратной дифференцируемостью. 
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Возникает естественный вопрос, при каких значениях а>0 в 
классе поверхностей С 1 -“ связи между внутренней метрикой и 
внешней формой поверхности так же богаты, как и для регу¬ 
лярных, дважды дифференцируемых поверхностей, а при ка¬ 
ких а эти связи ослабевают в такой же степени, как и для 
поверхностей класса С 1 ? Этот вопрос исследовался в цикле ра¬ 
бот Ю. Ф. Борисова [24]. Основной результат исследований 
Борисова составляет следующая теорема. 

Всякая поверхность класса С 1 -“ с внутренней метрикой зна¬ 
копостоянной кривизны (кривизна всех открытых множеств от¬ 
лична от нуля и одного знака) является поверхностью ограни¬ 
ченной внешней кривизны при любом а>-|-. Напротив, при 
достаточно малых а (например, а < jj) даже аналитичность 
метрики не влечет за собой ограниченность внешней кривизны. 

Из этой теоремы и результатов § 5 следует, что поверхность 
класса С 1 ’“, а> 2 /з, с положительной внутренней кривизной 
является локально выпуклой. Далее, применение теоремы о ре¬ 
гулярности выпуклой поверхности с регулярной метрикой дает: 
если поверхность класса С*> “ при « > j имеет регулярную 
метрику и положительную гауссову кривизну, то поверхность 
регулярна. Как уже отмечалось, при достаточно малом а даже 
аналитичность метрики не влечет за собой регулярность поверх¬ 
ности. 



Дополнение 
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Молодые геометры часто испытывают затруднение в выборе 
тем для исследования. В этой связи в настоящем Дополнении 
мы предлагаем некоторые вопросы. В ряде случаев решение 
намечено или указаны подходы к решению. 

1. Доказать следующее утверждение: сферическое изобра¬ 
жение геодезической на выпуклой поверхности есть спрямляе¬ 
мая кривая, т. е. каждая внутренняя точка геодезической имеет 
окрестность, сферическое изображение которой имеет конечную 
длину. 

Предлагается следующий подход к доказательству. Прежде 
всего замечаем, что спрямляемость достаточно показать для 
сферического изображения каждого достаточно малого отрезка 
кратчайшей. Поэтому выпуклую поверхность можно считать 
замкнутой. Ее всегда можно дополнить до замкнутой с сохра¬ 
нением свойства малого отрезка кратчайшей оставаться крат¬ 
чайшим. Далее можно считать, что рассматриваемая кратчай¬ 
шая продолжается кратчайшей хотя бы за один из ее концов. 
Это верно для каждого отрезка кратчайшей. Итак, можно счи¬ 
тать, что речь идет о кратчайшей у на замкнутой выпуклой 
поверхности F и кратчайшая у продолжается в виде кратчай¬ 
шей за один из ее концов. 

Построим последовательность многогранников Р„, сходя¬ 
щуюся к поверхности F. Не ограничивая общности, можно счи¬ 
тать, что концы А и В кратчайшей принадлежат многогранни¬ 
кам Р п . Пусть у»» — кратчайшая на многограннике Р„, соеди¬ 
няющая точки А и В. По свойству неналегания кратчайших 
(§ 3 гл. I) последовательность кратчайших у п сходится к у. 
Сферические изображения Y* кратчайших у п сходятся к сфе¬ 
рическому изображению у* кратчайшей у. Теперь для доказа¬ 
тельства спрямляемости у* достаточно показать, что длины кри¬ 
вых Y* ограничены в совокупности. 

Пусть схі, а 2 , • • • — грани многогранника Р„, по которым 
проходит кратчайшая у п , E lt Е 2 , ... — полупространства, опре¬ 
деляемые плоскостями аі, а 2 , ..., содержащими грани много¬ 
гранника Р п - Пересечение полупространств Е п есть телесный 
многогранник Р'. Пусть Т — куб, содержащий все многогран- 
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ники Р„. Пересечение куба Т и многогранника Р' п есть неко¬ 
торый многогранник Q„, содержащийся в кубе Т. На много¬ 
граннике Q n лежит кратчайшая у п многогранника Р„. Так как 
Р п содержится внутри Q„, то у„ будет кратчайшей на Q„ (по 
теореме Буземана). 

Пусть ki, k 2 , ... — ребра многогранника Q n , которые пере¬ 
секает кратчайшая у„; бі, 62 , ... — их длины и бч, Фг, ...— 
внешние углы при ребрах k it k 2 , ... Тогда длина сферического 
изображения у п , т. е. длина у*, будет равна s n = 1 ^i + 'Ö 2 + • ■ • 
Величина ftiöi-f 'Ö262+ ... оценивается через интеграл средней 
кривизны для многогранника Q n , а следовательно, через ребро 
куба Т, содержащего Q„. Отсюда следует, что если все ребра 
бй>с 0 > 0 , то 

s < cm 

""" С„ 

Предположим теперь, что у многогранника Q„ есть ребра 
k s длины меньше е„, и сумма внешних углов при этих ребрах 
больше а„, причем е„—► (), а а п -юо, когда п—*оо. Утверждает¬ 
ся, что при достаточно большом п кривая у п не может быть 
кратчайшей на Q„. Причина в том, что при малом е п и боль¬ 
шом а п вблизи кратчайшей у п будет сосредоточена значитель¬ 
ная кривизна. И поэтому на уп не может достигаться абсолют¬ 
ный минимум длин кривых, соединяющих точки А и В на мно¬ 
гограннике Q n . 

2 . Доказать следующую теорему. 

Выпуклая, гомеоморфная кругу поверхность с неотрицатель¬ 
ным (неположительным) поворотом вдоль края непрерывно из¬ 
гибается в любую изометричную ей поверхность. 

Подход к доказательству. Рассмотрим сначала случай мно¬ 
гогранника. Пусть Рі — выпуклый, гомеоморфный кругу много¬ 
гранник, у которого углы при граничных вершинах > л (пово¬ 
рот вдоль края неположительный); Р 2 — выпуклый многогран¬ 
ник, изометричный Р±. Покажем, что Рі непрерывно изгибается 
в Р 2 . Построим выпуклые оболочки Qi и Q 2 многогранников 
Рі и Р 2 . Они представляют собой замкнутые многогранники. 
Многогранник Qi состоит из многогранника Рі и некоторого 
многогранника Р[, изометричного плоскому выпуклому много¬ 
угольнику. Пусть А и В — две вершины многогранника Q,-, при¬ 
надлежащие краю многогранника Р,; а и ß — кривизны в этих 
вершинйх. Соединим вершины А и В кратчайшей у внутри об¬ 
ласти Р[. Это можно сделать ввиду выпуклости области. Возь¬ 
мем теперь два плоских треугольника с основанием /, равным 
длине кратчайшей у, и углами при основании а'<а, ß'<ß. 
Склеим эти треугольники по боковым сторонам, а стороны осно¬ 
ваний подклеим к разрезу многогранника Q,- по кратчайшей у. 
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По теореме о склеивании существует замкнутый многогранник 
Q-, который реализует многогранную метрику, получаемую при 
подклеивании треугольников к разрезу. При непрерывном изме¬ 
нении углов а' и ß 7 от нуля до а и ß соответственно многогран¬ 
ник Q 7 непрерывно деформируется (из-за однозначной опреде¬ 
ленности). Часть многогранника Q^, соответствующая по изо¬ 
метрии Ри испытывает при этой деформации непрерывное 
изгибание. 

После этого берем две другие вершины на границе много¬ 
гранника Рі или одну вершину на границе, а в качестве дру¬ 
гой-вершину, появившуюся в результате подклеивания тре¬ 
угольников, соединяем их кратчайшей, разрезам многогранник 
по этой кратчайшей и в разрез снова вклеиваем два треуголь¬ 
ника. Конечным числом таких операций разрезания и вклеива¬ 
ния мы переведем исходный многогранник Qi в некоторый мно¬ 
гогранник Qi, состоящий из многогранника, изометричного Рі 
и некоторого многогранника Рі, изометричного конусу. Края 
многогранников Рі и Р 2 имеют одинаковые повороты. Отсюда 
нетрудно заключить, что они изометричны. После этого из од¬ 
нозначной определенности многогранников следует равенство 
многогранников Qi и Q 2 , а значит, и равенство их частей, соот¬ 
ветствующих по изометрии Рі и Р 2 . Таким образом, путем не¬ 
прерывного изгибания исходные многогранники Ру и Р 2 переве¬ 
дены в равные. Следовательно, существует непрерывное изги¬ 
бание, переводящее их друг в друга. 

Для того чтобы от случая многогранников перейти к общим 
выпуклым поверхностям, надо воспользоваться возможностью 
одновременного приближения изометричных выпуклых поверх¬ 
ностей изометричными многогранниками и однозначной опре¬ 
деленностью общих выпуклых поверхностей. 

Пусть теперь углы при граничных вершинах многогранников 
Рі не больше я. Снова образуем выпуклые оболочки Qi. Пусть 
Рі — многогранник, дополняющий Рі до замкнутого многогран¬ 
ника Qi. Для того чтобы доказать возможность непрерывного 
изгибания Рі в Р 2 , достаточно показать, что Рі можно непре¬ 
рывно деформировать в Р 2 , удовлетворяя условиям подклеива¬ 
ния к Рі в каждый момент деформации. К этому и сводятся 
дальнейшие построения. 

Путем разрезания и вклеивания треугольников можно пре¬ 
образовать многогранник Q* в некоторый многогранник Qu со¬ 
держащий область Ри изометричную Ри и на оставшейся части 
Ѵ{ изометричный конусу (рис. 35). После этого разворачиваем 
«лепестки» многогранника Ѵи сохраняя выпуклость. При этом 
область Рі, дополняющая многогранник Ѵі до выпуклой обо¬ 
лочки, непрерывно деформируется в некоторую область Р\> а 
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многогранник Ѵі перейдет в область некоторого многогранного 
угла Ѵ'і. Теперь угол Ѵ\ непрерывно переводим в угол Ѵг- Со* 
ответственно область Р\ непрерывно переводится в Р 2 . В итоге 
получается непрерывная деформация Рі в Р 2 с сохранением 
условий подклеивания к Рі в каждый момент деформации. Пе¬ 
реход к общим выпуклым поверхностям основан на тех же со¬ 
ображениях, что и в рассмотренном случае. 

3. В § 4 гл. IV получены формулы, с помощью которых ка¬ 
ждой паре изометричных поверхностей эллиптического про¬ 
странства сопоставляется пара изометричных поверхностей ев¬ 
клидова пространства. И обратно, каждой паре изометричных 
поверхностей евклидова пространства 
сопоставляется пара изометричных 
поверхностей эллиптического прост¬ 
ранства. Эти формулы содержат век¬ 
торный параметр е 0 . Пусть F 1 и F 2 — 
две изометричные поверхности евкли¬ 
дова пространства. Найдем соответ¬ 
ствующие им изометричные поверхно¬ 
сти Фі и Ф 2 эллиптического простран¬ 
ства с параметром е 0 = е' 0 . Для поверх¬ 
ностей Фі и Ф 2 найдем пару изомет¬ 
ричных поверхностей F\ и F' евкли¬ 
дова пространства, пользуясь форму¬ 
лами с параметром ео=е'о. Найти 
формулы, сопоставляющие изометрич- 
ным поверхностям F t и F z изометричные поверхности F\ и F 2 . 
Выяснить, при каких условиях выпуклость Fi и F 2 влечет за со¬ 
бой выпуклость Fi и F 2 . Варьируя параметры е'о и е'о, а также 
взаимное расположение поверхностей F t и F 2 , выяснить возмож¬ 
ность преобразования пары бесконечных изометричных выпук¬ 
лых поверхностей в пару конечных изометричных выпуклых 
поверхностей. В частности, выяснить возможность сведения ука¬ 
занным преобразованием вопроса об однозначной определенно¬ 
сти бесконечных выпуклых поверхностей к вопросу об одно¬ 
значной определенности замкнутых выпуклых поверхностей или 
к вопросу об однозначной определенности выпуклых поверхно¬ 
стей с фиксированным краем. 

4. Подобно тому как в § 4 гл. IV для эллиптического про¬ 
странства, можно написать формулы, сопоставляющие каждой 
паре изометричных поверхностей пространства Лобачевского 
пару изометричных поверхностей евклидова пространства. Изу¬ 
чить это преобразование. В частности, выяснить условия, при 
которых выпуклость поверхностей в пространстве Лобачевского 
влечет за собой выпуклость соответствующих поверхностей в 
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евклидовом пространстве. Выяснить возможности сведения во¬ 
проса об однозначной определенности выпуклых поверхностей 
в пространстве Лобачевского к вопросу об однозначной опре¬ 
деленности евклидова пространства. Кое-что в этом отношении 
сделано Г. Н. Гаюбовым [30], однако недостаточно. 

5. Неполная выпуклая метрика, заданная в области G, во¬ 
обще говоря, не реализуется выпуклой поверхностью по той 
простой причине, что полная (интегральная) кривизна много¬ 
образия G с этой метрикой может быть больше 4я, в то время 
как кривизна выпуклой поверхности всегда •< 4я. Однако есть 
основания утверждать, что при весьма общих предположениях 
эта метрика реализуется локально выпуклой поверхностью, т. е. 
такой поверхностью, каждая точка которой имеет окрестность, 
являющуюся выпуклой поверхностью. 

Вот некоторые соображения, по этому поводу. Пусть G — 
двусвязная область (гомеоморфная круговому кольцу). Пусть 
контуры уі и у 2 , ограничивающие область, являются геодезиче¬ 
скими ломаными в заданной метрике. Разобьем каждое звено 
6і ломаной уі средней точкой Р\ пополам и отождествим рав¬ 
ноотстоящие от Рі точки звена 6і. Аналогичное отождествление 
проделаем для звеньев б 2 ломаной у 2 . При этом получится 
замкнутое многообразие R, у которого кривизна всюду неотри¬ 
цательна, кроме двух точек Аі и А 2 , в которых при указанном 
отождествлении совмещаются вершины ломаных уі и у 2 . 

Многообразие R изометрически погружается в локально ев¬ 
клидово пространство, рассмотренное в § 11, гл. VI, с располо¬ 
жением точек Аі и А г на оси г. Последующее отображение ло¬ 
кально евклидова пространства в евклидово путем сопоставле¬ 
ния геометрически совпадающих точек этих пространств и дает 
нужную реализацию R в виде локально выпуклой поверхности. 

6. Выпуклая метрика М, заданная в гомеоморфной кругу 
области G, с краем у, имеющим неотрицательный поворот в 
метрике М, реализуется некоторой выпуклой шапкой F. Рас¬ 
смотреть вопрос о возможности реализации выпуклой метрики 
М, заданной в гомеоморфной кругу области G, выпуклой по¬ 
верхностью с краем у, лежащим на заданной поверхности Ф. 

К решению этого вопроса можно подойти следующим обра¬ 
зом. Пусть для простоты Ф — бесконечная поверхность, одно¬ 
значно проектирующаяся на всю плоскость ху. Обозначим 
через Е + ту часть пространства, которая располагается над по¬ 
верхностью Ф. Построим риманово пространство R из двух зер¬ 
кально-симметричных частей евклидова пространства Е + и не¬ 
которого регулярного слоя б между ними таким образом, чтобы 
при неограниченном убывании толщины слоя б это простран¬ 
ство R переходило в метрическое пространство Ro, составленное 
из двух указанных экземпляров Е + , склеенных по граничным 
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поверхностям Ф. Построенное пространство R должно быть 
симметрично относительно некоторой вполне геодезической по¬ 
верхности а, проходящей внутри слоя 6, причем области Е* 
пространства R должны соответствовать по симметрии относи¬ 
тельно а. 

Образуем далее замкнутое, гомеоморфное сфере многообра¬ 
зие М' из двух противоположно ориентированных экземпляров 
многообразия М и регулярного пояска Л, разделяющего их так, 
чтобы М' обладало внутренней симметрией относительно зам¬ 
кнутой геодезической проходящей внутри пояска А, причем 
указанные два экземпляра М, входящие в М', должны соот¬ 
ветствовать по симметрии. 

Теперь реализуем многообразие М' в пространстве R в виде 
замкнутой поверхности F' (предполагается, что это можно сде¬ 
лать). Ввиду симметрии многообразия М' и пространства R 
эту реализацию можно осуществить так, что геодезическая у 
будет лежать в поверхности а и поверхность F' симметрична 
относительно поверхности о. Переходя к пределу при стремле¬ 
нии толщины слоя б и пояска Л к нулю, получаем замкнутую 
поверхность F 0 в пространстве /? 0 . Часть этой поверхности, рас¬ 
положенная в Е + , и дает нужную реализацию многообразия М 
в виде выпуклой поверхности с краем на поверхности Ф. 

7. Завершить доказательство жесткости многосвязных ло¬ 
кально выпуклых поверхностей в римановом пространстве, на¬ 
меченное в § 12 гл. VI. 

8. Пусть Fi и F 2 — две изометричные одинаково ориентиро¬ 
ванные выпуклые поверхности. Пусть для единичных векторов 
соответствующих по изометрии направлений выполняется усло¬ 
вие Хі+т 2 Ф0. При этом вектор-функция 

r = j( r \ + г 2 ), 

где Гі и Гг — векторы соответствующих по изометрии точек по¬ 
верхностей Fi и F 2 , задает выпуклую поверхность F. При некото¬ 
рых дополнительных предположениях это доказано в гл. I и II. 

Векторное поле г=Гі — г 2 является изгибающим полем по¬ 
верхности F. Благодаря такой связи между парой изометрич- 
ных поверхностей и бесконечно малыми изгибаниями срединной 
поверхности ( F ) многие вопросы об однозначной определен¬ 
ности выпуклых поверхностей могут быть сведены к вопросу 
о жесткости срединой поверхности. 

В этой связи, естественно, возникает следующий вопрос. Все¬ 
гда ли можно поверхности Fi и F 2 расположить так, чтобы для 
любых соответствующих по изометрии направлений было ті+ 
+х 2 ФО. По-видимому, это имеет место почти для всех (по 
мере) взаимных расположений. Доказать это. 
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9. Рассмотреть вопрос о существовании замкнутой выпук¬ 
лой поверхности, удовлетворяющей уравнению 

f{Ri, R 2 , п)=ф(п), 

где Ri, R 2 — главные радиусы кривизны, а п — единичный век¬ 
тор нормали поверхности. 

Для решения этой задачи воспользоваться соображениями, 
изложенными в § 5 гл. VII. 

10. Рассмотреть вопрос о существовании выпуклой поверх¬ 
ности F, у которой сферическое изображение совпадает с за¬ 
данной выпуклой областью ш на единичной сфере, опорная 
функция Н(п) на границе сферического изображения обра¬ 
щается в заданную непрерывную функцию ф(п), а главные ра¬ 
диусы кривизны в каждой внутренней точке поверхности удо¬ 
влетворяют уравнению 

№ %)=ф(п), 

где f(Ri, R 2 )=g(RiR 2 , R 1 + R 2 ) —строго монотонная по пере¬ 
менным Ri и /? 2 функция, т. е. удовлетворяет условиям df/dRi> 
>0, df/dR 2 > 0. 

Пусть область ю расположена на верхней полусфере х 2 + 
+y 2 +z z = 1, z> 0. Положим h(x, у)=Н(х, у, 1), где Н — опор¬ 
ная функция искомой поверхности. Функция h удовлетворяет 
уравнению эллиптического типа 

Ф(/іц, Аі 2 , Л 22 . х, у)= 0 

(см. § 4 гл. VII). Решение вопроса о существовании поверх¬ 
ности F сводится к вопросу разрешимости уравнения Ф=0. Ре¬ 
шение этого уравнения можно обосновать с помощью теоремы 
С. Н. Бернштейна, получив априорные оценки для предпола¬ 
гаемого решения и его производных до второго порядка. При 
этом нужно сначала рассматривать случай аналитических функ¬ 
ций f, ф и область о, ограниченную аналитическим контуром. 

По поводу соображений, касающихся получения априорных 
оценок, см. §§ 3, 5 гл. VII. В этой связи заметим, что если 
hi и h 2 — решения уравнений /=фі и f= ф 2 , то hi — Л 2 при 
ф-<ф 2 не может достигать строгого максимума внутри со. Что¬ 
бы перейти от аналитических данных задачи к регулярным, до¬ 
статочно установить априорные оценки для вторых производ¬ 
ных во внутренних точках. По этому поводу см. § 3 гл. VII. 

11. В эллиптическом пространстве, как известно, имеет ме¬ 
сто метрическая двойственность. Пусть Ф —выпуклая поверх¬ 
ность эллиптического пространства и Ф' —выпуклая поверх¬ 
ность, полярная к Ф (поверхность Ф' огибается полярами 
точек поверхности Ф). Между поверхностями Ф и Ф' естествен¬ 
ным образом устанавливается точечное соответствие. Именно, 
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произвольной точке Р поверхности Ф сопоставляется точка ка¬ 
сания поверхности Ф' с полярной точки Р. Если кривизна про¬ 
странства /С= 1, то внешняя кривизна для произвольного мно- 
жества М на поверхности Ф равна площади соответствующего 
множества М' на поверхности F'. 

Удалим точки некоторой плоскости эллиптического простран* 
ства и оставшуюся часть будем интерпретировать на трехмер¬ 
ной полусфере 

*§ + *? + *! + *!= 1, х 0 > о. 

Пусть Ф — замкнутая выпуклая поверхность, расположенная в 
сферическом поясе 0<х 0 <е. Полярная поверхность Ф' распо¬ 
лагается в е-окрестности полюса Р( 0, 0, 0, 1). 

Линейный элемент поверхности Ф представим в виде 


ds 2 = ds 2 + h do 2 , 


где ds% — линейный элемент сферы единичного радиуса, а Х-*0 
при е—>-0. Внешняя кривизна поверхности Ф равна 

Ке = ?-Фа + О (Я 2 ), 

где ф 0 зависит от квадратичной формы о. 

Спроектируем окрестность полюса Р полусферы на каса¬ 
тельную гиперплоскость Е полусферы в точке Р. Пусть Ф' бу¬ 
дет проекцией поверхности Ф' в евклидово пространство Е. 
Преобразуем поверхность Ф' подобно с коэффициентом подо¬ 
бия 1/Л и перейдем к пределу при е—»-О. Предельная поверх¬ 
ность будет иметь кривизну 1/ф а . 

Принимая во внимание описанную конструкцию, дать новое 
решение проблемы Минковского, основанное на теореме о реа¬ 
лизации заданной метрики ds 2 на выпуклой поверхности в эл¬ 
липтическом пространстве. 

12. В § 7 гл. VIII рассматривается вопрос о существовании 
замкнутой выпуклой поверхности с данной условной кривизной. 
Аналитическое истолкование полученного результата приводит 
к теореме о разрешимости некоторого уравнения весьма общего 
вида, заданного на сфере. 

Рассмотреть одномерный аналог этой задачи, отбросив усло¬ 
вие положительности кривизны. При этом получится некоторая 
теорема о существовании замкнутой кривой с заданной услов¬ 
ной кривизной. Аналитически полученный результат можно 
трактовать как теорему о существовании периодического ре¬ 
шения уравнения вида 


У" = ф(*. У, У') 
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с периодической функцией ф по переменному х. Выяснить, для 
каких классов уравнений, т. е. каких функций ф геометриче' 
ская теорема гарантирует существование периодических реше¬ 
ний. Обобщить полученный результат на случай систем урав¬ 
нений 

У" = Ф(*. Уі, У ѵ •••. У п , У' ѵ •••> У'п) і= 1 , 2 . п. 

Одномерный аналог проблемы Минковского состоит в дока¬ 
зательстве существования замкнутой кривой с заданным радиу¬ 
сом кривизны R(ft) как функции угла поворота касательной О. 
Задача разрешима, если 

£e rt Ä(0)dO = 0. 

о 

Это условие всегда выполнено, если /?(■&+л) =/?(д). Опорная 
функция р(Ф) искомой кривой записывается просто 

р(*) = 

0 

С помощью принципа Шаудера, подобно тому как при дока¬ 
зательстве существования решений сильно эллиптических урав¬ 
нений Монжа — Ампера в § 8 гл. VIII, доказать наиболее об¬ 
щую теорему о существовании замкнутой кривой с заданной 
условной длиной. Истолковать полученный результат с точки 
зрения существования периодических решений уравнения у"= 
=ф(*> У> У') с периодической по х функцией ф. Руководствуясь 
геометрической идеей, рассмотреть задачу аналитически в наи¬ 
более общих предположениях об уравнении. Рассмотреть си¬ 
стему уравнений. 
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